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BeweiB  des  Fermat^schen  Satzes 

von  der  Unmöglichkeit  der  Gleichung  — 
für  rationale  Zahlen  und  n  >  2. 

Von 

G.  Korneck, 

Obtrlehrer  an  ProgymnaBiam  zu  Kempen  (Posen). 


Yorbenerkang. 

Fcnnat  liat  auf  den  Rand  des  von  ihm  benntztOD  Excmplan 
foa  Diopbants  Arithmetik  zur  8tcn  Aafgabo  des  iweiton  Buches, 
die  von  der  Darstellung  einer  Quadratzahl  als  Somme  zweier  Qua- 
dimta  bandelt,  folgende  Bemerkung  geschrieben:  „Dagegen  ist  es 
ganz  unmöglich,  einen  Kubus  in  zwei  Kuben,  ein  Biquadrat  in  zwei 
Biquadrate  uud  allgemein  irgend  eine  Potenz  ausser  dem  Quadrat  in 
zwei  Potenzen  von  demselben  Exponenten  zu  Zerfällen.  Hierfür 
habe  ich  einen  wahrhaft  wunderbaren  Beweis  entdeckt;  aber  der 
Kaü  1  ist  zu  klein,  ihn  zu  fassen^^  (Wertheim,  Uebersetzung  des 
IhopUant  Seite  &2). 

Der  erwähnte  Beweis  findet  sich  in  Fennats  Werken  nirgends 
TOT,  nnd  aile  Versuche,  die  obige  Bebaoptnag  allgemein  sn  beweisen 
waren  bisher  TergebUcb, 

In  Folgendem  wird  nnn  ein  solcher  Beweis  geliefert. 


i  1. 

Wir  nehmen  an,  es  gebe  zwei  rationale  in  den  kleinsten  Zahlen 

a  h 

nugedrOckie  BrOcbe  -  nnd  ^  von  der  Beschaffenheit»  dass  die  Summe 

Attk.  d.  Matb.  a.  Vhy».  2.  ttsik;  T.  Xlil,  I  ^ 
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ihrer  uton  Potenzen  wieder  eine  nto  Potenz  sei.  Die  Nenner  r 
und  '/  niö^cn,  falls  sie  nicht  relativ  prim  sind,  den  geoieinsamen 
Teiler  /  haben : 

c  »  ef,    d  —  fg 

alsdann  mnss  der  den  Wert  u  darstellende  Brach  den  Nenner  tfg 
haben.  Man  hat  also : 

&)■+(;.)■ -{.;,)■ 

MnltipUcirt  man  diese  Gleichung  mit  {ptgY,  so  erh&lt  man 
ag^  bey  h  sind  nun  ganze  Zahlen  i  wenn  also  die  Gleichung 

fÄr  ratioQalo  gebrochene  Zahlen  müglicli  ist,  so  mnss  sie  anch  für 
ganze  Zahlen  möglich  sein.  Wir  können  deshalb  bei  der  weitem 
Untersuchung  für  x,  y,  z  ganze  Zatileu  voraussetzen. 

S  2. 

Hätten  in  der  Gleichung* 

zwei  der  Zahlen  den  gemeinsamen  Teiler  «,  so  müssto  auch  die  dritte 
Zahl  durch  t  teilbar  sein,  und  der  Factor  <"  konnte  durch  Division 
entfernt  werden. 

Daraus  folgt,  dass  entweder  alle  3  Zahlen  s  durch  n  un- 
teilbar sind,  oder  dass  eine  durch  »  teilbar  ist,  und  die  beiden  an- 
dern anteilbar  sind. 

§  3. 

Wut  beweisen  nan  zunächst  folgenden  Satz: 

„Sind  n  und  A  relative  Primzahlen  und  durch  keine  Quadrut- 
„zahl  ausser  1  teilbar,  so  ist  die  Gleichung 

„bei  uiigerudem  n  in  ganzen  Zahlen  lösbar  und  jeder  Wert  von  ar 
„ist  durch  n  teilbar." 

Beweis:  Wenn 

80  ist  anch 
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Körntek:  Beinth  de*  Ftniutt'»eken  Sal*fM»  3 
»  

n  _  N 

Vm  jede  Wunel  einer  complexen  Zahl  ebenfalls  eine  eomplexe  Zahl 
ist,  80  kann  man  setzen 

m  

mid  man  erhftlt 

J)   »V»±jry^-(«±j3»)-  und 

Führt  man  ia  Gleicbunj^  1)  dio  Potenzirnng  aus  uiul  setzt  dio 
reellen  Teilo  dor  beiden  Seilen  sowie  dio  imaginftreu  gleich,  so  er- 
gicbt  sich: 

n— 1 

n— 1 

2 

Setit  man  nun 

«  —  il  V«  and  f-^k 
so  erhalt  man  die  3  Oleiehongen: 

2  Q  2 

»-1  n  — 1 


.  .+  (-1)  ^    *  ^ 


n  —  1  n  —  3  **n5 

4)  y  — «Kit  ^    A«-»  — Ha»  *    ifcA*-»^»+ii6»  ^  *»A»-»9« 

1  n— 1  _ 

- .  .  .  +  (-1)  ^  k  ^ 

Wir  haben  also  dio  3  Uubekannten  x,  z  als  Functionen  der 
beiden  UnbefeanaCen  i  uud  (p  üargesteiU.   Alle  mü^Ucheu  ganzen 

1* 
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4  Kotneck:  litwtit  des  FermaCtcUen  Smtwu, 

(positiven  und  negativen)  Werte  von  k  und  qp  hcleiu  für  t 
ganze  Zahlen,  und  wie  Gleichung  3)  zeigt,  ist  dann  r  durch  n  teilbar. 

Da  aber  möglicherweise  auch  gebrochene  oder  irrationale  Werte 
von  Ind  <p  fOr  x,  y,  «  ganze  Zahlen  ergeben,  so  ist  tn  anter- 
anchea,  ob  dann  ebenfUls  »  durch  n  teilbar  sein  uuas. 

Man  Betie 

^-fe  und  v-,^ 

(d,  c,  fi  ganze  Zahlen,  Ö  und  t;  relativ  prim),  so  geht  Gleichung  5) 
aber  in 

Es  mtisste  also  n  durch  6*  und  /••  durch  teilhnr  sein.  Narh  Vor- 
ausset^nn^  sind  aber  n  und  k  durch  keine  Quadratzahl  tkua^tr  1 
teilbar,  folglich  ist  d     i|  =:  1.  Man  erhält  also: 

Wäre  nau  <  —      möglich,  so  hätte  man 

*=«'^'    =  # 

und  iu  Gleichung  3)  würe  x  nicht  durch  i»  teilbar.  Man  erbftU  aber 
folglich 

and  08  mflSBte  k  dnrcb  «  teilbar  sein.  Da  dies  nach  Voraussetzung 
uamüglich  iBt,  ao  kann  <  kein  Vielfaches  Ton  n  sein,  and  es  bleibt 
also  ff  auch  fOr 

durch  n  teObar,  nnd  zwar  auch  wenn  y  and  |  Irrational  sind. 


§4. 

Ans  a(i"+y*  ^  folgt 
Die  Division  von 
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Kor  neck:  Ikwei»  des  J-enmt'ächen  «Sotee«.  5 

dorch  a  — y  oad  S  ergiobt  «y"-*  als  ßcst.  Halwu  also  a— y  uud  S 
«tuen  gomeiDMiina  T«lter,  so  miis  auch  der  Rett  nf^-^  durch 
deoKlben  teilbar  wio.  Da  aber  »  and  y  relativ  prim  sind,  so  kana 
der  gemeinsame  Teiler  tob  und  und  deshalb  auch  tob 
iSaar  n  seic. 

Wi^nn  also  in  der  Gloichoog 

dk'  Zahl  X  darch  n  uuteilbar  ist,  so  babea  z  —  y  and  S  koinea  ge- 
meinsamen Factor,  uud  infolge  dessen  muss  sowol  a — y  als  auch 
8  eiuo  nie  Potenz  sein. 

«5. 

i-s  sei  üuii  X  duieii  »  uicht  teilbar,  z — y  —  g",  iS  —  r",  so  ist 

»  »  qr 

Ist  femer  z-\-y  =>  p,  so  bat  man 

Seilt  man  diese  Werte  in  die  Gleiehong 

(2»)"-(2^)*»-(2x)« 

80  erh&lt  man: 

Fftr  eine  nagerade  Primzahl  n  erhält  man  dnreh  Aosfllbning  der 
Poteazimng  nnd  Division  doreh  2g**  (wean  na  »9«): 

Dafür  kann  man  sehreiben 

AUe  Glieder  der  eingeklammerten  Suunne  sind  mit  Ansnahmc  vou 
ffi^-^  durch  n  icübari  folglich  ist  die  Summe  selbst  uicliL  durch  u 
teilbar.  Bezeichnen  wir  diese  Snmme  mit  ku\  so  dass  u  —  1,  wenn 
die  Sommo  keinen  qoadratischeB  Factor  entbftlt,  so  erhalten  wv  die 
Glsichnng 

in  welcher  k  weder  durch  n  noch  durch  einen  quadratischen  Factor 
teilbar  ist 

MnlÜiiUeirt  man  diese  Gleiehnng  mit  S«»^^,  so  etitiebt  sieb: 
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SeUt  mao 

n+l    n  — 1  mH-I 

fiu  t-riialt  mau 

Weil  nuü  i:  weder  durch  **  noch  durch  eine  Quadratz.vlil  (»  ilhar 
istf  80  würden  die  Zahlen  a,  ö,  c  eiuo  gauzzahlige  Lusuug  der 
Gleichung 

«x«H-it  /  - «» 
ergebeSf  and  es  mfisste  nach  §  3.  a  durch  m  teilbar  sein. 

n+1  H-l 

2      "  2** 
Da  p      ,  «0  massto  also 

durch  »  tt'iloar  sciu.  Da  iiv  der  giinzeu  KiitwiL-kdimg  dieses  ^  die 
Ycrtauschttug  van  //  nnd  x  iindort,  falls  aucli  //  als  miteilluir 

durch  n  angenommen  wird,  so  mUssto  auch  durch  n  teilbar 

§  6. 

Weil  in  der  Gleicbnng 

fleln  man,  so  kann  man  setzen 

r4-y  =  «4-,   uud   U+i^)»*  —  + 
Man  erhält  also 

Oa  Dan 

io  crgicbt  sich 

Eb  mo8s  also 

durch  n  teilbar  sein. 
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§  7. 

Wir  crhaUcu  also  boi  der  Voraassetzung,  dass  keine  der  Zahlen 
X,  ^,  «  durch  M  teilbar  sei»  fttr  eine  nngerade  Phmzabl  n 

1)  »+y  I 

2^  s-{-x        /  durch  n  teilbar 

Folglich  mttssto 

(«+»)+(»+*)  -<«+y— *)  «  3s 

durcli  /i  teilbar  sein.  Für  «  >  3  wäre  also  s  und  mfolge  von  1) 
und  2)  auch  y  und  a;  gegen  die  Voraussetzung  durch  »  teilbar* 

Infolge  dieses  Widerspmchs  ist  die  Oleiehnng 

für  3  ganze  durch  n  unteilbare  Zahlen  unmdgHdi,  wenn  »  eine 
Primzahl  und  grosser  als  ^  ist. 

Für  M  «  3  ht  die  Annahme,  dass  alle  3  Zahlen  durch  3  un- 
teilbar seien,  nicht  möglich-,  denn  es  ist 

x+y— »  —  3uf  also 

«+y-»'4-3M,   folglich  («+y)»=(«+3u)3 

Daraus  folgt 

Es  muss  also  entweder  s  oder  p  oder  m+g  und  damit  •  durch  3 
teilbar  sein. 

Setzen  wir  aber  eine  der  Zahlen  als  teilbar  durch  n,  die  hcidcn 
andern  als  unteilbar  voraus,  so  muss  In  jedem  Falle  eine  der  Zahlen 
'  und  y  unteilbar  sein.  Es  sei  entweder  y  oder  z  durch  n  teilbar, 
JE  also  unteilbar;  daon  i^t  nach  §  5.  a-f-y  durch  n  teilbar,  und  da 
entweder  x  odor  y  nach  Voranssetzang  teilbar  ist,  so  mUsstou  beide 
Zahlen  9  und  y  und  deshalb  auch  x  durch  u  teilbar  sein. 

Es  kann  also  ftr  eine  ungerade  Primsahl  n  die  Gleichung 

aueh  nicht  mdglich  sein,  wenn  eine  der  Zahlen  als  dnich  n  teilbar 
TcransgeseUt  wird. 
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§9. 

Da  CS  also  keine  rationalen  Werte  giebt,  welche  der  Gloicliting 

genügen,  wcuu  /*  ciue  rrimzahl  nod  grösser  a!s  L'  ist,  so  ist  die 
Gldchnng  auch  für  jeden  Exponenten  Uüiii(»L'licli,  der  eia  YicUaches 
einer  solchen  Primzahl  isti  dcuu  die  Gleicimug 

luum  geschrieben  werden 

nnd  da  08  für  a-«,      -  keine  raUonalea  Werte  giobt,  so  kann  es 

auch  lur     t/^  z  keine  geben. 

Es  bleiben  also  noch  die  Exponenten,  welche  Potcnsen  von  3 
sind»     betrachten.  Da  sie  dnrch  4  teilbar  sind  nnd  die  Gleichung 

«^«-f.»««  mm  »io 

geicfarieben  werden  kann 

so  hleibt  nor  noch  die  Unmöglichkeit  von 

.  «*-l-|f*  = 

za  beweisen. 

1 10. 

Soll  die  Gleichung 

—      oder  (x«)»-f  (y«)«  — 
für  ganze  Zahlen  gelten,  so  luuiu  man  setzen 

Aus  •^-f*-«'.  y*-2|>2,  •«-p»+2' 

=      und  ««•pt^j« 

folgt,  dass  j>  nod  nngerade,  n  gerade  nnd  deshalb  x  ungerade 
sein  nrass.  Da  j»  >  «r;  »  >  p  nnd  die  Differenzen  ^  ^  j:,  ge- 
rade sein  mflssen,  so  kann  man  setzen 

folgKch  l^-'-au. 


Man  erhält  also 
Daraas  folgt 
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4mi— W  —      und  4p»  +4»*  — 

HithiD  ist 

JMI — »•  —  1»+*^ 

itad  deshalb 

O  M   

Da  p  eiüc  ganze  Zahl  sein  loll,  und  u*-{-v^  nicht  darch  »  —  o  teilbiur 
ist,  9Q  moss 

u  —  ü  —  1,  aläo  «  =  14"«^ 

sein.  Folglicli  ist 
and  man  erh&lt 

4«(l-h8v+20*)  -  4i<»+l>(9v+l)  -  2fKSto+l)(3»+S) 

Das  ProdTict  der  '3  aufeinander  folgenden  Zahlen  2y,  2r-|-l,  2y-|-i^ 
kano  aber  uienialä  ein  Quadrat  sein,  folglich  ist  q  irrational  und 
wegen      »  2pq  auch  y. 

Daher  Ist  dio  GleichoDg 

tOr  rationale  Zahlen  unmöglich. 

^Die  Fermat'sche  Bebanptang,  dass  keine  Polens  mit  Aiisna.lime 
^er  swaiten  die  8nmne  sweier  PoCenseii  desaelbea  Oiades  sein 
»kaoa,  ist  somit  fttr  alle  mflgUcheii  FftUe  bewiesen.'* 
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II. 

Dreizehn  Autlösangen  des  Malfatti'schen 

Problcuis. 

Voo 

C.  Davids. 


IttfgBbe.  ein  gegebenes  Droiodc  DEF  3  Kreise  zu  bo- 
»,8cbmbeD»  so  dass  joder  dieeer  Kreise  2  Seiten  des  Dreiecks  berühre 
„und  die  3  Kreise  sich  nnch  gegenseitig  berllbren^ 


1.  Anfll^ittiiif. 

(Venrollstftndignng  eines  tod  Crdlo  mitgeteilten  Versachs  einer 

Anflösnng). 

Es  seicu  die  Hnlbmosser  der  gesuchton  Kreise  x,  y,  «,  Figur  9. 
Man  hat  nun  (wenn  9i  lukieisradius,  lUt  n  ProjccUouoü  der  Eck- 
radicQ  u,  v,  w  auf  die  Sciteu  </,  6,  /) 

aber  auch 

also 


1),  .  ,  ^^fnjf+n»-^miyM 
ebenso 


Grundgieicbangen 
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«Sinei  am  ^ie 

\ü  (Form.  175);  so  multiplicire  man  die  erste  Gieicboug  mit  u^m 
uul  die  zweite  Gleichung  mit  v^l;  mau  erhält: 

Es  liandelt  sich  jetzt  dämm,  die  z  in  dieser  Gleichung  so  zu 
vcrtcik'u,  dass  auf  beiden  Seiten  die  Quadrat vvui/.ei  ausgezogen 
wcrdon  kann.  Wenn  die  a  der  rechten  Seite  auf  die  linke  Seite  der 
Gleicbaug  gebracht  werden,  so  ist  der  Coefficient  alsdann 

»«Ä»— -  U^fe^m/d  -  9l«»«-9i«fi«  (Formel  179,  186) 

ffierdnrcli  ver&ndert  sich  die  Glelcbiing  2)  in 

Also 
Oder 

Ebenso 

vin        ^  Vx)  =  Wim     + 81  Va?) 

Wird  nun  die  erste  dieser  Gleichaugeu  mit  w  and  die  dritte  mit  v 
malliplicirt ;  so  erhält  man 

uwmVy'\-{uu)'^pu>)'^V  »  =:  viel  Vx 

uon  •^Z'{-(u9  — trw)9iyif  vwiy» 

also 

«t9f»  as  umn — 

Ebenso 

6).  .  .  (<0-f-jm— S^Oy^^Cmti+^i»— 8io-9i')yy 
Oder 
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« 

NoD  ist 

also  auc  h 

Daher  einlebt  sich  aas  Oleichang  6): 

7).  .  .  Oi-fw  — 0  Vx  -  ~  (*J<4-u;-»)v'« 

Anmerknog  1*  Man  kann  dio  efsU»  GrandgldcliiiBg  auch  mit 

und  die  sweite  mit 

multiplicircui  dadurch  erhält  maa  cbcafaHs  die  Glei- 
chuug  2). 

Anmerkang  S.  Setzt  man  in  die  GieiehBog  5) 

muw  —  SKr«    und  nuv  -«  Si«?/" 

SO  kommt 

»(«  -|-  tt»  —  m)  y  y  — *  tr(/' -j-  y  —  n)  y  « 
»r(/-|-tt — t')  V  s  =  m(^' — '  i  V 

Um  nan  auf  Qleleliiiog  7)  an  kommen,  beniiUe  man 
Formel  S73. 

Anmerkung  3.   Die  Gleichung  7)  findet  sich  in  einem  Buche 

von  Crolle  (aber  nicht  abj^cleitet).  (MLithnnatische  Auf« 
Sitt/,c  und  Bemerkungen,  Berlin  Ib'ilj.  Eine  bessere 
Ableitung  der  Gleichung  7)  aus  4)  folgt  in  Anmerkung  13. 

Von  nnn  an  können  verschiedene  Wege  eingeschlagen  werden. 


«.  Erfites  Verfahren. 
—  wy+»«+9iy^-f  9tyy«  (1) 
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—ml* 


[2«*-{-('r-j-n-9?)(S?-f  r-m)]  .  (9?-j-tt~/)»g 

«>•  •  •«  2(9+11-0 

Kach  dieser  Gleichung  kann  leicht  eine  Construction  aasgefUhrt 
mrdes.  (Ente  Constr.) 

fi.  Zweites  Verfahre a. 

Wird  von  der  Summe  dor  zweiten  und  drittcü  Gmodgleichnng 
die  erste  sabtrabirt,  so  erhalt  nmti: 
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'  m-f-tcn 

■  '  '  ~2(a-/)  L  2(1*-/)  9i^,^_„ 

v>      -  —  I  X 

|4.28l(t»-l)(8l+i0-ii) 

|-f-2»(«-/)(5K-f-/'— m) 


oder 


Ndh  ist 


—  ,/,-[-„) 
4-Ä(at>-|-i»ic-|-f  »r) 

+  /  »  W + TO»  W + f»  «  » 

— umn^vln — lolm 

«rtr 

-\~  l  rn  n 

ll«m+9«n  —  9I«<I  low 


daher  beben  sich  die  fünfte  ond  siebente  Reihe  gegenseitig  auf. 
Ferner  ist 

und 


Digitized  by  Google 


«(Im-l-jA+mii)  =  »54-«»»      (F.  357) 
IK«  VereinfacbuDg  ergiebt  also 

— (« ifin -f- 9  In -|- w 

Ferner 

wmn  SS  8t«iir^K*ii      (F.  199) 

also 
Also 

(K4-«,-m)(iR+ig-i») 

Y-  Brittos  Vorfahron. 
£s  werde  liier  ¥0q  Gleichaog  9)  ausgegaogen 

U) .  .  .  (ir4«-*/)'2fX'  -  [2/(«+i^)(«440-iO 

(Ü-i-tt-O  .  2IÄ«  -  [(tt+i-8e)(öi-j.t»-«)(«+,e_„) 

+2»«(3i-H;4-ii?— tt-j-Z—OT—ii)!}^^» 
(11+11-0  .  21«»  =r  [21ft(,-»-«»+/+«+n-«) 

-|-2  Ji  u+^-m  «y^c 
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12)  .  .  .  2Vy*  -  «  + 

JeUt  kMtt  mftn  doreh  Qleicboog  7)  ohne  Habe  GUicboog  8)  erhalten, 

3.  Viertes  Verfahren. 

Ebeneo 

subtrabirt 

(fi-l-i+«)V«|f  -  («-H-m)f-(ll+t»-/> 

Knn  ist 

2ÄVav -/«-te-my  (1) 

alio 

Alsu 

subtrabirt  erste  Glch. 

t»+m  — /  4"  ^(«* =  m(n-f  r  — /"Jy 

Nun  ist 

13)  .  .  .        »«*u  —  my  -  «»  =  «j  — —  «(m— 
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Die  dritte  Grandgleicliang  ist 

=  r43  —  «  w  -f  ö??i     (12)       ^  (y-}-  ?/^  -  n)« 

tt|/+2»  -  «— +  H  -  /)(«H-t»  ^ III) 

-  [2»{«+tt-0(«4»-»)+2«(«+w-«)*]» 

ADmerkling  4.  Von  Gleichung  13)  an  kann  mau  auch  fui* 
gentemassen  TerfUireni 

2/x -1-2!»  yiy  =  «(/•-f-tt  — tf) 

2te-  Ä(/'H-f»-r)-2«Vxy 
£ben80  _ 

2f»^  —  KCT+v— «)— SaVtry 
Ihm  —  ll>()-{->/t-fn) 


V«y+  ä  -  >^  4^  +  i»' 

1  /2  hin  -  2  «ät«7  1 »  TT 


4/- 


2y  a;^=s  9t+i0-ii 


Aoinorkong  5.  Die  Gleichung  12)  kann  auch  aas  7)  und  S) 
abgeleitet  werdea.  £8  isl  Dimlich  uacb  7): 

'  iii^u-l)^"^^' 

mit  8)  viTglicLcu  crgieht  sich: 

'  '  '  )  2>'ii-  «H-ir-n 

-  Jl+r-m 

Aoinnrltung  G.  Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  14)  lassen  sich 
DIU  noch  wieder  noii«  Olcicbangea  fflr  c,  i^,  z  finden. 
£«  iit 

2 *i  —  2^*4-2*  K  a-if  +  2Jt  y« — 231  Vy»  (ö) 

Also 

2ltf  -  2te+»(«+io-i»)  +  »(«+r 
St 

16)  .  .  •  «f  .  -  (^^m-l-ii— H-fu— v^w) 

Nach  dieser  Gleichong  Uist  sieb  loicbt  eine  Conslruelion 
(die  zweite)  ansfttbreo. 
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Um  AtiMsmc. 

Die  erste  dieser  QrandgleichoQgen  mit  die  zweite  mit  d 
mniüplicirt,  giebt: 

Die  CocffirifMitrn  in  dieser  Gleichung  sind  zwar  andere  als  die 
Coeflificuton  unter  3;,  aber  das  Veihültniss  derselben^  ist  in  beiden 
GleicliuDgeu  dasselbe,  und  der  weitere  Verlauf  dieser  Auflusung 
kann  also  mit  dem  Verlauf  der  II.  AoHösuiig  leicht  iu  Ueberein- 
srimmang  gebracht  werden.  Jedoch  wird  hier  davon  Abstand  gc- 
üumineu  aud  statt  dessen  ein  nudcrcr  Weg  eingeschlagen.  Werden 
na4-h  der  Aoalugie  noch  twci  andere  Gleichungen  wie  16)  gebildet, 
äo  hat  mau: 

17).»  .  / /*'«  v«+tw  V*  —  wyy4*««*y» 

\  <la  y  «-j-  icv      =  fw      -f-  UV  Vy 

Abs  der  ersten  und  dritton  Gleichaog  folgt 

t^d-f-w*  -")yy  =  v:{f'\-v-u)V3   (vergleiche  Anmericuug  2) 
Wird  diese  Gleichung  in  die  erste  Gruadgleichang 

gesetzt,  80  kommt 
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18) .  .  .  ^  Ebenio 

Wenn  in  dem  eingeklammerteii  Teile  des  l^eunen  dieser  leUten 
Gieicbung 

e  —  l  -^-n  und 
gotetst  wird,  so  kommt  fiftr  dioson  Teil 

—  2uviH-*^[(m+ii)(l+«)-  «^Kn+f)— 2rr(lm-|-;i»+mii) 

-fr''(/-j-m)-f2/m»i+f»(/»+2/m-fm-)H-/m(/+m)-|  3»j=^(/-|-m) 

—  4i<«H-4i2«(M+v)~2i<<2A+«)lt+2«»(ir-«i) 

—  4ÄÄM-4Ä«<M+r)-47««ir4.2Jlir(r-n)+2«V+/(2J?+«) 

—  [^«+2«-f  2r  -2('-|-2/"  -  u  H-39i'/4-  ii^  V 

wo  /.'  Umkri'isradius  ckb  Dreiecks,  dcssseu  Fusspunktdrpieck /^/'F  Ist. 
Für  die  erst©  Gleichung  in  18)  wird  der  Neiiucr  diesem  eben  go- 
fandencD  Keoner  lüinlicti,  deiuastih  geheu  die  üleicbuagoa  18)  Uber  iu 

/   he^if+v-^u)  

\  *  "  2i<««(2«+2r+2«-2«+.J+€+/) 

liv)    •      •  • 
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Diese  Aosdiücko  habco,  wie  mau  iu  gewisser  Beziehung  sageu 
kann,  cioe  schiefe  Gestalt;  um  hieraus  einen  rectificirten  Ausdruck 
?.ü  erhalten ,  der  mutmasslich  auch  von  einfacherer  Gestalt  sein 
\^ird,  könnte  mau  die  Gleichungiu  lü)  addiren.  Besser  wird  es  aber 
jedenfalls  sein,  sie  mit  einander  zu  multipliciron  und  dauu  die  For- 
meln 424',  425,  427  etc.  in's  Auge  zu  fassen.  Aber  hier  ist  nodi 
da  anderer  Weg  möglich;  am  bestes  ist  es  nämlicli,  für  »  eine 
Qleiebiuig  m  bilden,  die  blnsichtlieli  des  Nenners  mit  dem  Kenner 
der  zweiten  Qleichnng  ftir  9  fibereinstimmt,  nftmlieh 

mod  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  Gloicbnag  iu  19)  zn  moltipli* 
dren.  Es  icommt: 

•w»  "  ■- 

19 

n(iI--\-v  —  w)(e-\-u  —  w) 

2 

IKe  weitere  Entwicklung  wie  in  Anmerkaug  6. 

Anmerkung  7.  li-h  criuncro  mich  nicht  mehr,  ob  sich  eine  der 
Gleichungen  18)  bei  Crello  findet  (1Ö21),  die  weitere 
Entwicklung  findet  sich  aber  jedenfalls  nicht  bei  ihm. 


in»  Aaflttming. 

Nachdem  auf  il<  in  la  Auüösung  II.  gezeigten  Wege  die  Glei- 
cbang  3j  gefondcu  ist,  setze  man 

wr  SB  rfK — my— 291 V (erste  Gmudglcichang) 

nz  —     —     —  2«yj2  (zweite  Grdgl.) 

Also 
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21). .  .««-my— 2«vi;i=€»— -2«y*» 

Vm  -  (Gloichung  3)  in  Auflösung  II.) 

OKU  —  ÖCy 


-«««i.+«lt«©  +  «i>lf  +«w»f 

«w+fi  —  — («♦+'•) 

22)  .  .  .  (u+ir)l«+H-»)^+(«»+»)(«+»+»W 
— /»(iiiN-f-v2)»jKrfun-{-9tr/irA 

(4ü3)         — 9e<iM«-f  9frH* 

==  ^»(tt+Mr)(ti+v)+»taii+»vi»ii 

"f-ttumn— Stvln 
ii/n^mii  —  («-}-ü)[n(Z-|-w-(-»)  -'w(Ä+w)] 
«mn  —i  W(t'</'-|-9?w) 
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—  «(M+r)[(9e-|-»r)(i-hm  -  w)+i*0-f  m-f /O] 
— 9e(u+r)[(«-{-»r)Sll 

23).  .  .«v-|-m|fs9r{;+iM-|-n -tt'*«) 

Ebeuso 

iny-j-n«  — »  9t(2-{-m-f-n  — St  —  «t) 

FolgUcli 

2U  -f  2/rty  +  2m  =r  SS« (f  +  m  -f  n)  — o  -f-  ,r) 

Sie  —  9t(;+A+n)— 9i>-)-9{w— 8lf»— 9« 
9} 

AnmorkuDg  8.  Dio  dirccto  Ablcitang  d«r  GloicbaDg  jtS) 
bisher  vielleicht  noch  nicht  gelangen. 

IV«  Avfilkiwiir« 

(Üio  einfachste  nnd  beste}. 

Ans  der  ersten  Ornndgleichoug  folgt 

«T  T"  V^«  =  

quadratisch  behandelt 


24  David»:  JJttuth»  Äußkungnk  du  Mai/atH'tdiün  iVofr/caM. 
34) .  .  •  <£beii80 


aii8  der  zweiten  Grandgleichaog. 
Alto 


25)  .  .  .  -3i  Vy+ j/^'V^-  i'i^  -  [/'^  .  y«m  -Iii 
««(«+y-2 V^i^)  -  *  -  (mi»-»«)-f.  "  (iiv— Wy) 

O  11 


- —  ss/n— 8i"   —  mn  —  »" 

—  diie+il)n  -  (Irt  -  fli*>  —  (mn  -  9i»)y 

— 2«V[*«(l+m+»)n-SRn(te+m^)+  ««asrf 

dritte  Oxundgleieliiiiig: 

-8»y  [i).»(ZH-m4-«)»-(«n/W— .  flMV'^y)+di*r!/] 
— 2»<y«qr  —  M(a-hcl)n— fi(to+«ty) 

-2««y<i  -  K(«-H)»»-K&-l-»»y)— 2w-(«»+»y^) 

(2»«— 2Jitr)y  «l/  -  —  5H(«-H)n-j-»(/^4-m^)4-2ir« 
291ny^  SS  S9>h— n(te4-  my) 
Uie  dritte  Qrandgleicbaag  addirt: 
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Das  Weitere  wie  in  Anmerkung  6.,  oder,  indem  man  jetzt  ans  der 
dritten  GrundgteicbuDg  die  Gleichung  23)  bildet 

ß)   Die  Gleichung  26)  gestattet  auch  folgendes  Vorfahren: 


■B  lim— 


im  VW  iXudn 
—  . 


u 

Ebenso 


— 3iVy-i-^   Ä  nwy-{-Uhf 
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^*-["'    Yf  +^-,jvy 


T)!o  Coofricientoii  dieser  Gieicliuug  sinti  wi»*(lcr  ganz  andere  als 
dit  jciiigi  n  der  Gleichung  0)  und  in  Anrnerkun^^  2;  aber  ihr  Verhältniss 
ist  mit  dem  Vcihiiltuiss  der  Coeftioienten  in  Gleichung  7)  überoiu- 
stimmcnd,  und  es  wird  sieb  also  Gleichung  26)  auf  Gleichung  7) 
rcdieifeo  laesen,  wcno  man  diosen  Weg  weiter  vorfolgt 


(Der  vorigen  ftbniicb). 

Wild  von  der  Summe  der  ersten  und  zweiten  <Jniii«lLrK'ichuiig 
die  dritte  sablraliirt,  so  kommt,  (ähnlich  wie  in  Gleichung  9j): 

'  n  n 

qnadratitcb  bobandclt, 


.        -»(  V^«+ Vy)±  V  48<i*(n+yirjr)+WnH-yf2V^y 

27)  .  .  .  V  a  —  

Wird  die  erste  Grundgleichuug  nach  quadratisch  bohaudeit, 
80  Ifommt  (vcrgl.  lY); 


mn  —  öl*  —  -  y 


n 

Ebenso 


cmn  —  di-ex 

V«- 


iiddirt  uad  dann  dnrcli  2  dividirt: 
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M).  .  .  V.  ^  ZI  1  

Aus  27)  uad  28)  folgt 


I 


^/^  Velin»*—  «  WiMB—  ilt»<fam»y+«*<fa^  j 

fx^-     ==  f'H  —  2  )<  v>y  (dritte  Grundglcichuug) 
Mit  Irn  niultiplicirt 

^  Im 

Jnm  -  9iS(i4.m4.|,)  (F.  220)«  durch  91*  dividirt 

=  4*R(H4ii4^)(ii+y^)4^+?jnH-2l»>^ 


«1 


^  (i+«-H)(^^i»-  2»)+2 


(^fffl"|-n)9?to(»-|-yfliy 
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Wird  mit  »  mnlUpliciit  uud  durcJi  l'\-m-\-H  dividirt,  so  kommt 

—  n*+  ITH  —  («  4"  3' w)y  r^ 

V-r^  =-      r  " 


2>  y^  «  — n 


VI*  AvflAcmir* 

(Die  vou  Crullü  niit;;cteiltü  Auflösung  der  UeJacUurtj  eines 
frauzübjscüeu  Jouruals  etwas  vcräudert  und  zu  Kndo  gcliiürt.  — 
GcrgODUO  uud  LavoruMe,  IHIO,  1811.) 

Man  Bctzo :   y  ^^x 
und  t*x 

wodurch  die  3  Gnmdgleichmigen  folgoudo  Gestalt  gewinnen: 

=x(l    4-/«*» +  23?«) 
Die  erste  dieser  Grundgleichnngen  giobt 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  andern  beiden  Gleichnogen  ein,  so 
koffimt: 
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Die  ente  Gleiehaog  wird  mit  Im,  die  zweite  mit  I«  maltiplidrt 
Et  kommt 

dmM*  -  -  [«l+*»+«(l+m+»)]  KM 


ii*(m,  -{-  3i  t)  Ä        9i0.  Ebenso 

Aus  der  ersten  Gleichung  ioigt 

öZ— (»— tr)gff< 


um 


dies  iu  die  zweite  Git-iciiuug  gesetzt,  giebt 


«mt  Um/ 


also 


34).  . 
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30       David*:  I>r0iMjm  Aif/Hkuitgtm  du  Äiat/mth'scken  ProbUm*, 

30).  .  .  <  -»«-'<'/■[,>  '^■^"Tr"-.!' 


Daher  ist 


...  3*   [./_(„_„)(„_,.)JS      _  _ 

Bis  hierher  dif  Itcdactfuro  Gortionne  und  Laveru»}tl(\  I)i('se 
Gleichung?  knnn  nuu  auf  diu  bekaaute  Gleichung  iu  Aumerkung 
G)  reUucirt  wcrdoo,  £s  kommt: 

37).   .   .  X  =  jj^[i4-m4-;»  — (K-f  r-f/c  -  u)] 

Aumerkung  0.  Die  vorsti  lieiHie  .Auflösung  kürzt  die  von 
Crellü  init<j:f*teilte  Autlostin;;  der  genannten  Ucdiutmire 
ziemlich  west  iitlich  ab  uud  luhrt  sie  /u  linde.  i»ie  Uri- 
ginal-AuHösung  ist  solir  niangeihaft,  teils,  weil  mau  darin 
dio  Symmelric  un<l  Eleganz  vermisst,  imli  ni  die  Auf- 
lösung sieh  iu  sclnef^»esinltij.»en  Ansdi  ikkcu  bewegt  und 
diego  dio  Auffa855uiig  (kr  aualogeu  IJtzichungcu  cr- 
schwcTLU,  teils,  well  aic  uu  ujuiöligcr  Wcit&ehwciügkeit 
Icidctf  uud  eudlich,  ^veil  iu  Gleichung  3ti)  noch  der 
eigentliche  Scblnss  fehlt. 

An  merkong  10.  Ans  den  beiden  Gleichungen  31)  Icönncn 
aach  die  Gleichungen  5),  sowie  auch  die  in  Anmerknng  2. 
enthaltenen  Gleichungen  hergeleitet  werden  ^  nttralich 


II  "~  w 


(31) 


•(iwT'— wnU-f"«"^)  uioK-f-tti'«)  (5) 
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Dflssdbo  Resultat  erhält  man  aach  sehr  leicht  aas  den 
QleichangeD  38),  denn  <V  «'^ 

Anmerkung  11.  Adams  boscliiUtigt  sich  in  seinem  „Malfatti- 
srlirn  Problem'"*,  Wiiitertbur  1846,  auch  mit  der  Re- 
duction  der  Gh  ichung  30).  Diosclbü  ist  ilim  nicht  voll- 
ständig gclungeu,  indem  er  nicht  die  Malfatti'scbea, 
soudcrn  nur  ahnlicbe  Ausdruolio  erhält,  nämlich 

Hinsichtlich  der  Grösse  9^,  bedarf  es  hier  einer  £r* 
klärnng;  dieselbe  hat  folgende  Bedeutung.  Adams  spricht 
Ton  einem  Kreise,  dor  dem  Dreieck  DEF^  Fig.  5  und 
C,  cingescbnelKMi  ist  und  in  diesen  Figuren  zum  Ra- 
dius hat  (hui  ihm  =  r),  und  ausserdem  von  3  anderen 
das  Dreieck  JJKF  auswärts  tangin'udcu  Kreisen.  Die 
Mittelpunkte  dieser  Kreise  stimmen  in  Figur  6  mit  den 
Eckpunkten  des  L»reiccks  AJf(f  überein.  Der  von  A  aus 
zu  beschreibende  Kreis  berührt  die  Seite  d  unmittelbar, 
von  e  und/"  aber  deren  Verlangeruiiyou.  Jede  Seite  des 
Dreiecks  DKF  berührt  al^o  -  den  iuueren  Kreis  mit- 
gerechnet —  im  üruudc  4  Kreise,  und  mau  sieht  leicht, 
dass  A%  Z^,  Cd  PolcuzUuicu  der  üusscreu  Kreise 
Bind.  Von  dem  Dreieck  äßO  denkt  Adams  sich  nun 
wieder  4  berflbrcnde  Kreise;  den  Radius  des  inneren  be* 
seichnet  er  mit  Ü  (in  Fig.  6  mit  r  flbereinstimmeud), 
nnd  die  Radien  der  auswfirta  berührenden  Kreise  mit 
9tj,  9tj.  £9  joa^s  nan  noch  bemerkt  worden,  dass 
bei  Adams  2H  in  Figur  6  ^  JZ,  und  dass  9ti  «  2JI+ 
r^m  in  Ftg  6  iüt. 

Zweites  Verfahren. 

Kill  anderer  Gang  in  der  Vf.  Auflösung  ist  folgender.  Wenn 
dio  zweit«'  i.  hung  in  2üj  mit  /  und  Uio  3tc  mit  t  mnltiplicirt 
wird,  so  ergiebt  sich; 
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88).  .  ./^+/»a«+23?/J  —  «i-i-ejwi^-f  2»et 

ußf     V* — e 
n  m 

mnltipUcirt 

— - — \-w*ft'-f'  •=  t?V  -^v^e^s^-f-  

Naa  ist 


Werden  hieraus  <  und  «  wieder  entllriit»  (^t  «*|/^,  »  =  i^O' 

erh&lt  man  die  Gleicbangen  4),  und  man  kann  dann  die  Entwickinng 
fortaetzen. 

Anmerkung  12.  Aus  der  Zusammenstellung  der  Gleichung 
39)  mit  der  eratea  GMebvag  Toa  31)  gehen  ftknliehe 
Gleiciinngen  wie  die  in  Anmerkung  3.  enthaltenen  hervor. 

«m»  —  ^p^vnt—fw    (39)    WM  —  ttvt+rl-^dxnt  (31) 
tuemt  —  timl-|- j  uv — Änw       «trnur  —  vu^rj^^wci — ^  uwt 
um     91  ip/  tnH  «  WihI 


40).  .  . 


u{(l  -j-  tr  —  t') 


$  — 


M(r/  -f-  V  —  «?) 
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Wenn  man  aber  beide  Gleicbaogeii  in  31)  addirt,  und  zwar  so: 

{$tw+um)»+mfU+u>t  —  (»ti+iifi)l4-9{tii+«l 
vml»+$twl  ^  M+9vl  (39)  anbtr. 

(F.  201) 

(—  »tt4-  «»  — —  (  -  »K+fin— iw)« 

41)  .  .  .  (9i+»^m)«=s(9l+t9--«)< 

flo  gebt  daraiiA,  (indem  man  89)  za  Hfilfe  nimmt),  die  Gleiehnng  7) 
Imtv«^;  denn  man  brancht  in  41)  für  «  and  i  nnr  die  ttrsprangUchen 
Ansdracke  wieder  herzoBtellen.  Es  Icommt: 

42)  .  .  .(jR+»-«)Vy  =  (^+w— n)V«  — (a+tt— 1)1/« 

Aas  einer  Vergleichang  der  Wcgo,  die  za  den  Resultaten  40) 
nnd  41)  fiUirteD,  ersiekt  man,  wie  notwendig  es  ist,  wenn  man  ein- 
&€lie  Beeoltate  erhalten  will,  dass  die  Entwicklung  sich  in  sym- 
metrischen  Ausdrucken  bewegt  Es  gilt  dies  überhaupt  von  der  ganzen 
Bekjndlnng  des  Problems 

Anmerkang  13.  Aus  der  vorigen  Anmerkung  gebt  ferner 
leicht  hervor,  dass  die  wichtige  Gleichnng  7)  (oder  43)) 
sich  ans  4)  auch  noch  auf  eine  andere  und  zwar  bessere 
Art  als  es  in  Auflösung  II.  geschah,  ableiten  i&sst  Man 
kann  n&mlich  in  Gleichung  4) 

•»(wVyH-ÖiVa)  =  v(lVx-\-  81  Vs) 

to<iV«+iKVy)  =  i*(»V«+«Vy) 

die  erste  und  dritte  Gleichung  mit  5)?,  die  zweite  aber 
mit  /  muliipliciren  und  dann  alle  3  Gleichungen  ad* 
diren.   Man  erhält: 
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^  w  _  n) V«  —  (91 + ^ 

Die  übrig««  9  L0««08«n  f«l8en  «pta. 
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ÜL 

Ueber  die  Verspätung  des  Flntiiiaxinuniia 
inbezug  auf  die  Culmiaatiuu  des  Mondes. 

Voa 

C.  Benz. 


Bezeichnet  man  nnter  der  AnDahme  der  Aequatorstellung  des 
Mondes  die  Entfcrnunt^  desselben  vom  Mittelpunkte  der  Erde  mit 

/,  und  ist  a  ein  Punkt  des  Aefjuators  der  letzteren,  cp  der  von  dem 
7Q  a  jrehOrifzeii  Krdradius  r  und  /  ehi^^escldossenc  Winkel,  y  die  An- 
iiehuogskraft  des  Mondes  in  der  Kutfemun;,'  1  ,  so  ist  die  Compo- 
nente  der  BoschlcuriiguQg  in  der  UichLuug  der  Rotation  des  Pnuktes 
iiii  ersten  Quadranten  westlich  vom  Culminationsmeridian  für  diesen 
Punkt 

Da  =  rdcpf  üQ  cigiebt  sich,  weuu  luau  mit  dx  multiplicirt  und 
dann  iutegrirt 

WO  p  die  Goschwindigkeit  und  0  die  Integrationseonstante  bezeichnet 

Für  einen  Punkt  des  Acquators  bclrügt  die  Geschwindigkeit 
iSDähernd  469  m,  dieser  Wort  gilt  für 

TC 

demoacli  ist  fOr  c  der  Wert 

3» 
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469«  y 

üntor  Berfiekaichtigaiig  dieset  Wertes  gebt  Gleidi.  S),  wenn 
mao  die  bohorea  Potenzen  von  ^  Ternacbl&ssigt,  da  dieser  Brocb 

etwa  =  ^  iBt,  aber  in 
Hienun  folgt: 

9  8 

da  y  «mSbenid     m  flkr  r     1  iat 

Em  lei  ferner  Jf  die  Wassermasae  von  der  Lange  des  Qtta- 
draaten,  der  Breite  1  and  der  Tiefe  «,  dann  ist  ein  onendlich  kleiner 
Teil  dieser  Hasse  tob  dfliaelben  Breite  und  Tiefe 

Mrdq>  Mdtp 

Da  •  ein  kleiner  Bradi  ist,  so  kann  man  die  Botationsgeschwindig- 
keit  am  Grunde  und  uu  der  Obertlächo  von  M  anoälicrud  als  gleicb 

auuuhmcn.  Multiplicirt  mau  nun  Gl.  3)  mit  n      nnd  iategrirt 

S 

iwiseben  den  Grensea 

^  M  0  uid  9  ^ 

so  erbiUt  man  als  Bewegnngsgrösse  fOr  diesen  Qoadranten 

(3.98  \ 

Die  obere  Orense 

n 

♦-2 

ist  nur  annähernd  genommen ;  gsnaoor  ist  sie 

-  89*  30' 

da  9  als  Winkel  an  der  Basis  eines  glciclischenkligen  Dreiecks  zu 
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b  ftimmcn  i9t,  deuea  Scbenkel  jeder  —  i  Bad  deaseo  Biiis 
r^cos^,  also 

weil  in  diesem  Falle  die  AnziehoDg  des  Mondes  auf  den  Fimkt  « 
ud  den  Mittelpaakt  der  Erde  gleieli  stark  ist 

FOr  den  arsten  Quadranten  astUch  vom  CnlminaÜOfiiaieridian 
crbilt  man  anf  Ihnlielie  Welse 

( 3    98  \ 

Ana  Gl  4)  nnd  6)  eigiett  sieh  annihemd 

Bei  Oleichheit  der  Bewegangagrl^ssen  mms  also  anf  dem  Öst- 
lielien  Qoedranten  eioe  grössere  Wassermasse  vorbanden  sein  als 
anf  dem  westlichen,  das  Flntmaztmnm  mnss  sich  demnach  nach 
Osten  Tom  Cnlminationsmeridiaa  venehieben. 

• 

Kimmt  »an  den  Aequatorialdorchscbnitt  der  Erde  unter  Be- 
rtdtsicbtiguDg  der  Flnt  als  eine  Ellipse  mil  den  halben  Aebsen  r 
«nd  r-f-tf  ao,  wo  tf  die  HObe  der  Flnt  beieiebnet»  nnd  beielcbnet 
WMn  femer  den  Winkel  der  Yerschiebnng  des  Flntmazimnras  mit  %, 
so  erbftlt  man  annAhemd  als  Fliebennatersebied  des  Kreis-  nnd  des 
dazn  gehörigen  Teiles  des  EUipsenqnadnnten 


i«^{^+x)'  aadsrerselts  k(|-z) 

also  eine  Bifferens  Ton  a^;  Ar  den  Znstand  der  Oleichheit  der  Be- 
wegangsgrOssen  mnss  demnaeh  annAhemd 

sein,  hieraus  ergiebt  sich 

^  *      2  .  80  .  60»  .  469«  *  o  '  2 

» 

Far  kann  man  annihemd  ^  seUeu.  Unter  Berflcksicb- 
ügung  dieses  Wertes  gebt  Olelchnog  7)  Aber  in 
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Btnti  (Jtbvr  du  Vtnpätuag  dt»  Flutmaxantmt  ttc. 


8)    3t  -  f^469^  •  ^     1^»^"        ^  Zeit  =  0,7  See 

Wegen  Lage  und  Gestalt  der  Contiaente  ranss  aber  diese  Zeit 
vergrössort  werden.  An  Jen  Westkflsteu  derselben  f<;hlt  der  Gogen- 
dmek  in  ost-wcstlichcr  Richtnng,  an  den  Ostküsten  in  west-dstlichcr, 
sodass  sicli  hier  das  Wa  ^^r  r  besonders  hoch  stauen  mnss,  da  die 
Küsten  ihre  Rotationsgeschwindigkeit  behalten ^  das  Wasser  auch 
nicht  plützliiii,  (Um  vrrfiiulerten  Drucke  cutsprecheud,  in  der  Iler- 
stellnug  des  Gleicbgowichts  folgen  kauu. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  aneh  fOr  den  entgegengesetzten 
Meridian  eine  Verspätung  des  Flntmaximums  ableiten,  da  in  den 
beiden  anderen  Quadranten  der  Mittelpunkt  der  Erde  stärker  an- 
gezogen wird  als  ein  Punkt  der  Peripherie. 

Eine  Verzögerung  der  Rotali<iiiSLM -.rlm  iii<l!«j;koit  der  Erde  kann 
aber  durch  die  Verspätung  des  !•  lutnuiximuiui»  uicht  herbeigeführt 
werden,  da  die  Flutuiust^icu  wieder  zurückströmen  müssen. 

Gleichung  8)  mnss  anch  annähernd  fOr  die  Atmosphäre  gelten, 
wenn  sich  anch  wegen  anderer  Einflflsse  und  Ursachen  die  Ver- 
schiebung schwer  durch  Beobachtung  wird  nachweissen  lassen. 
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IV. 

TJntersuchnngen  über  die  Attraction  zweier 

homogenen  Körper. 

Von 

Emil  LMenthal. 


lu  seiner  iu:iuv,niral-Di9S(  rtatiou  beschäftigte  sich  Verfasser  mit 
der  Attraction,  weiche  erstons  zwei  homogene  Polyeder  und  zweitens 
ein  homogenes  Polyeder  und  ein  hoDiopcues  dreiaxigcs  EUipsoid 
auf  einander  aasüben.  Im  Machstehendeu  luügc  liuu  der  erste  Teil 
tasführlidier  mitgeteilt  werden,  während  der  zweite  nur  kurz  er- 
wlhfit  werden  soll. 

Es  mögen  dio  Massen  zweier  unveränderlicher  Systeme  w ,  m' 
80  auf  einander  Nvirkeu,  dass  jeder  Punkt  J'  des  ersten  Systems  anf 
jeden  Punkt  des  zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  des 
zweiten  Systems  auf  jeden  Puukt  P  des  ersten  nach  dem  Nowtou- 
schen  Attractionsgesetze  wirkt.  Es  werden  sich  dann  bamilicho 
Attractionskräfte  im  Gleichgewicht  halten,  wenn  mau  das  System 
aUiT  macht.  Isach  den  Gesetzen  der  Statik  rcdnciron  sich  die  an 
den  Punkten  P  wirkeudeu  Krällu  iür  cineu  btliebigen  Punkt  des 
Baumes  auf  eine  Besaltante  Ji  und  ein  Kräftepar  H.  FUr  doDselben 
Paukt  rediidrea  Bich  aach  die  an  den  Ponkten  P*  wirkenden  Kräfte 
ittf  eine  Resnltente  Ji'  und  ein  Krftftepar  H\  die  B  and  H  an 
Grösse  gleick,  dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt  sind.  Wir 
wollen  nnn  diesen  Redactionspnnkt  znm  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  machen  und  die  Besoltaote  B  md  das  resnlti- 
lendo  Par  B  aller  an  m  angreifenden  Krifte  in  die  Componenten 
X,  y,  Z  nnd  L,  N  nach  den  Azen  zerlegen.  Es  ist  dann,  wenn 
wir  die  Knft,  mit  der  sich  2  Massenoinheiten  in  der  Einlioit  der 
EotfcrnaDg  anziehen»  der  Einfachheit  wogen  gleich  der  Einheit 
setzen: 
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r  bcdentet  dariu  den  Abstand  der  unbestimmten  Elpmento  «/m,  (lm\ 
deren  Coordinaten  xijs,  x'y'z'  seien,  und  vüu  Jiü  Intogratioucu  ist 
die  eino  über  dio  andere  Ober  m'  auszudehnen.  Diese  Grössen 
jr,  F,  Z\  3/,  JN  lassen  sich  nun  durch  die  Differeutialquoticuten 
Fnnction 

aasdrückoo,  welche  daher  das  Potential  der  Massen  m,  m'  anf 
n  in  an  der  genannt  wird.  Krteilen  wir  nftmlieh  dem  System  m, 
dessen  Attractionskräfto  wir  reduciren  wollen,  eine  virtuelle  Ver- 
rttckun^,  welche  in  die  Verschiebungen  vidi]cl  i)arallel  den  Aieu 
and  in  dio  Kotationen  von  den  Amplitml'it  cö,  co\  oq"  um  dio  Coor- 
dinateuaxeu  zerlegt  werden  kann,  so  liefert  das  Princip  der  virtu- 
ellen Geschwindigkeiten  als  Bedingung;  für  das  Gleichgewicht  zwischen 
deu  AttractioüsiiraUoü  und  — JC,  —1",  — iJ,  — X.,  —-3/,  — iV 

Legen  wir  dann  durch  eioen  beliebigen  Paukt  ($,  %  dee  Systems 
m  ein  mit  diesem  fest  verbandenes  Coordinatensystem  «,  «,  i9,  dessen 
Axen  der  Lage  nach  dorch  dio  3  Euler'scheu  Coordinaten  t^,  ip 
gegeben  sein  mögen,  so  wird  V  eine  Function  voe  |,  9,  l\  9,  ^,  ^. 
^  retp.  9  sei  dabei  der  Winkel,  deu  die  Schnittlinie  der  uv-  und 
iry-Ebcne  mit  der  «-  resp.  w-Axo  bildet,  und  &  sei  der  Winkel  der 
«-  und  f'--Axe.  Geben  wir  znnächst  dem  System  m  nach  and  nach 
YerscliiebaDgen  parallel  dea  Coordioateuaxeu,  so  folgt 

ar  dv  dv 

^""a^'        a»/  ^"a^;" 

Erteilen  wir  forner  dem  System  m  nach  und  nach  3  Rotationen  am 
die  Coondinatenaxon,  so  erhalten  wir,  da  sich  i^,  1/^,  0,  9  ftn- 
dern  werden: 

SF   srai    ara^    ara|   aj^at/;    ara^  a^ 
3a   äg      8^  öa   at  äa      0*      ao   89»  a« 
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00'""  öS  8o'  +  69  80'  +  8i;  8V     öi|i  öa'  +  8^  80' 

8r  8g> 
+  5^  8tf' 

^  "  80*  "~  8$  8V'  +  8    8ff"     8g  8a"  +  8^  80"     8^  80" 

araqj 

"f"  89?  8  ö" 

iüehn  köanoa  wir  zunAchst  wieder 

87   ^  aF    ^  „ 

aeUeo.  Die  Grösaen       ?|^*       n,  8.  w.  findet  man  darch  die  Be- 

AerkaDg,  dtts  bier  eine  panUel  der  |f»-Ebene  gerichtete  Translation 

TOD  der  BrOeie  VV^^  r^()<7,  in  die  YerseliiebuDgca 

d|=sa,  817  «{dtf  nud  d£:a:9dtf 
sa  seriegeil  ist;  es  ist  also: 

Ganz  ebenso  finden  wir  die  .der  Rotationsamplitndo  resp. 
8«*  nm  die  Axe  parallel  der  resp.  «-Axe  entsprechenden  Werte 
▼on      di|,  de. 

Die  Grössen 

8i»^  8^  89  8^  8^  8<p  8t;^  Bd"  8^ 
Sa»  5flr'  8«*  5tf"  a*''  ^»   8e^'  a«"»  ae" 

ergeben  sich  mit  Hfllfe  dos  Satzes  vom  Parallepipeü  der  Rotationen 
TOD  aneodlich  kleinen  Amplitaden.  Denken  wir  uns  80,  8a',  so 
asf  die  Axen  abgetragen,  dass  eine  Amplitado,  die  einer  Drehung 
im  positiven  oder  negativen  Sinne  entspricht,  die  Richtung  der  be- 
treffenden positiven  oder  negativen  Axe  hat,  und  projicircu  diese 
Amplituden  auf  die  beweglichen  Coordinatcuaxen  der  m,  so  er- 
halten wir  Rotationen ,  welche  die  früheren  ersetzen.  Mit  Hülfe 
der  3  bekannten  Gleichungen  aus  der  Mechanik,  welche  die  Be- 
ziehoDgen  zwischen  den  Amplituden  um  die  beweglichen  Axen  und 
den  Differentialen  84/.  8^,  89»,  aubdrücken,  gewiunen  wir  die  drei 
Gleichungen: 
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a)  8(r(co89COB^— sin9>8fii^C08d)H- 
dtf '  <8iD  cos  ^  COB  ^ + sin  ^  cos  9») + 
dtf^  810  9  8in^  =  CO8  9  8^ + Bin  9  sin^ 

b)  CO  (—  sin  V  cos  q>  cos  i'^  —  sin  (j^  cos  v^) 
Sö'(co8g)C08^co8^ —  sinqpsinv)4- 
d<i"8iD<^C089  ^  —  81119 d^-|~C0898iA^dyr 

Wir  finden  hioraua  darch  Anfidsnng  nach  d^,  9^  and  d^: 

dqp  Bin  ^  —  9tf  Bin      d«'  cos  tf* 

ö^sin^  —  0o"8m^— 3tf8iniJ»co8i'>-l-8a'co8^cos* 

Wenn  wir  also  dem  System  m  drei  Dotationen  von  den  Ampli. 
tnd  cn  da,  dtf*,  erteilen,  so  ftodcrn  sich  9  nnd  ^  um  Grossen, 
welche  durch  diese  Gleichnngen  gegeben  sind.  Daraus  folgt: 

d&  6qp     sini^    dtp  sintpcosO 

j^-costp,   

3^  cos_$    9if     cos  »cos» 

g^i-sint,  ätf-^^slnd'  5?""  sin* 

?^^o    ^^-0  ^"-1 

Uierdurcli  sind  X,  3/,  iV  vollständig  bestimmt,  wenn  wir 

*dmdm' 


-ff- 


r 


als  Function  von  1^,  t^,  qp,  4,  »;»    dargestellt  haben. 

Aus  unseren  Untersochnngen  geht  also  hervor,  dass  znr  Be- 
stimmung der  Attraction  der  Massen  m,  m'  die  Kenntoiss  der 
Function 

allein  genügt  und  dass  wir  un^  d:iH  System  m'  fest  denken  können, 
wenn  os  sich  nm  die  Bestimmung  der  Attraction  handelt,  welche 
das  System  1»  io  der  Lage,  die  os  gerade  eiuuimmt,  von  dem  System 
m'  erfährt. 
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Bevor  ich.  nun  dazu  ühorgchc,  jono  Function  V  für  tleu  Fall 
der  Ättraction  zweier  honiogeucu  Polyeder  zu  berechneo,  wordo  ich, 
nm  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  zu  untcrbrechon,  die  S&tzo, 
auf  welche  ich  mich  berufen  habe,  Torausschickeu. 

1. 

Wenn  die  Fanetionea  Ji,  von  «,  y,  »  im  Lroern  eines 
bestinunten  Baumes  endlich  und  stetig  sind,  so  gilt  die  Gleicbnog 

/yy  ff? +1? 

COS  (»I,  *) + Ff  COS  (n,  y) + -^3  COS  (n,  do 

WO  linker  Uand  Aber  diesen  bestimmten  Raum  und  rechter  Hand 
Aber  dessen  gesamte  Oberflttche,  dessen  uDbestiuimtos  Element  durch 
do  bezeichnet  werden  möge,  zu  integairen  ist.  (h,  x),  («,  und  (n, 
a)  sind  die  Winkel,  welche  die  anf  dem  Elemente  do  nach  dem 
Aensscm  des  Körpers  gezogene  Normale  mit  den  positiven  Axcn 
eiuschliesst. 

2. 

Bedeutet  (pig)  irgend  eine  Function  der  Eutfernung  q  des  Kie- 
meutes tlo  einer  cbcuen  Flache  von  einem  in  dieser  f]bene  aber 
ausserhalb  der  gcschJosseacu  cbcuen  Fläche  gelegenen  Paukt,  so 
besteht,  wenn  man 

setzt,  die  Gleichnng 

wo  links  Aber  die  geschlosscuo  Fläche  und  rechts  über  den  Umfang 
derselben  zu  integriren  ist;  d»  ist  ein  nnbestimmtos  Element  der 
Begreuzung,  q  dessen  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte  und  vi 
ist  der  Winkel,  den  die  auf  dem  Elemente  ds  nach  dem  Aenssem 

dieser  Fläche  errichteto  Normale  v  mit  dem  von  dem  angezogenen 
Punkte  nach  tU  gezogenen  fiadiusvector  ^  einscbliesst.  Liegt  der 
Paukt  aber  innerhalb  der  geschlossenen  ebenen  Fläche,  so  ist  zu 
dem  Integral  auf  der  rechten  Seite  noch  der  Beitrag:  — ') 
hiuzazufügeu. 


1)  C/r.  MertcDi,  Bettiniinang  des  Potentials  c'nc«  bomoj^cncn  rui/tsdcrs. 
(Crelic'a  Jooro.  Bd.  •»  |».  ISS), 
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8. 

Aus  der  Gleichung 
folgt  durch  Differentiation 


Bestlnnwir  fles  Potentfolt  iwetor  bonoyeHer  Polx«4er 

Die  constanto  Dichtigkeit  beider  Kurper  werde  ich  der  Einfach- 
heit vtogcn  der  Einheit  gleichsetzen,  da  von  der  Einheit  verschiedene 
Dichtigkeiten  nur  eiucu  constanten  Factor  iuvolvircu  würden.  Den 
Anfang  des  ahsolnten  Coordinatensyatenis  k'go  ich,  wie  schon  ohen 
LeuiLikt  ist,  in  dcu  licductionspuukt,  für  welchen  die  Aitratious- 
kräfto  von  m  rcducirt  werden  sollen.  Das  Polyeder  m  resp.  m' 
mOge  »  rcöp.  n*  Sdtonfiächco  besitzen.  Ich  werde  sie  dadonsh  be- 
zeicbneo»  daes  ich  jeder  derselbeo  eine  der  Zahleo  aus  der  Beihe 
3 ,  2,  3  •  .  .  fi  resp.  1',  2\  3' .  .  .  n\  wo  natfirlich  im  all^meinea 
f>  von  verschieden  sein  wird,  als  Index  beifQge.  Das  Polyeder  m 
ist  also  begrenzt  von  den  Flftchen  1,  2 .  .  n  nnd  das  System  m' 
von  den  Flftchen  1',  2' .  .  .  n\  Allgemein  werde  ich  eine  Flftche 
des  Systems  m  rosp.  m'  durch  t  resp.  t '  bezeichnen ,  so  dass  also  I 
resp.  i'  eine  Zahl  aus  der  lieihc  1,2.  .  n  resp.  1',  2' «  .  .  n'  dar- 
stellt. Die  Coordinaten  eines  Ponktes  der  Seite  t  resp.  i";  will  ich 
^it  Vit  "i  resp.  tji\  nennen  und  die  Oleichnngen  dieser  Seiten 
seien  in  der  Normalform  gegeben  durch 

so  dass  die  B,  C  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  vom 
Cuurdinatenanfang  auf  die  betreffende  Seite  gefällte  Senkrechte  von 
der  Länge  D  mit  den  positiven  Richtungen  der  Axen  einschliesst. 
doi  resp.  (fot'  sei  ein  unhpstimmtos  Element  der  Seite  »  resp.  »'. 
Teile  ich  nun.  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  das  System  der  Massen 
m,  m'  durch  Ebenen  parallel  den  Coordinatencbenen  in  Elemente 
tix  .  <hi  .  'f; ;  (h'  .  fly'  .  dz',  SU  ifet  wegen  der  gleich  der  Einheit  au- 
geuommenen  Dichtigkeit  beider  Systeme 

dm  »  <2»  .  dy  .  <2s   nnd   dm'  ^  dxf  ,  djf'  .  d»' 

Da  der  Abstand  >*  der  Elcmcuto  dm^  dm'  ausgedruckt  wird  durch 
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so  eniebt  sieii  fOr  V  der  Ausdnick 


den  wir  auch  anter  der  Form 

tcbreiben  können,  nnd  der  mit  Klicksicht  aaf  den  Satz  3)  flbeigeht  in 

Die  Anwendung  des  Satzes  1)  liefert  dann  fttr  das  Ober  ans- 
Kndehneode  Integral  ein  über  die  Oberfläche  von  m*  zu  erstrecken- 
des, das  wir  in  eine  Summe  von  Integralen  zerlegen,  von  denen 
sich  jedes  nur  auf  eine  einzeine  Polyederfläche  bezieht  Wir  er- 
halten aiso 

-  \  {<SSS*'  *       '  1^ + *'  ä=+ £ ) 

wo  moftehit  aber  die  SeitenflBche  i'  an  int^gHren  and  darauf  nach 
^  Yon  1' .  . «»'  Aber  alle  Seiten  t'  zn  snmmiren  ist  Ben  dnxch  die 
Gleichongen  der  betreffenden  Ebenen  gegebenen  Qrdssen  A^B^ 
haben  wir  in  diesem  Ansdmck  ihr  7  ihre  Yoneichen  m  lassen  oder 
ihnen  die  entgegengesetsten  zu  geben,  je  nachdem  die  Tom  Goordi- 
Dalenanlhng  anf  die  Seite  t'  gefällte  Senkrechte  die  Richtung  der 
TOQ  dem  Elemente  do^  nach  dem  Acnssern  oder  Innern  des  Körpers 
gesogenen  Konnato  hat  Dnrch  Umkehrong  der  Integrationsordnnng 
erhalten  wir,  wenn  wir  benataen,  dass 

8r  8r      ar  ?r  Sr 


ist,  und  dass  die  A^B^Cx  als  constante  Grossen  vor  das  Integral- 
neidimi  treten  kOnnen: 

+ ff fff  3 
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Kino  nochmalige  Aaweoduog  dos  Satzofi  1)  aul  die  OleicUang 
liefert : 


wo  zTit)i1t'hst  über  die  Soitc  /  zu  intoKrircn  und  darauf  die  Snmma- 
tion  dieser  Integralausdrücke  ühiT  allo  Seiten  i  zu  erstrockeu  ist. 
Die  Bustiuimuug  des  Vorzeichens  der  Grössen  yl,,  i/,,  C|  ist  aualog 
von  C,'.    BiTücksichtigen  wir  noch,  dass  {A,' A,^-\- B^'B^-^- 

C,'(\)  abgesehen  vom  Vorzeichen  gleich  dem  Cusiuus  iles  Neiguugs- 
^vlukels  der  Ebenen  »  und  «'  ist,  den  wir  mit  (Z,  »')  bezeichnen 
wollen,  80  können  wir  V  die  kürzere  Form  geben 


wenn  f«  nach  dem  Obigen  die  Werte  +1^  oder  —1  annimmt 

Wir  haben  hierdurch  V  ausgedruckt  durch  eine  Suite  von  n .  n' 

vierfachen  Integralen  Yon  der  allgemeinen  Form  f/ff* ^V**^!***« 

bei  denen  sich  die  Integrationen  Ober  die  Folyederflächen  i  und  i* 
erstrecken.  Um  dieses  Yierfacfae  Integral  weiter  zn  behandeln,  wollen 

wir  znn&chst  das  Doppelintogral  J^J^ doiv  ins  Auge  fassen  nnd  das- 
selbe aar  Abkflrznng  U  nennen.  FftUen  wir  nnn  von  dem  Elemente 
doi'  anf  die  Ebene  t  das  Lot  j>| ,  dessen  Fnsspankt  von  dem 
Elemente  do^  am  die  Strecke     entfernt  sein  möge,  so  ist 

also 


Bei  Anwendung  dos  Satzes  2)  auf  diesen  Ansdmck  erhalten  wir 
also  für  den  Fall,  dass  der  Fnsspnnkt  Ni  ansserhalb  der  Polyede^ 
flftche  i  Uegt: 


—  cos  VQ  ds 


WO  über  die  durch  eine  Reihe  von  Kanten  gebildete  Begrenzung 
dieser  Fi&che  za  integriren  ist.  Wenn  AV  dagegen  innerhalb  der 

Flftche  { liegt»  so  ist  anf  der  rechten  Seite  noch  — ^pi*  hinzuzu- 
fügen. £s  mOgo  nun  allgemein  unter  k  eine  von  den  Ebenen  vor- 
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standün  werden,  die  mit  der  Ebene  i  ciue  Kante  bildet,  die  wir  kurz 
die  Kante  der  Ebene»  /  und  l  nennen  wollen.  Bezeichnet  dann 
tlfijc  ein  Elemeiil  der  Kaute  von  i  und  ^•,  Qi,k  dessen  Entfernnug 
TOQ  dem  Punkte  Ai,  so  erhelteu  wir  also: 

U^^ZJ  LW.  TP^*J.^3(y^^  ^^^^ 

wo  aaeli  k  «ber  alle  Kaoten  der  Sdteiifltclie  i  zu  int^ren  ist 
Fillen  wir  mm  von  dem  Punkte  auf  die  Kante  tob  •  and  h  das 
Lot  IiiN4,k,  das  mit  q^jt  besdehoet  werden  möge,  so  wird 


C08(V.- 4,  Qi,k)  -  — 

WO  wir  dem  q,,k  das  positive  oder  negative  Vorzoichen  m  trobcn 
haben,  je  nachdem  AV  auf  der  innern  oder  äussern  Seite  der  Kante 
der  Sfitenllächen  /  und  Ic  liegt-  Werden  die  «  von  dorn  Fusspunkte 
Ai,k  der  Senkrechten  Ni  jSi,k  positiv  nach  der  einen  und  negativ  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  gezählt,  so  wird,  wenn  dem  Elemente 
tUiji  der  Wert  entspricht: 

Wir  müsseu  dabei  nach  derjenigen  Ilichtung  hin  intcgrireu,  nach 
welcher  die  »  wachsen.   Seien  nun       und        die  Werte  von 
welche  den  EcfcpQTkten  dieser  Kante  entsprechen  and  «'a  <  «"a> 
so  ist: 


X/as  jetzt  za  behandelnde  Integral 


bei  dem  icb  der  Kflne  wegen  die  Indices  fortgelaasen  babe,  bann 
larlegt  werden  bi 
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Das  erste  dieser  Integrale  ist  von  Mertens  in  seiner  Ablumd- 
Ittng  über  die  Bestimmung  des  Poteitials  eines  homogenen  Polyeders 
auf  eiiiea  natorieUeii  Paiikt  berechnet;  er  findet: 


+ «  irc  tg  r-T-  \  --=-,,.  -  5  arc  tg 


wo  die  aretg  zwischen  ^  ^  nnd  +  ^  sn  nehmen  sind. 
Unter  Benntzang  der  bekannten  Recnrsionsformel 


ergiebt  sich  für  das  zweite  Integral 


Denken  wir  uns  Jetzt  den  q,  t  ihre  früheren  Indices  wiederge- 
geben, 80  stellen 

Vp**+q,,k^  +*\k'  und  yi».»+ä^,t*-i-*'a« 

die  Entfemnngen  /'^a  nnd  rVji  des  Elementes  do/  von  den  End- 
punkten der  Kante  von  t  und  k  dar,  A,k  und  «Vk  sind  ihrem  ab> 

soluten  Werte  nach  die  Projectionen  dieser  Entfernungen  auf  die- 
gelbe  Kante.  Substitniren  wir  nun  in  U  die  für  die  beiden  Integrale 
gefundenen  Werte,  so  erhalten  mr  also  den  gesnchtcn  Ausdruck 
des  Potentials  der  beiden  Polyeder  aufeinander  in  der  Form 

+ l)i*arc  tg '  jr=  —  w,* arctg  '    ^  ■  h     -  «g  — -  1 

flg   g  9gr  g  «       ^      2  / 


Digitized  by  Google 


49 


-5^/1;  <./(cos(»,  O  f  ,io,'p,^ 

wo  sich  die  Integration  in  dem  letzten  Ghede  auf  der  rechten  Seite 
Iker  deigoiiigen  Teil  der  Fläche  i*  za  entrecken  hat,  fftr  Uea  Nt 
inerhalh  der  Fiftebe  i  liegt 

Zur  Mcbtereo  Ueberricht  lei  noch  einmal  die  Bedeotang  der 
ia  dieier  Gleichang  TorkommoDdeii  GrOesea  angegeben.  Es  Ist  pi 
du  von  dem  Elemente  do{'  aaf  die  PolyederflAche  i  geftlUe  Lot 
lad  ^1  dasjenige,  welehea  vom  Fosspnnkt  Nt  jenes  Lotes  anf  die 
Saale  der  Seitenflächen  i  and  k  geflUlt  ist.  qt^  erhält  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen ,  je  nachdem  Ni  anf  der  inneren  oder 
inaserea  Seite  dieser  Kante  liegt  r nnd  r'tjt  sind  die  Entfer- 
aoagen  des  Elementes  dot'  von  den  Endpunkten  der  Kante  nnd  die 
absoluten  Werte  von  s'i.k  und  «',,*  die  Projcctioncn  von  r",.*  und 

auf  dieselbe  Kaute;  ihre  wirklichen  Werte  sind  die  den  End- 
punkten der  Kante  von  i  und  k  cutsprechenden  Werte  von  «  und 
xiar  haben  wir  ä'^jt  <  *"ijt  zo  nehmen.  Die  Summe  £k  erstreckt 

n 

sich  aber  alle  Kauten  der  Seitenfläche  i    Das  Zeichen  2,i  deutet 

1 

SB,  data  die  entsprechenden  Ansdrflcke  Air  alle  Grenzflächen  i  des 
Polyeders  m  zu  bilden  nnd  zn  addiren  sind.    Die  Integration  er- 

Streckt  sich  zunächst  Aber  die  Polyederfläcbe  s*  and  bezeichnet 

eine  Summation  aber  sämtliche  PolyedcrÖächen  t", 

Ich  habe  jet/t  zu  zeigen,  wie  man  die  Grössen  ga,  r"i,k% 
r't.iy  t',.k  aualytisch  auszudrücken  nnd  daraus  V  als  Fnnction 

jener  im  Eingange  erwähnten  6  GrOssen  $\  ij,  ^.  ^,  <p  dann* 
steilen  habe. 

Es  ist»  wenn  dot  die  Coordioaten  xt\  yt  \  «/  hat 

wo  die  eckige  Klammer  andeuten  seil ,  dass  wir  von  dem  Ausdruck 
in  der  Klammer  den  absoluten  VVprt  zu  uehmeu  haben,  weil  in  dem 
Ansdrack  von  V  nur  der  absolute  Wert  von  pt  in  Betracht  gezogen 
wird. 

Die  Grösse  qtjt  findet  man  leicht  dnrch  folgende  Betrachtnng. 
Es  lehDeidet  die  von  dem  Punkte  anf  die  Ebene  k  gefällte  Senk- 
rechte J^i  Ok  die  in  dem  Pnnkte  N^^  anf  der  Kante  errichtete  in 

AMh.  S.  MaO*  «•  nyf>      B/»Xk^  t,  XIO.  4 
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der  Ebf>n<r^  k  lio«jon(ie  Senkrot  htn  A\,kf>k-  Dailnrch  ontfttcbt  das  bei 
ük  rechtwiukliLM'  Dreieck  A,  Ojt  A',.*.  Der  Wiukol  A,  AY^^-**  ist  also 
der  Noiffungswiiikcl  der  Ebenen  »  nii*i  /■  und  kann  nach  Analogie 
unserer  liüheren  Bezuichnang  mit  Wkl.  (/,  /. )  bezeichnet  werden. 
Da  nun,  wie  mau  loicbt  findet,  A>  die  Coordiuaten 

hat,  80  ergiebt  sieh 

wo  dto  eckiga  KUmmcr  dioselbo  Bedentaog  bat  als  vorher.  Nun  ist 

sin  (»,  *) 

oder  da 

coi(»» *)  -  ±  iAAk'i-B^Bk'^ CiCk)  ist 

Dem  sich  hieraus  ergebenden  absoluten  Worte  von  g».»,  den  wir 
als  Function  von  a*,*,  t/,',  dargestellt  babon,  mttsson  wir  dann 
nach  den  früher  augegebeucu  Dcstiuimuiigeii  d.is  positive  oder  ne- 
gative Vorzeichen  geben  Die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  Kante 
von  i  nnd  k  findet  man  aus  den  Gleichungen  der  3  Ebenen  t,  k, 
wd  t,  ky  die  Ib  dieeen  Endpanktoii  sosammeiiBtossen.  Die  Coor- 
diasten  werden  also  nor  abhängen  Toa  den  OrOssen 

Bit  C|-,    At^  Bt,  Ci,;   Ai^^  Bi^^  Qg 

Wir  kOanea  alao  die  Eatferaangen  r'V*  aad  r'a  bestimmea. 
Zar  Berechnnng  der  abaolaten  Werte  von  t^t^  and  «"a  ist  die  Kenat- 
aiss  der  Coiinas  deijenigen  Wiakel  erforderlich,  welch  die  Badiea* 
Toctoren  and  r'tjt  einerseits  and  die  Kaate  der  8eiteB0ftchen  i 
aad  k  anderseits  mit  den  Goordinatenazen  eiasehliesseD.  Die  6  er- 
sten Cotiaas  sind  bekannt,  sobald  man  die  Coordiaatea  der  End- 
punkte der  Kante  gefnadea  bat  Die  3  letzterea,  die  wir  nach 
Analogie  mit  Aijt^  Bi.ky  Q,k  bezeichnen  wollen,  finden  wir  aus  der 
Bemeifenng,  dass  die  Kante  senkrecht  steht  aaf  dea  Nonaalea  der 
Ebeaen  i  nnd  ib,  dnrch  die  3  Gleichangen 

A^A^j^-i- B^n,jt+ C\Ci.k    AkAi,i^i-BiB^,k+VkC\,k  ^  Ü 

und 
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Wir  legen  non  durch  einon  beliebigen  Punkt  97,  C)  dea  Poly* 
edere  m  ein  mit  diosem  fest  verbondenes  Coordinatensystem  «,  v, 

dessen  Axen  der  Lage  iifieh  dnrrh  dio  oben  besprochenen  Winkel 
%\  ^,  <p  bestimmt  sein  m(ig(  a.  Der  Kürze  halber  wollen  m%  jedoch 
füiiichst  die  Cosinus  der  Winkel  einführen,  welche  die  beweglichen 
Axen  mit  den  festen  einschliesson;  diese  seien:  n" \  6,  b\ 

e\  e'\  Die  Gleichung  der  Seite  t  sei  in  Bezug  auf  das  beweg- 
liche Coordinalonsjstcm  in  der  Normalform 

wo  wir  ,     ,  T,  als  gegeben  anscheu  müssen.   Da  nuu  dilnA 

die  Trausformationsiorinelu 

Abergehen  soll  in  l(^m-^^9t\^u^i  -  ^i),  wo  1  eine,  noch  za 
bestiiDiiieiide  Constaiite  ist,  so  folgen  die  Gleichnngen 

Die  mtorea  9  CHdehungen  liefoin 

108  ihnen  findet  man 
dsrch  die  Bemerkang,  dnet 

ist  IMe  f  ierte  Gldchnng  endlich  bestimmt  Di,  Wir  hnben  hienniC 
•IBO  di»  ^i^iQA  anagedraekt  ^  5Dt;  a,  ^  «;  a',  d', 
^,  6",  Die  9  letsterea  Coeinns  haben  wir  dann  aossndrOcken 
tesh  die  sin  nnd  cos  der  ^,  ^,  9  vermittelBt  der  hekanntien  Glei- 
chna^stt.  Somit  haben  wir  K  dai^gestellt  als  Fnncton  ?on2,i},(;  ^, 
^.  ^5  A'i  A?  ^»  ^1''  ^'^^  *^cnen  die  Irf/.teren 

8  GrOeeen  von  den  ersten  S  noabhftn^g  sind.  Die  in  der  Einleitung 
«■ssgebenen  Gleichnngen  gestatten  uns  schliesslich  JE,  y,  Z  nud  Xr, 
M^N  m  berechnen. 

Aus  der  eben  angegebenen  analytischen  Darslelliing  der  GrOssen 
Fl  9»  r,  M  geht  hervor,  dass  wir  in  dem  Ansdnick  filr  das  Doppel- 

4* 
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I)otPiitial  /.woior  lioinopoiion  Polyeder,  das  wir  in  GesUU  eines 
DoppeJintegrals  erhielten  ,  noch  cino  Intogration  auszufllbren  ver- 
mögeu.   Zunächst  orkonncu  wir,  wcuu  zur  AbkUrznog 

gesetzt  wird,  dass  sieb  io  dem  Integral 

beide  Integrationen  ansfobren  lassen. 

Betrachten  wir  fmcr  tincn  der  Endpnnkto  der  Kante  von  t  nnd 
lr,dem  die  Werte  «"^  und  r"i,k  entsprecben  mOgon,  so  erhalten  wir  in 
r  die  Snmme  der  beiden  folgenden  zur  AbkOrznog  mit  Ä  nnd  J3 
bezeichneten  Integrale: 

und 

B         <lotf'ga — 

Bezeichnen  wir  die  Coordinatcn  dieses  betreffenden  EudpnnlLtes  mit 
uijk^  ßijk^       *^  w^i^i  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

wenn  wir  znr  AbliUrzang  die  /i,  a,  die  als  bolcannt  gelten,  ein- 
fnbrcn.  Diese  Grössen  setzen  wir  in  ^  und  B  ein,  wodorcb  die  zn 
jntegrirenden  OrOssen  Fnnctlonen  von      y^',  z^*  und 

werden.  Die  ebene  Fläche  i"  ist  jetzt  in  eine  endliche  Anzahl  von 
durch  Grade  begrenzten  Teilen  zu  teilen ,  so  dass  in  jedem  Teile 
das  Vorzeicben  der  Ansdrücke  fbr  ^\,k,  *"i,k  ungeftndert  bleibt 
Teilen  wir  nnn  jeden  dieser  ebenen  Flftchenteilo  von  t",  Ober  welchen 
ztt  integriren  ist,  durch  Ebenen  parallel  der  «f  nnd  y»-£bone  in 
Elemente 


und  drücken  2^  vermöge  der  Gleichung  der  Ebene  »  als  i'  uucuou 
von  9r^',  j/x"  dnrch  die  Gleichung 
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aus,  80  erhalten  wir  A  als  bumme  von  2  Integralen  von  der  Form 


wenn  /(j?/,  yi')  ein  ganzer  Ansdrock  dritten  Grades  in  Bosog  auf 
zy\  ffi  nnd  <^  eine  transcendeute  Fanction  y|'  nnd  -RC«/*  yiO 
ist  R  sei  dabei  der  Ansdrock,  der  ans  ^{*t\tft\  dadurch  lier- 
Torgoht,  dass  man  durch  aej'  nnd  y^' ansdr&ckt.  Hierbciiat  Aber 
alle  Werte  von  a*}',  y^'  zu  integriren,  welche  innerhalb  der  Projection 
des  betrachteten  Flächonteils  von  i'  anf  die  ry-Ebeac  liegcu.  Dio 
Anwendung  der  teilweisen  Integration  ergiebt,  wenn  wir  die  Inte- 
gration nach  ft'  ausfuhren  wollen,  nnd  wenn 


Da  aus  3—7  die  transcendenten  Functionen  log  und  arctg  ver- 


schwinden, so  erhalten  wir  unter  dem  Integralzeichen  eine  rationale 
Function  von       y/  und  die  sich  nach  den  bekannten 

Kegeln  der  Integration  durch  Eiufahrung  einer  nenen  Intogratlons- 
variablen  rational  macheu  lässt.  Die  Integration  der  so  erhaltenen 
rationalen  Function  bietet  keine  principicllen  Schwieri^'kciten.  Dass 
in  Ii  eine  rationale  Function  von  ar,'.  y^'  und  7?  auftritt,  sieht  mau 
sofort.  Wir  können  also  auch  bei  fine  Iiitcgratiou  ausführeu. 
l  ieselbcn  liptrachtun^T'Mi  gelten  auch  für  den  andern  Endpunkt  der 
Kaute  der  Seitcuflächeu  i  und  dem  die  Grössen  n'i,k  und  r^i.t  ont- 
sprechen  mögen.  Summiren  wir  jetzt  d'eso  Intoj^rationsausdrücke 
tibcr  alle  Kanten  der  Seiteufiilcho  %  nnd  erstrecken  dann  die  Sum- 
mation  über  sämtliche  Flftchen  i  und  schliesslich  über  siiintlicho 
Flächen  i'  des  Systems  m',  so  werden  wir  den  Ausdruck  des  Poten- 
tials der  beiden  Polyeder  in  Gestalt  eines  einfachen  Integrals  erhalten. 

Was  die  Bestimmnag  der  Attraction  eines  homogenen  Polyeders 
nnd  eines  homogenen  dreiaxigen  EUipsoids  aufeinander  anbelaugt, 
so  kann  zunächst  dieses  letztere  nach  dem  Maclauriii'scben  Satze 
durch  die  in  der  Ebene  der  grösseren  nnd  mittleren  Axe  liegcudo 
confocale  elliptische  Scheibe  ersetzt  werden,  deren  Dichtigkeit  im 
Elemente  äm  dnreb  die  Gleichung 
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2  übe 


l/i«^^!  ?L 


a>k>c 


gegeben  wird,  wenn  das  feste  CoordinAtensystcm  der  or,  y,  b  mit  den 
3  Axcn  a,  c  des  Ellipsoids  znsammeDfiUlt  Mithin  kann  V  in  der 
Form  det  füniMrlien  Integrals 


geschrieben  werden,  wo  die  Integration  aber  die  elliptischo  Scheibe 


tential  des  homogenen  Polyeders  auf  die  an  dvm  Orte  dos  Klcnicnts 
Jto  connontrirt  gedachte  Masseueiuheit  ist,  uud  da  sich  terner  dieses 
Totcutiiil  als  geschlossener  Ausdruck  darstclleo  lässt,  iu  welcliom 
dieselben  transeendenten  Functionen  wie  bei  der  Attractian  zucier 
honiogeiit'ii  Polyeder,  aiultiplicn (,  hüI  ganzen  raUoualen  Functionen 
der  Coordinaten,  auftreten,  so  erhält  mau  V  schliesslich  in  Gestalt 
eines  Doppcliutcgrals. 

Für  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  a  >  ä  =  c  ergiebt  sich 
V  unmittelbar  ah  einfaches  Integral,  da  in  diesem  Falle  die  ellip- 
tische Scheibe  iu  das  zwischcu  den  beiden  Brcnnpuuktcu  cuthalUnc 
Stflck  der  «-Axe  Qbergeht,  dessen  Dichtigkeit  im  Ponkto  0,  0 
gleich 


also  ein  ganzer  Ausdruck  zweiten  Grades  von  x  ist 

Wenn  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  awei  homogenen  Poly« 
«dem  die  teilweise  Integration  angewandt  wird,  lllsst  sich  in  P 
auch  noch  die  letxte  Integration  ausfahren. 


nnd  aber  das  Polyeder  m  sn  erstrecken  ist 
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V. 

Eine  Hypothese  über  das  Gesetz  der  Dichtigkeit 

im  Innern  der  Erde« 

Von 

Emil  Oekinghaut. 


'Dio  Frage,  in  welcher  Art  und  Grosso  dio  Dichtigkeit  im  Innern 
der  Erde  uacli  dem  Mittelpunkt  hin  sich  ändert,  ist  wie  es  scheint) 
schou  üft  gestellt  wordeu,  ohne  befncUigeud  gelöst  worden  zu  sein. 
Ob  überhaupt  eine  Möglichkeit  vorhanden  ist,  diese  Frage  endgültig 
xa  beantworten,  steht  am  so  mehr  dahin,  als  uns  über  die  Zasam- 
meBMtzaog  und  Yerschiedenheiten  der  Massen  sowie  Aber  die  Zunahme 
der  Temperatur,  Dnick,  Verindemng  des  Aggregatznstandes  des 
ErdiDuem  nichts  bekannt  ist.  Indem  die  Tiefen,  bis  wohin  man  die 
Bohrlflcfaer  gebracht  hat,  in  keinem  Yerhftltniss  stehen  sn  demErd- 
halbmesser. 

Die  folgenden  Bemerkungen  bezwecken  auch  durchaus  nicht  die 
definitive  Lösung  der  Aufgabe;  sie  sollen  vielmehr  nur  einen  pro- 
blematischen Versuch  dazu  bilden ,  uud  insofern  wäre  auch  unsere 
Bearbeitung  gegoubtaud^loä  uüd  überflüssig,  da  ein  direkter  Beweis 
durch  Beobachtaug  nicht  erbracht  werden  kann.  Der  Beis  aber, 
den  das  Unbekannte  ansfibt,  wird  wol  immer  als  Entscbnldigung 
dafftr  dienen  können ,  wenn  man  einmal ,  das  Bekannte  verlassend, 
am  Ariadnefaden  einer  Hypothese  sich  in  die  labyrinthischen  Rinme 
de«  Unbekannten  hineinwagt. 

Der  Hauptgegcnstand  indesson,  der  mich  bestimmte,  einige 
Recbnunficu  hierüber  mitzuteilen,  war  dio  vollständige  Ucberein- 
summuiig  derselben  mit  den  Versuchen  und  Resultaten,  welche  der 
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CDglischo  AbüüiiOiii  Au y  im  Jahro  1854  in  de  r  Kuhkiigrubi!  Ilartoii 
bei  Iscwcasllo  zwecks  Bestimmung  der  mittlcreu  Erddiciitc  er- 
halten bat. 

Anf  Gnud  der  Ansicht,  da»  die  Dichtigkeit  der  ErdBchichten 
nach  dem  Uittelponlct  hin  stetig  znnehme,  niites  die  wachsende  Bo- 
schleanigong  der  Schwere  eine  Beschlennigneg  der  Oscillationen  des 
Pendels  herrorbringen.  Yermittelst  des  elolLtrIschen  Telegraphen 
ergaben  die  Vergleicho  im  Gang  des  oberen  und  nnteren  Pendels 
für  letzteres  eine  Bcschl  niiii^ung  von  2V4  Secnnden  pro  Tag  iu  einer 
Tiefe  von  383 m.  Diesen  Bestimmungen  gcniftss  fand  Aiiy  für  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  den  Wert  6,566. 

Wir  iiclimoii  an,  dass  analog  dem  durch  ciiio  Exi)ünpntialfunction 
sieh  darstelleudc  Geaetz  der  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  das  Gesetz 
der  Dichtigkeit  der  conceutrisch  gelagerten  Erdschichten  sich  eben- 
falls durch  eine  outsprecheude  Function  darstellcu  lasse.   Dieselbe  sei 

Hierin  bedento  d  die  Dichte  in  der  Kngelscbicbt  vom  Halb- 
messer D  diejenige  des  Erdkerne,  tt  eine  Gonstante,  m  sei  in 
Teilen  des  Erdfaalbmessers  a  «•  1  ausgedrflckt. 

Die  Masse  der  Kngel  vom  Radius  m  ist  demnach 


9f 


0 

also 

2)  Af,  -I»  ^^  (l-c-**^) 
Die  Gesamtmasse  der  Erde  ist  folglich 

3)  Jtf=|«^(l-e-k) 

Wenn  nun  die  mittlere  Dirhtc  der  Erde  9  ist,  so  folgt  vermöge 
3i  «  I  'V  ^Uii  düu  beiden  letzten  Bestimmungen 

4)  ^  -  f  (1-  t!-*^) 

nnd  bezeichnet  nocb  io  die  Dichte  der  obersten  Schicht,  so  gewinnt 
man  vermöge 
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5)  io  —  X>«-* 

die  BicIatioD 

üra  die  Beschleunigungen  zu  finden,  welche  die  Kagoln  vom  Halb- 
messer X  und  1  auf  einen  Punkt  ihrer  Oberflächen  ausüben,  haben 
wir  prmflss  der  Attractionstheorio  die  Massen  derselben  durch  das 
Quadrat  ihrer  iiadien  zu  dividireu.  Man  bat  also 


7) 

Die  Peodelfornio] 


9JL       t  - 


-■V. 


xeigt  oan,  dies  die  Quadrate  der  Schwinguugszeiten  gloichlaoger 
Feodel  sidi  naq^ekelirt  wie  die  BewUeenigaogeuan  dea  Beobachtoogs- 
orten  veriialteo.  Es  ist  also 

ond  Termdge  der  vorliergehenden  Relation 

Wir  dÜTereatiireii  diese  Gieiebnog  io  der  Form 


und  erbalCen 

ff  ü->i«»k<^ 

ds 
d.  i. 

Da  aber  die  darchbroclienc  Schiebt  des  ?>>^'^m  tiefen  Schachtes 
Bur  J '16621,7  des  Erdbalbmcsscrs  beträgt,  S(i  können  wir  auch  uecb 
für  weit  grössere  Tiefen  den  letzten  Ausdruck  vereinfachen  in 

dt  k 
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dx  bedeutet  die  Zunahme  von  x  nach  Aussen,  dl  die  Zatukhme  der 
OscillatioiisdMier  des  Pendels  im  Paokte 

Besdcbnen  wir  dther  mit  4y  die  Tiefe  des  Sciiacbtas  and  mit 
die  Abnahme  der  Oseillntionsteit  in  dieser  Tiefe»  so  ist 

IS)  ,4«i_4'" 
D«  nber  nach  den  Bestimmuigen  iUiT'B 

*"  1662i,7 

ist,  80  erhalten  wir  nach  Einsetzung  dieses  Ansdrnclies  nud 

*  "86400 

in  die  obige  Formel  die  Relation 

oder 

-  -  0,3781 

welches  das  Ycrhältniss  ansdrüclLt  zwischen  der  OberflAchendichte  und 
der  mittleren  Erddichte. 

Da  nnn  die  Dichtigkeit  der  oberen  Schicht  zn  8,6  bestimmt 
wnrde,  so  erhalten  wir  endlich  als  mittlere  Dichte  der  Erde 

13)  f  *  6,61 

ein  Besnltat,  welches  Yon  dem  Werte  Aifjrs 

«  =  6,566 

nar  wenig  abweicht. 

Wenn  man  nnn  io  der  gefundenen  Zahl  nicht  ein  Spiel  dos  Zu- 
falls erblicken  will,  der  ja  allerdings  nicht  ausgeschlossen  ist,  so 
wird  man  immerhin  das  zu  Anfang  defiuirtc  Gesetz  der  Zunahme 
der  Dichtigkeit  als  möglicherweise  der  Wahrheit  sehr  nahe  kommend 
anerkennen  können. 

Man  bemerke,  dass  in  der  Bedingnng«gieichnng  für  die  obersten 
Schichten  der  Ausdruck  k  nicht  vorkommt 

Um  denselben  zu  bestimmen,  benutzen  wir  zunächst  den  Ans* 
4r«ck 
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9       «*  -1 


00  "  k 


dM  in  Besflg  auf  k  traiscendeots  Oldchnng .  Hui  findet 

*  =  1,707 

Jkadt  kttm  nitii  endHcb  aoeh  die  IMchte  des  Htttelpankto  der  Erde 
beiediBeiL  Yennlttelet  der  Formel 


«B  Wert,  welcher  das  spoeifischo  Gewicht  des  QoecksUbers  um  ein 
Gerisges  ttbertrillt 

Die  Diehlo  in  einer  beliebigen  £ntfcruung  vom  Mittelpunkte 
ist  demnach 


Bio  Bestimmung  der  Constanten  dieser  Gleichung  beruhte  ledig- 
lich auf  den  Beobachtungsarten  Airy's,  und  die  Gleichung  kann  als 
Ausdruck  des  Gesetzes  für  den  Fall  gelten,  dass  diese  Werte  auf 
der  ganzen  Erdobcrflächo  dieselben  sind.  Hierüber  liegen  aber  nur 
wenig  Bcobachtungstatsachen  vor. 

Indessen  sind  in  neuerer  Zeit  Untersuchungen  über  Schwcre- 
bestimmunpcn  in  \f'rs(  biedencn  Tiefen  durch  v.  Sterneck  in  Adal- 
bertschacliL  des  Siibürbcrgwerkes  in  Pribram  (1883)  und  im  Abru- 
h&mscbachtc  bei  Freiberg  (1885)  in  Sachsen  augestellt  worden.  Die 
BeobaGhtnogen  ergeben,  dass  die  Schwere  im  Innern  der  Erde  grösser 
ist,  als  an  der  Obeiflftchc,  dass  aber  die  Zunahme  an  den  Torschie- 
denen  Orten  sehr  Terschieden  sei.  In  Harten  nimmt  sie  bei  383  m 
Tiefe  ebessoTiel  an,  als  in  Pribram  bei  823 m  und  in  Freiberg  bei 
etwa  dOO«k 

Ea  wftre  demnach  sehr  wOnschenswertt  wenn  diese  Versnche  an 
rsdit  vielen  Punkten  des  Erdballs  fortgesetzt  würden,  um  durch 
eine  BeihA  tob  Beobachtungswerten  den  mittleren  Wert  Jt  festzu- 
stellen, welcher  einer  bestimmten  Tiefe  etwa  gleich  500  m,  an- 
B&hemd  entspricht.  Wie  es  scheint,  muss  die  Tiefe,  welche  der 
Hartoner  Zeit  von  'J'/i  Secunden  entspricht,  im  allgemeinen  grösser 
angenommen  werden.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Ober- 
äui  hcndichte  tlberall  die  gleiche  sei,  nämlich  Ü,5  wulien  wir  für  Jy 
die  mittiero  Tiefe  von  öUüm  in  Teilen  des  Eadius  zu  Grande  legen, 


D  —  13,78 


16) 
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da  dicBoIliC  für    /ii  -=  2%    gleicher  Scliwcro/unahmc  den  Tiefeu 
uuil  G2a  uDgefälir  im  Mittel  ontsprccbcn  darft^. 

Setzt  iDU  diese  Werte  in  12)  eio,  so  erhalten  wir  als  mittlere 
Diehlo 

17)  9  -  5,6 

daen  Wert,  welcher  den  aos  andern  Beobachtungen  and  Berecb- 
nangOD  abgeleiteten  Werten  von  q  sehr  nahe  Icommt. 

Die  Dichte  des  Erdmittelpunkts  ist  uuu  wegen  i  *- 

18)  D  ^  10^75 

also  etwas  kleiner  and  wahrscheinlich  genauer,  als  der  erste  Wert. 

Die  gofundcuo  Zahl  entspricht  nngcf&hr  dem  Specifischea  Ge- 
wicht des  Silbers. 

Biese  Zahlen  dflrften  es  möglich  erscheinen  lassen,  dass  die  oben 
augouommene  mittlere  Tiefe  von  600m  anstatt  der  des  Hartoner 
Schachtes  von  383m  in  Besng  aaf  gleiche  and  dem  letzteren  ent- 
sprechende Sehwerezonahme  gowfthlt  werdea  mnss.  Hierflber  können 
indessen  nnr  Beobachtnngen  entscheiden. 

Die  BescblcauiguDg  iu  der  Kugelschicbt  vom  Kaditis  x  ist 

g  "«t*(l-s-») 

Dic8ell)o  ist  im  Mittelpunkt  —  unll.  Sic  erleidet  von  aussen  nach 
innen  zuerst  eine  Zunahme,  dann  eine  Abnahme.  Ihren  Maxi- 
malwert erhält  mau  aub  der  di£fcreutiirteu  Gleichung,  er  ergiebt 
Bich  ans 

J9)  Ii  «  — ibs* 

tt  -  0,768 
woraus  ae  -*  0^18  folgt. 

Der  grössto  Wert  der  Beschleunigung  Hegt  also  der  Oberfläche 
verhältnismässig  nalTO,  da  der  betreffende  liadius  des  Erdhalb- 
messcrs  ist.  Die  Berechnung  des  entsprechenden  Wertes  von  qm 
ergiebt  10,31  w  in  der  Tiefe  vou  weniger  als  '/^  des  Erdbalbmessers. 
Von  da  au  nimmt  sie  wieder  ab.  Der  Ort,  wo  sie  wieder  dem  Werte 
You  g  an  der  Oberüächc  gleich  ist,  ergiebt  sich  aus 

20)  1  —  «»(1  -  tr^) 

«  —  0,Güö 


Digitized  by  Google 


61 


Diese  VerbAltaiise  werden  erklftrlichor,  wenn  man  die  Dicbtig* 
keitscure 

21)  y  -  i>«-»«» 

coostrairt.   Man  liat  zanilchst 

^     abl>r(3i»»  — 2)«-**» 

Hieraus  crlconnt  man,  dass  die  Curve  einen  Wendepunkt  besitzt, 
betlimmi  durch 


=  " 


X  -  0,723 

Yoa  «»MD  nacli  innen  gerechnet  steigt  also  die  Dichtigkeit 
seltf  mach.  Bii  n  der  Tiefe  von  nngefithr  stark  */«  dea  Erdhalb- 
neaaev«  wtchst  die  Dichtigkeit  von  3»Ö  anf  5,3 ,  also  anf  lkst  die 
mittlere  Diebti|^t,  was  die  rasche  Zunahme  der  BeachleoniguDg 
erUftrlicb  macht 

Von  Interesse  ist  noch  lUe  Bestimninng  des  Maximama  der 
Schwere.  Die  Schwere  eines  «dm Wasser  ist  an  der  OberflAche  \lg. 
Im  Mittelpunkt  ist  die  Schwere  nnll.  Dieselbe  hängt  nämlich  von 
der  Masse  and  der  entsprechenden  Bescbennigong  ab  und  ist 

oder,  da  d  die  Masse  in  der  Yolnmeneinheit  ist 


haben  wir  folgendes  TerhSltniss  der  Schwere  oder  des 
Dmckes  einer  Yolnmeneinheit  in  einem  Punkte  m  im  Vergleich  snr 
Sehwere  an  der  Oberiliche 

Hieraus  crgiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  Sdiwcro  im  Mittelpunkt 
(x  — .  0)  nnll  ist.  Er  ist  also  möglich,  dass  auch  hier  ein  Maxi- 
malwert existirt.  Wir  differeniiircu  die  Gleichaug  und  erhalten  als 
Bedi  ngaugsgleichang 
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23)  ^ 
wora» 

u  =  u,231 

und 

«»0^5486 

Das  Maximum  der  Scliwere  liegt  also  ougeHUir  ia  der  Mitte  des 
£rdhalbme88er9. 

Das  obige  Yerhiltiiiss  wird  jinn 

Hienach  ist  die  Schwöre  oder  der  Dmek  eines  bestimoitCB  Volmnons 
in  dem  bezeichneten  Orlo  dreimal  so  gross  als  der  eines  gleichen 
Voinmeas  an  der  Erdoberflicbe. 

In  der  oberen  Hälfte  des  Radius  wächst  also  die  Schwere  be- 
trächtlich nach  der  Mitte  za  an,  worauf  sie  dann  wieder  bis  zum 
Centrum  abnimmt  Wir  wollen  noch  das  Gewicht  des  gansen  Erd- 
balls bestimmen.  Ist  der  Radios  einer  Kngel  —  a  »  1  nnd  ^  ihre 
mittlere  Dichtigkeit,  so  ist  Ihr  Gewicht,  wenn  alte  Teile  gleich 
schwer  sind 


u 

8ind  dagegen  die  Teile  nicht  gleich  schwer,  aber  gldchförmig  dicht, 
so  ist,  wenn  die  Attraction  dem  Abstand  vom  Centnim  pruportional 
Ist, 

a 

mm  4jr ^ pr*  .  -  clr  — •  a^o'  — ■  n(f 
0 

also  kleiner. 

Führen  wir  nnn  fOr  f  ein 

d  — 

10  iolgt  xunAchst  vermöge  22) 

1 

0 

oder 
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W-f^^-i^l     1.2      7      "^"1:2    3  10 

41      13      "*"öl      16        •  '  / 

Hienns  folgt  der  Wert 

weldier  ?on  dem  mittleren  Werte 

<?,  —  ine  — 

wenig  verschieden  ist. 

Laplace  entwickelt  im  II.  Band  seiner  Mechanik  des  Himmels 
eiDO  Diffcrentialgleichong  2  Ordnung,  vermittelst  welcher  die  Ab- 
pinttting  des  Erd<;pIiäroides  ho<;timmt  werden  kann,  wenn  das  Qesetz 
der  Dichtigkeit  der  £rdo  bekannt  ist. 

Sie  kann  in  folgender  Form  anfjsestellt  werden: 

OCX         ^»  _L  ^t^^^-'"         %  '"^''X 

l-e-»    dx-  T-e-"  )  "  ^ 

Ist  biemns  p  bestimmt,  so  folgt  die  Abplattung  der  Erde  bis  anf 
Grossen  3.  Ordnung  genan  vermittelst 

^  l/289y 


6b  /* 


Fibrt  man  ein 

worin  Ä  als  Conslante  des  Integrals  —  1  angenommen  werden  darf, 
10  erbllt  man  folgende  Bedingnngaglelcbnng  swiseben  den  Coefficieoten 

(5  .  6— 6)Ä  — (8  .  9  — 6)ße»-l-(U  .  12  — 6)ßx« 

X(4-7i/«»4-10ic*»  — ISIIsc».  .  .) 

aod  man  gewinnt  der  Reihe  nach  die  Werte 
k 

■ 
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Oekiitgkaus:  Eime  H]fpoÜM9€  ibtr  da*  G*»*t»  tic. 


D  =  ^(10C+7*Ä+2fc«) 

B 

Da  indessen  die  Reihe  'JS)  fflr  l-  1,4  divorf^irt,  so  ist  die 
Reihonform  unzulässig  und  es  ist  döshalb  schwicri-:,  den  Wert  von 
ij  und  damit  den  obigen  Ausdruck  für  p  zu  crli.il!<'n  Man  sieht 
aber,  dass  es  von  besonderem  Interesse  sein  würde,  eiucu  tbeoroti- 
sehen  Wert  von 


aus  den  obigen  Gleichungen  herzuleiten  und  denselben  mit  dem  be- 
kannten zu  vorßleichen.  Vielleicht  ibi  es  nieht  ausgeschlossen,  dass 
auf  anderem  Wei^o  dennoch  eine  Lösung  gefuudeu  werden  kaoo, 
weon  sie  iu  Angriff  genommen  wird. 
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VI. 

Heber  successive  Fusspunktspolygone. 


Von 

H.  Schotten,  Dr.  ph. 


In  Jahrgang  34  p  311  der  Zoitichrift  für  Mathematik  uud  Physik 
kthc  ich  eine  Verallgt.'meiüt'rung  des  bckanuteu  Sinisoirschcu  Satzes 
D&cb  der  Richtaug  hin  verdffeotlicbt,  dass  es  sich  nicht  um  Lote« 
Mmdern  «m  Qenvä»  handelt,  die  nutor  einem  beliebigen ,  aber  be- 
itiaiBiteD  Wink^  SW»  Seiten  des  Dreiecks  geneigt  sind.  Der 
lenilgemeiiierte  Sats  lantet;  „Zieht  man  von  einem  Panicte  des 
tinem  Dreieck  nmbesehriebenen  Kreises  unter  beliebigem,  aber  glei- 
eben  Winkel  Strahlen  nach  den  drei  Seiten,  so  liegen  die  Dnrch- 
wbnlttapoDkta  aof  aner  Goraden.''  Es  ergab  sich,  dass  in  diesem 
Falto  swei  Gerade  lesoltiren,  die  fOr  den  Specialiall  des  Simson- 
ichen  Satses  in  eine  saBammenfallcn.  Zugleich  wurde  auf  einige 
Folgernngcn  näher  eingegangen  und  auf  don  Zusammenhang  mit 
frflheren  Arbelten  von  mir  hingewiesen 

In  den  folgenden  Zeilen  handelt  es  sich  um  eine  andcrwcito 
Vrrall^' mr^inerung  des  Simsou'schou  Sat;£e8,  worin  eine  Ausdehnung 
ul  Polygone  gewonnen  wird. 


1)  Ceber  einige  bemerkenswerte  Gatlungca  der  Ilypocjkloiden.  —  In.- 
Dia«.   llAtbnrg  ISS3.   Ueber  FuivpankUuucvon.  —  Prugr.  —  Uersfdd  lS4i7. 

AJck.  S.  Ibfk.  «.  njr«.  S.  Belke.  TL  XIIL  ^ 


Allgemeiner  Satz:  Tällt  man  anf  ilic  Seiten  ciiws  St  Imen- 
<<-o(ks  Lote  von  einein  Punkte  /*  des  riukrt  ises,  so  nstiltirt  uls 
Fusspunktenfigur  ein  »«-eck  uiit  einer  einspringenden  Erkc;  fiElllt 
man  wiederum  (von  demselben  Punkte  /'  aus)  auf  die  Seiten  dieses 
FnssputikteD-ii'ecks  I^te,  so  resuUirt  als  zweite  FosspnnktenfigQr 
ein  neek  mit  swei  einspringeDdett  Eeken  o.  s.  f.  Ist  die  Zahl  der 
aberkanpt  möglicheo  einspringenden  Ecken  erreicht,  so  ergibt  sich 
schliesslich  als  Fusspanktentignr  (immer  denselben  Punkt  P  als  Pol 
Torausgesotzt)  eine  Oeradc.  Führt  man  diese  Constroction  Iftr 
nnd  Pt  als  Pole  ans,  nnter  der  Voranssetsnng,  dass  i*,  und  Pf 
Gegenponkfe  des  Umkreises  sind,  so  sind  die  resaltirenden  beiden 
Geraden 

1)  parallel,  wenn  »  gerade  ist, 

senkrecht  zn  einander,  wenn  n  ungerade  ist. 

Da  die  Zahl  der  mdgUchen  einspringenden  Ecken  (»—3)  he- 
trigt,  so  bat  man  (n— 2)nial  die  Construcrion  der  Fnsspnnktenfignr 
ansznftihren,  bis  man  die  Gorade  orhAlt 

Ton  diesem  allgemeinen  Satze  ist  der  bekannte  Slmson'sche 
Satz  ein  Speeialfall:  and  es  lenchtet  ein,  dass  auch  der  Yon  mir 
jetzt  aufgestellte  Sats  ebenso  noch  der  Erweiterung  ffthig  ist,  wie 
der  Simson'sehc,  nftmtich  nach  der  Richtung  bin,  wio  dies  1.  e.  von 
mir  geschehen  ist  Die  im  Slmson'schen  Falle  einem  Paar  Qegen- 
pnnkte  entsprechenden  Geraden  —  ein  sogenanntes  Paar  stehen 
senkrecht  zu  einander.  Die  Zahl  der  mdglichen  einspringenden 
Ecken  ist  hier  0,  die  Anzahl  der  Construetiouen  daher  eins;  and 
die  senkrechte  Lage  von  und  (^^  folgt,  weil  n  ungerade  ist. 
Einer  besonderen  Figur  wird  es  far  diesen  Fall  nicht  bedürfen. 

Es  sei  gestattet,  noch  weitere  Speciaitüile  zu  betrachten. 

1)  Das  Viereck.  —  K%  sei  in  l'igur  i;  Aii(  i>  dus  gegebene 
Viereck;  Z  der  Jthttelpuukt  deg  Umkreiies;  1\  und  /*,  seien  zwei 
GegeDpuukte  de:>  Kieiäcs  und  die  Pole  für  liie  CüUätructioii  der 
Fnsspunktenpulygoue  resp.  der  Geradeu.  Die  dem  Pole  i\  ent- 
sprechenden Punkte  tragen  ebeufislls  den  Indei  1;  die  P^  entspre- 
chenden den  Index  2;  es  ist  also  K<^l\G^Uy^  das  dem  Polo 
entsprochende  Fusspunktonviercck  von  ABCD  und  d^,  die  zugehörige 
Gerade,  wahrend  das  FusspnnktenTiereck  //,  und  die  Gerado 

dem  Polo  Pf  entsprechen.  Mit  Hfllfo  congruenter  Dreiecke  Iftsst 
sieh  leicht  nachweisen,  dass 
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et  trgibt  •ich  sofort,  daas  ancb 

irt.  £|  und  liegen  demnach  symmetrisoh  gegen  A  nnd  /*, 
«■d      M^i^  ^  und  G^  gegon  C  und     ,  Hi  und  ir, 

gegen  D  und  ^.   Je  zwei,  wie  2.  B.  i^i  lud  JC^  liegen  gieicbweit 

Ton  Z  entfernt  Dir«  Zahl  der  möglicheu  einspringende»  Ecken  ist 
1,  die  Anzahl  der  C  oQstractionen  also  2;  das  resoltirende  Paar  ist 
psrailei,  da  n  gerade  ist. 

2)  Das  Fünfeck.  —  Es  sei  in  Fig.  2)  ABCDE  das  cogebcno 
Fünfeck;  Z  der  Mitteipnnkt  des  Umkreises;  Pa  und  Pk  seien  zwei 
Gegeupuukte  des  Krciseb  und  die  Pole  für  die  Constnictioncn.  Die 
dem  Pole  P«  entsprechenden  Punkte  tragen  ebenfalls  (ien  Iudex  a 
■ad  daneben  die  der  Gonstroction  estspreebendo  Ziffer.  Domgemäss 
werden  die  dem  Pole  entsprechenden  Fnssponkkspolygono  Fa,  6^ai  //«i 
Jit^^tt  ^  ^«s  ^«a  ^«1 }  wfthrend  die  zi^h<Vrige  Gerade  mit 
%m  bezeiefanet  ist;  dem  Pole  Aentsprecben  dio  Fnsspnuktspolygone 
/»t  Okn  H^,  Jkt I  viMi  i^t  •'»1  •<*t  Bowie  dio  Gerade  — 

Die  ZM  der  mdglieben  einspringenden  Ecken  ist  8,  die  Anzahl  der 
Constmctionen  3  (rechnet  man  die  resnitirende  Gerado  als  Foss- 
pnnbtifigiir  mit,  so  ist  deren  Anzahl  gleich  der  Anzahl  der  Con- 
slraefioneD).  Im  Uebrlgen  finden  analoge  Beobachtungen  über  die 
lymmetrische  Lage  der  nencn  £ckon  statt  wio  beim  Viereck.  Pas 
rasnliirende  Paar  sieht  senkrecht  zu  einander. 

Es  erübrigt  noch  in  dieser  vorlllnfigen  Notiz  die  Frage  zn  be- 
röhren,  welche  Abweichungen  vom  allgemeinen  Fall  eintreten,  wenn 
P  besondere  Lagen  einnimmt.    Es  ergibt  sich ,  dass ,  wenn  P  mit 

einer  Ecke  des  Sehnenpolygons  >.nsammonfiillt ,  die  Constractioncn 
sich  wesentlich  vereinfachen,  ^vfiijn'ud  allerdings  ihre  Anzahl  utivfr- 
ändert  bleibt.  Die  Fusspuuktenfiguren  haben  in  diesem  Falle  ii)uner 
mindestens  eine  Ecke  weniger:  die  einspringenden  Ecken  falkn  anf 
jeden  jedesmal  fort.  So  gelangt  man  beim  Fünfeck,  wenn  der 
Pol  mit  einer  Ecke  /usaninioii fällt,  erst  zu  einem  Viereck,  dann  zu 
einem  Dreieck,  schliesslich  zu  einer  Geraden,  die  in  diesem  Fall© 
dann  immer  mit  einer  Ecke  der  Fusspuoktspolygouc  zusammenfällt 
ond  auch  auf  der  resultirenden  Geraden  liegt,  oder  mit  andern 
Worten  y  wenn  der  Pol  mit  einer  Edce  des  gegebenen  n-edu  zn- 
lammenfkUt,  so  entbftil  die  resnlUrondo  Gerade  den  Pol.  Führt  man 
die  Cottstractionen  bei  einem  regelmassigen  2n'eck  ans,  so  üsllen  die 

5* 
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Schotten t  Uebtr  tueeutme  Ftutpunkttpc^Mt* 


beiden  Parallelr'n ,  die  eiucm  Paar  Gogoujtuukte  enisprechea,  also 
ein  so^t'iiauiUes  Paar  bilden,  iu  eine  zusammen.  Ferner  zeigen 
auch  im  iillLfomeinen  Falle  die  Fusspunktsiiguren ,  die  zum  Gegen- 
punkte  eines  solchen  Poles  gehören,  besondere  Bezieliungen. 

Die  weitere  Bearbeitong  dieses  Problems,  besonders  die  Uotor- 
sncliong  der  Beziehungen  zwischen  den  vcrschiedoncn  Fussponkts- 
fipuron  und    die  Untersuchung  der  Knveloppe  der  resultirenden 

GerailiMi,  wenn  P  alle  Punkte  des  I  nikreisos  durchläuft;  foriior  dio 
Erwfit  ruug,  dass  die  Stmlslou  nicht  rechtwinklig,  soiulnrn  unter 
beliebigem,  aber  festem  Winkel  gegen  die  Seiten  ttczogen  worden  ; 
endlich  die  Ausdehnung  des  Pioljlcins  auf  Curvon,  sowie  die  Fest- 
stellung des  Zusamnieubangs  dicker  Uutersucbungcu  mit  deu  Steioer- 
schou  bleibt  späterer  Boarbeituug  vorbehalten. 

Sehmalkaldou,  doii  4.  October  1892. 
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VII. 

£inaxige  Polyeder  von  kleinster  Oberfläche 
bei  constantem  Inhalt« 

To« 

R.  Hoppe. 


Unter  einem  einaxigen  KOrper  sol  oiii  Körper  vorstandeo, 

der  sich  durcii  »^3  Eboneu,  die  sich  in  einer  Goraden,  derAxo, 

lekneidcD,  in  »  congmcnto  Sectoren,  bestehend  aus  je  2  syminctri- 
Ecben  üälftco,  zerlegen  lüsst,  bo  dase  die  Grenzflftchen  der  benach- 
barten Sectoren  einander  decicen. 

Ferner  sollen  2  Polyodar  mit  gleiehvlolen  Eekcu  gleichge- 
ordnet hoisseu,  wenn  nar  outeprocheudo  Ecken  darcb  Kanten  vor- 
bonden  sind. 

Denigcmäss  heissc  ein  Polyeder  eiuaxig  geordnot,  woim  es 
einem  eioaxigeu  Tolyedcr  glcichgcorduet  ist. 

Wird  nnn  ein  Polyeder,  das  ans  9  symmetrischen  H&lftcii  be- 
stellt, in  ein  glefcbgeordnetes  von  gleichem  Inhalt  onondlich  wenig 
deformirt,  so  wird  seine  OberUftcbe,  wofern  sie  nicht  constant  ist, 
stets  TOfgrOssert.  Auf  einen  ßeweis  dieses  Satzes  gehen  wir  nicht 
ein,  da  er  bloss  die  Auswahl  von  Polyedern  motiviren  soll.  Da 
■imlicb  die  Grenzcbcnen  der  Sectoren  oiuaxigcr  Polyeder,  sowie  die 
ihrer  Hälften  Symmetricebenen  des  ganzen  Polyeders  sind,  so  folgt, 
dass  das  Minimum  der  Obcrfladic  eines  cinaxig  geordneten  Polyeders 
einem  einaxigen  Polyeder  /nikoinml.  Alle  Resultate  der  T'l'iitcrsu'jliun;,' 
eisaxiger  Tolycdcr  iu  Bc2ug  auf  ihre  Minimaloberfläche  latigcü  sich 
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also  sofort  auf  ihro  gleiclig« ordneten  anwenden,  und  wenn  überdies 

das  roheder  von  rini-r  die  Axe  normal  Ptluifidonden  Ebono  f;ym- 
metrii^cli  geteilt  wird,  so  gilt  dasselbe  Minimum  auch  für  alle  tjlU' 
metrisch  und  gleich  geordneten  Polyeder. 

Im  Folgenden  will  ich  die  einfachaten  Polyeder,  nimllch  Piiitna, 
Pyramide  nnd  deren  Zniammenietzoogen,  welche  matmaiaUcb  schon 
berechnet  worden  sind,  nor  reaoltatveise  mitaaffnhren  und  an  diesen 
noch  das  Priimatoid  nebtt  aeinea  Zasamneaaetziingen  mit  den  TOrigen 

lamt  Berechnung  hinzaflQgen.  Ks  sei  ««tcts  voranagosetzt,  dass  jede 
Symmetrie,  die  bei  den  untersuchten  Polyedern  stattfindet,  bei  allen 
Variationen  erhalten  bleibt.  Zur  gleichmiasigeo  fiozeichnnog  aei  F 

Inhalt,  F  Oberfl&che  dei  Polyeders,  ^  —  ^  Rechten, 

B  —  |a«cot2X 

ein  rcgelniussigüs  neck  tou  der  Seite  a. 

I.  Prisma  von  vuu  der  Hube  h  über  der  Basis  Ii. 

P  s=  2a''Acot2Ai  na  ^A4-^  cot 

fttr  kleinstes  F  bei  constantom  F 

k^aC0l2l\    P  — ^a»cot«2A;    P—  jja'cot2A 
für  P— 1 

F=^  '6i2ntg2ky  • 

II.  i'yiaumiü  von  der  Ilöbo  h  über  der  Basis  ß. 

P '^^aHcoi2X',  ^a(a cot 2A-f23j) 


5,«  — ^  eot«2i4-Ä« 
für  kleinstes  F  bei  constantem  P 

A«>  y3aC0i9^,       =^  ^^a*coi*2X-^  n«»cot2A 

für  P  =  1 

F^  2(9ntg2A)*  i 

III    Doppelpyramidc  von  der  Uühe  unter  der 

Basis  IS. 
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P  —  ^a*heot'2X\  F=  «aji   (^j  wie  iu  U.) 
ftr  UeiDstcB  F  bei  couütantem  P 

lltar  1 

F— S(HV»|g2Jl)'l. 

IV.  Prisma  vuii  «Icr  Hulic  /*  auf  der  Basis  B  mit  1  p/raiiii< 
Ualeu  Aotsatz  von  der  HOho  i-  auf  der  EudHäche. 

filr  kleinstes  F  bei  constaDtein  F 
ftr  F—  1 

FÄ|«»(3-|-V5)tg2i|»U 

V.  Prisma  vun  der  Hübe  A  auf  der  Basis  B  mit  2  pyramidslen 
As(BAtzen  tob  der  Hübe  ib  auf  beiden  Endflächen. 

F  —  ^aH3A  +  :tA)cot2^;   F^na>+9)   (9  wie  in  IV,) 

fir  kleinstes  F  bei  eoDitnntero  P 

*  =  :j^^.u»t2l 

ftr  F—  1 

F—  (18       .  »•tg2A)»  • 

VI.  Pritmstoid  von  der  Höhe  h  anf  der  i3asi8  Ü. 

Ein  pinaxigej  Pnswaioid  wird  eingeschlossen  von  2  congruenten 
regelmastigco  »eciceu  aie  £üddiich^u  B  auf  2  paraUelen  Ebenen  im 
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Abstände  gkicli  der  Hohe  h  und  mit  Mittelpunkten  auf  der  Axo 
liegend  und  von  'Jn  gleichschenkligen  Dreiecken  />,  deren  Grundlinie 
eine  Kaute  a  der  eiuea  Eudfläcbo,  dereu  Spitze  uiue  Ecke  der  an- 
deru  ist. 

Es  IftSBt  sich  zerlegen  in  3»  coDgraoale  sccIitseUige  Fnofecke, 
deren  jedes  aus  2  Tetraedern  besteht  Sind  A^,  A^,  A^,  ,  ,  .die 

Ecken  der  einen  Endfläche,  A  i,       ilg,  .  .  .  die  der  andern,  H^, 
die  gleich  hoben  Punkte  der  Axo.  und  nimmt  man  die  Axo  zur 
«Axe,  die  jrAxe  parallel  HqAo  durch  //j,  so  ist  die  Tabelle  der 
Coordinatou  der  Ecken  jene«  Faofccks: 


eco:i2^ 
e 

ccos2il 

0 
0 


0 

tfsin2A 
0 
0 


0 
h 
0 
A 
0 


wo  a  —  2i;siu2A,  und  nach  absoluten  Werten  sind  jene  2Xetraeder; 


oco6  2il  —  <;8in2A  0 
0  Oh 

cc08  2^      csin2A  Ü 


=  jlc'A8iu2^co82il 


e  0  A 

c  cos  22   c  sin  22  0 


0 

ieU8in2i 


Ihre  Snnime  ist  das  gesuchte  Fflnfeck,  daher,  wenn  znr  AhkOnuDg 

H-2co8jA 

gesetzt  wird: 

P  SS  ^|»a*Acot2A 

Der  Mantel  von  P  \r\\\  sich  in  2»  gleichschenklige  Dreiecke. 
Grundlinie  i.<t  a,  Höhe  sei  r,  Fosspuukt  derselben  C«;  dann  sind 
dessen  (Joordinatcu: 
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also 


bei  eoNfltfiilfw  IttMl,  jff 


«od  der  Mantel  wird  ==  nar,  daher  nach  Addition  dor  2  Endflftchen, 
d.  L  der  zwei  B 


F  —  na  (r-j-^cot2il^ 


Bedingangcn  des  constanten  P  und  kloinstoD  F  bei  variironden  a 
und  h  siuü  die  Gleichoogen: 


ad«>f  2Ada  =  0 
worm  nach  Elimioatioii  tod  dA: 


(r+acot2jl)ai+  ^  (~^tg«l+ÄaA)  -  0 


a*tgU  — 2A»-|-2arcot2i  —  0 

Dies«  in  h  biqaadratisclio  Gkichuug  hat  2  rcollc,  uud  unter  diesen 
uur  eioe  positive  Wurzel,  uäiulich: 


*  -  Va  Vttg'^+cot*2A+xcol2A) 

»«  -  3tg*A-).G0t>2A 
Nach  EintetZQDg  erhält  man: 

P  -  ey^f»C0t2AV'(tg«A-f  cot«2A+»cot2A) 

für  P—  1 

F  -  2rcot2A+4x) !  ^  • 

VII.  Priimatoid  von  der  Ilöho  h  auf  der  Basis  U  mit  2  pyra- 
midaleu  AufaaUuu  vgii  gleicher  Hoho  k  auf  beiden  Eudäächeu. 


Hier  ist 

=  -;g-(/*AH-fc;cot2^;   i''=  »aCr-j-g)  (3) 
Bedingangen  des  kleinsten  F  bei  coastantem  P  siud: 
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Nadi  EltnmatioQ  ton  dk  geben  ^io  CooflficieiiteD  der  anaVMMi8i8«Q 

Eliminirt  mtn  ^  und  niultiplicirt  mit     so  kommt: 
Zwiscben  A  und  A  hat  mau  vermöge  Gl.  (1)  (2)  die  Belation: 

(~tt«»A+ 1)  ^  ^icoi^n^i  (4) 

/l 

MuUipiicirt  mao  Uio  vorige  Glcichuug  mit  jj^  uud  eliminirt  k-^^^  so 
kommt; 

HierTOQ  das  Quadrat  gibt  nach  Eiaaetsiing  des  Wertes  von  k-^: 

Siiul  /i,*,  A,«,  A,'  die  Wurzeln  dieser  kabischeu  Gleichng  fUr  A*, 
10  ist 

tff'AtB*2A4-2u«-  3 

*>  V  V  i6(M«  --m«'  2i     >  0  w 

und  zwar  für  n  ^  3 
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Nach  Gl.  (8)  ist  für  n  >  3  eiD«  der  Wnrzeln,  z.  R  *,*  poBitir.  Ha 
adM  V*s^  POsiÜT  ist,  so  ist  nach  Gl.  (?)  V+V  «W^it,  folgKch 
sind  ftocb  die  Addenden  negttiv  oder  complex.  DvaiMeb  iit  lom 
dem  8  Wurzeln  h  iteu  ein«  nnd  nor  mm  reell  potiCiY. 

Fflr  n  —  3  wird  ein  A".  z.  B.  null,  daher  negativ, 
das  ist  Dur  für  reelle  Factoron  iiuiglii  b,  und  zwar  oflfeubar  ist  der 
pine  positiv,  dor  andere  negativ,  fulglicb  uur  ein  A  und  uur  eiot 
poeitiT. 

Vi9  Gkicboog  wird  in  diesem  Fnlle: 

und  bnt  die  einzige  poaitiTe  Wurzel: 

1  1/574-9  V97 

Nacbdem  der  Wsrt  von  h  gefuudeu  ist,  geben  die  Gl.  (4)  (3) 
eindeutig  k,  r  und 

Tni.  Priinuttoid  von  der  Höbe  h  auf  der  Batit  B  mit  einem 
pyramidalen  Aolaatz  Yen  der  Hobe  k  auf  einer  Endflicbe. 

Hier  iat 

na* 

P—  -^-(KA  +  i*)cot3l;   /•'-=  naCr-f  iacot2A-f  ig) 
Bedingongeo  des  kleinsteu  F  bei  coostaotom  P  sind : 

a<|»aA-fiaji)+2a«(|iA+j*)  -  o 

Nadi  Elimination  Ton  ^  geben  die  Coelfidenten  der  nnabbiagigen 
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^r^'^+  tq  <^0t'2A+  ^  cot  2A  H-  r  4-^5  =  ^'(2,.A  +  i) 
woraus  nach  Eliminatiou  von  q  uud  Multiplicatiou  mit  r: 

Hier  bind  /  und  r  durch  iliro  Werte  aus  don  Gl.  (4)  (2)  in  /i  dar- 
zustellen. Macht  mau  die  GK'k'huii;^  rational,  so  wird  sie  G.  Grades 
in  h\ 

Ikmcrkungon.  1.  Prismatoido  mit  prismatischen  AufeätTiPii  auf 
Kiidtlüchen  haben  keine  Obertlii(  tion-Minima,  weil  deren  erste  I'e- 
dingüii^ 

h  2i» 

unerfüllbar  ist. 

2.  Allo  rcgclniässigou  Polyeder,  nur  das  Dodekaeder  ausge- 
gcnummen,  sind  als  Spocialfällo  in  den  vorstehenden  enthalten.  I.  für 
«  —  4  ist  ein  Würfel,  II.  für  n  =  3  ein  Tetraeder,  III.  für  n  =  4 
ein  Oktaeder,  VI.  für  «  =  3  gleichfalls,  VII.  für  n  =  5  ein  Ikosa- 
eder.  Pa  die  Oberflächen  der  regelmässigen  Polyeder  Minima  für 
constanteu  Inhalt  unter  allen  gleichgeordneten  sind,  so  bestätigen 
dieso  5  Fälle  den  in  der  Einleitung  erwähuten  Satz  und  sind  zu- 
gleich Proben  der  Ucchuung. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Oberfläche  für  den  Inhalt  1. 


a 

I 

U 

m 

lY 

Y 

YI 

YU 

VIH 

3 

6,537 

7.-J06 

6,240 

6,227 

5,936 

5,717 

6,191 

5,589 

4 

ü 

6,G04 

5,719 

5.707 

5,410 

5,576 

5,253 

5,380 

h 

5,810 

6,395 

5,539 

5,527 

5,268 

5,549 

5,148 

5,339 

5,719 

6,275 

5,451 

5,440 

5,185 

5,541 

5,101 

5,318 

1 

5,667 

6,238 

5,402 

5,391 

5,139 

5,539 

5,075 

5.306 

ö 

5,634 

6,201 

5,370 

5,360 

5,108 

5,537 

5,' »56 

5,302 

* 

5,613 

6,178 

■ 

5,351 

• 

5,340 

• 

5,090 

• 

5,537 

• 

5,051 

• 

5,300 

• 

sei 

5,536 

6,093 

5.277 

5,266 

• 

5,019 

• 

5,536 

• 

5,019 

« 

5,266 

Das  absolute  Minimum  der  Obcrflächo  eines  Körpers  für  das  Volum 
Loa! 

F  =  4,83508  ■  ■  . 


6«t  amttantem  Inhalt. 


Difiten  kommt  das  Polyeder  VIT.  am  nftcbsten,  wiewol  erst  fftr 
«>  3. 

Die  die  Gestalt  der  3  letzten  Polyeder  bestimmenden  Abmes- 
suni?en,  welche  sich  niclit  so  einfacli  wie  die  der  4  ersten  allgemein 
ausiirUcken  lassen,  mag  folgende  Tabelle  geben. 


VI 

VII 

VIII 

a 

k;a 

a 

kxa 

kia 

a 

3 

0,816 

1,286 

0,711 

0,151 

1,361 

0,760 

0,153 

1,294 

4 

1,09G 

0,929 

0,766 

0,343 

0,969 

0,920 

0,348 

0,951 

5 

0,72410,851 

0,526 

0,77l|l,129 

u,5;{i> 

0,747 

G 

1,758 

0,5930,9aG 

0,G99 

0,640' 1,350 

0,704 

0,615 

7 

2,094 

(>,5()2 

1,074 

0,8G4 

0,546 

1,570 

0,868 

0,524 

8 

2,426 

0,436 

1,202 

1,023 

0,476 

1,821 

1,026 

0,455 

9 

2J54 

0^ 

1,831 

1,179 

0,422 

2,033 

1,181 

0,403 

Die  Werte  der  a  entspreehen  1. 
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VUL 


Ueber  Formelpaaie  der  mecb^juschen  Quadratur. 


Die  Bestrebungen,  einen  Anhalt  xar  SchätMing  <les  bei  Anwendung 
tiner  inecliAoiscbeii  Quadratarformel  bflgtogon^fi  Fehlers  lediglich 
durch  Hinzuziehung  neuer  Ordinaten  zu  gewinnen,  datiren  bis  auf 
Stirlings  Metbodn»  ditforoutialis  zorOrk.  Stirliitg  nahm  zu  den  Or- 
dinalen dfr  Cütesiscben  Fornnjin  und  zwar  isur  litTjenigeu  mit  un- 
gerader Onlinateozahl ,  deroii  U eberlege ii Ii t  ü  ihm  b('k:iuut  geweteu 
zu  sein  srbtint,  jt-  eine  Onliaatc  vor  der  Anfangi-  und  hinter  der 
FndordiQaCe  bai/.u  in  demselben  .Abstände  von  den  letzteren,  deu 
beiiachba,rte  Cotesische  Ordinalen  von  tiuaiider  haben. 

Die  zu  der  lo  virnnehrteB  Ordinatenzahl  gehörige  Quadratur- 
forme!  erhält  mau  aas  der  Cotesischen  durch  Addition  einer  Cor- 
rectioi),  deren  Hrosse  einen  ungefähren  Scblnii  auf  den  tibrig  blei- 
benden Febler  zulttesL 

Sei  lUgemeio  eine  Näbemngiform 


cim  iireito,  dnrcli  Hinsannhme  von  Ordinnten  TerTollkommnete  —  ü, 
ao  knnn  man  eine  beliebige  Anxahl  von  Qnadrntnrforineln  X  finden, 
welclM  denielbcn  Genauigkeitsgrad  von  il,  d.  h.  dtettlbe  Ordnung 
dea  eraten  Gliedea  der  Fehlerreihe  beeition,  wenn  man  tetxt 


Von 


Rttiolf  SkHtteli. 


a 
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Für  beliebige  a  wird  hierin  aus  den  Fehlerglicdern  die  in  A  uod 
aber  nicht  in  B  auftreteu,  eine  fortlaufende  Proportion  sich 
bilden  iMseo.  Durch  geeignete  Wahl  Ton  «  kaon  man  in  JT,  weichet 
in  allgtaelnen  sämtilehe  OnUnntan  enthftU,  die  in  S  anftreCen,  eine 
oder  falls  A  vnd  B  wie  bei  Cotes  symmetriaeh  gebant  aiad,  iwei 
Ordiiiaten  lum  Verschwinden  bringen. 

Die  nencrding*i  mehrfach  aufgcstellt(>n  Formelpaarc,  d.  h.  P»are 
von  mecliauischcti  Quadraturformeln,  welche  den  wahren  Wert  einei 
bestimmten  Integrals  mit  mehr  oder  minder  grogser  Wahrsclieiulich- 
keit  zwischen  sich  einschliesscu ,  sind  nun  nichts  anderes  als  zwei 
solche  Nftberungen  A  und  X  mit  positivem  «r,  und  die  obige  einfache 
Qleiebnng  wird  nns  sehr  schnell  inr  Einsicht  von  der  UayolUcommon- 
beit  der  vorhandenen  Formelpaare  nnd  xnr  Aufstellnng  der  denlcbar 
sweckmftssigsten  führen. 

Die  t^r  len  Fornielpaare  teilte,  so  weit  mir  bekannt  ist,  Herr 
Ligovvski  im  oSten  Dande  dieser  Zeitschrift  mit.  Er  hatte  ent- 
weder zu  vorhandenen,  teils  aiigemeiu  hekauuteii,  leiis  vun  ihm  beihst 
gefnndenen  4  ffir  «  =  1  ein  JT  berechnet ,  welches  im  allgemeinen 
keine  von  den  Ordinalen  enthielt,  die  ia  A  vorkamen,  nnd  swar  so, 
daas  der  Fehler  von  M  aar  ein  Glied  weniger  hatte,  als  die  von  A 
und  X;  oder  er  halle  sa  vorlmBdeneB  A  nnd  Xvoa  gleicher  Fehler- 
ordanng  den  Factor  «  bestimmt,  fDr  dea  sich  in  der  Summe  A  -{-«tX 
die  ersten  FeUeiiglleder  beben.  £r  gelangt  so  trots  Anwendnug 
irrationaler  Constauten  in  JC  zu  einem  Mittelwert  B  mit  geringerer 
Genanigkeit  als  sich  ?ermittclst  der  in  letzterem  auftretenden  Ordi- 
naten  durch  Newtonsche  Quadratur  erzielen  lässt;  dass  er  aber  den 
Wert  B  überhaupt  nicht  als  selbständige  Qaadraturformel  anffasste, 
l/Fht  wol  am  kUratcn  daraus  hervor,  dass  er  als  Resultat  „vielen 
iü^chnens''  liui  h  rwei  Quadraturforrnelu  mit  je  4  zu  rationateü  Abscis- 
senwerteD  geiiorigeu  Ordinalen  augiebt,  von  denen  zwei  beiden  ge- 
meiBbcba/dich  sind,  und  bei  denen  ich  daraaf  aufmerksam  machte'), 
dasii  ihr  Mittelwert  Ii  die  Cotesiache  Formel  für  G  ÜrdiuaUu  ist^ 
also  wenigstens  den  Geuanigkoitiigrad  besitzt,  den  mau  mit  den  iu 
ihm  vorkommenden  Ordinaten  erreichen  kann.  Eines  grossen  Becb- 
aungsanftraadea  bedarf  es  hier  dnrchaos  nicht  Denn  liast  man 
einfach  von  den  Ordinaten  einer  Cotesischen  Formel  B  sine  oder 
mehrere  fort  nnd  berechnet  nach  Newton  die  C^efBcienten  far  eine 


1)  ^reitarbeit  1 89 1,  MuMScript  In  dv  BibUttthvk  «Irr  KgL.TttCho« Hoeh- 
»ckMle  in  Cliarlottanbarg. 
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Quadraturformol  A  mit  den  übrigeu  Ordiuateo,  so  erhält  mau  X 
ohue  weiteres  iu  der  Form 


worio  a  beliebig  ist,  aber  aweekmAsaig  nach  eia«r  obigen  Benerkuig 
gewibU  wird. 

EiiRT  lU'siircclmiig  der  Radauschon  Formelpaaro  *)  will  ich  oino 
kur/.c  L'oborüiclit  Uber  die  Gaassscho  Ordinatcnwalil  vorausschickeu. 

Nach  Gauss  sind  bekauntlicU  bestimmte  IntQgralo  einer  gauzen 
rationalen  Function  vom  ('2n— l)teu  Grado  bei  passender  Wahl  der 

•/.u^'eliörigfU  Werte  der  unabhängig  VcründcrllLlicu  schon  durch  »» 
Fuuctiüuswerti'  i/t'u't'hcu.  Dieser  Satz,  den  man  aus  hier  nii^bt  in 
Betracht  kommeudcn  Gründen  wol  überall  uuter  Anwendung  dtr 
Lagrangeschen  Interpotntionsformel  bewiesen  findet,  ergiebt  sieh 
uebst  den  Gleichungen  für  die  Werte  der  Abscfsse  recht  unmittelbar 
bei  Anwendang  der  Cotesischeu  lutcrpolalioasformel 


worin  J^^Q  den  rten  Diffareasenqnotienten  ans  den  r-|>l  Werten 
ytt  9i  bis  berechnet,  bedentet,  nnd  welche  genaue  Reankate  giebt 
für  ganae  nlioDale  Functionen,  deren  Grad  niedriger  iit,  als  die 
Ansahl  der  anf  der  rechten  Seite  berechneten  Glieder.  Ihre  Inte- 
gration liefert 


Will  man  nun  aus  «  Werten  das  Integral  einer  Function  von 
höherem  als  dem  (n— l)teu  Grado  genau  berechnen,  so  muss  man 
so  viele  der  Cücfficiontcn  von  ^/••yo,  ^'•+*»/o  f'^^.  als  möglich  gleich- 
zeitig verschwinden  lassen,  was  nach  Jakobi*)  bowirkt  wird,  wenn 
man  ebensoviele  der  Integrale 


I)  Cooipcw  iMdM  leao  eia« 
t)  CfdlM  Jooraal,  Bd.  I. 
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■.  8.  f.  swiielien  deoselben  Grensen  mm  TenchwtndeD  bringt  Yon 
diesen  Öleiehnngen  können  n  dorch  Disposition  fiber  die  n  Werte 
%  bis  ttm-t  erfUlt  werden,  wodarch  dann  offeuber  der  Grad  der 
genaa  integrirbareu  ganzen  rationalen  Functionen  vom  (n  — l)ten 
aof  den  (2h— 1) ton  gehoben  wird.  Dann  aber  kann  das  Integral 
bei  ^'**yf)  auf  keine  Weise  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  da 
dies  bei  Jnkobiscber  Bedttctiou  noch  auf  dio  uanmebr  aaerf&Ubare 
Bediiigaug 


fahren  wfirde.   Man  ersieht  hicrauSf  dass,  wenn  n  Ordinätcn  in 

obiger  Weise  bestimmt  worden  sind,  und  der  Genauigkeitsgrad  der 
gefundenen  Quadraturformci  durch  neue  hiozugenommcne  Ordinaten 
erhöbt  werden  soll»  hicrzd  n-f-l  Ordiuaton  notwendig  ond  aas* 
reichend  sind. 

Oad  Ton  den  •  Werten  nnr  r  disponibel,  so  kann  ninn  dieselben 
to  bestiminen,  dass  die  Integrale  bis  zum  rten  einschliesslich  yet^ 
sebwinden,  d.  b.  dass  die  zugehörige  Qnadratnrformei  fttr  Fnne- 
tiene«  vom  (»-f  r— l)ten  Grede  genaue  Beenltate  giebt 

Badnb  stellte  den  Gäutseben  Formeln  für  m  Ordinaten  eolcbe 
mit  (m+I)  anderen  gegenflber,  von  weleb*  letzteren  er  swei,  nftns* 
liefi  AnfiiDgs*  nnd  Endordidate  des  Interrälls,  willkfirlieb  annabni} 
Bib  ttbrigen  sind  nddi  deni  voirbbi*  gdiendeii  bestlüiint,  dä  die  Febler- 
ofiinnntf  4ib  der  Gansstfeben  FOrniel  sein  ibll. 

Er  berechnete  ferner  die  ersten  Feblerglieder  boider  Formeln 

nad  fiui^  dass  man  den  Factor  •  allgemein  gleich        zd  nebmen 

bat,  nm  den  Grad  der  mit  B  genao  integrirten  ParabeUi  Aber  Dm— 1 
xa  beben.  Di^  er  im  ganaen  2fn4-l  Ordinaten  benntst,  so  ist  die 
Geaanigkeit  wenigitens  Iftr  die  so  gewftblten  Ordinaten  so  gross  als 
»OgUcb« 

Indessen  ist  es  klar,  däss  bei  anderer  Wahl  der  m  -f  1  Ordl. 
näien,  ibsbesohdere ,  Wenn  man  von  der  willkUrlichca  Fcstsetzuug 
zweier  von  ihnen  absieht,  Formeln  B  mit  viel  höherer  Genauigkeit 
sieb  aufstellen  lassen.   Bei  geeigneter  Wahl  aller  m-^l  Ordinaten 

Ana.  4.  Ihtk.  a.  rfcj«.  2.  Rtih«.  T.  Uli.  e 
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kann  man  zum  Poispiol  cino  Formr  1  A'  aus  ihnen  bilden ,  welch© 
denselhen  Genauiglioitsgrad  und  überdies  dieselben  Verhältnisse 
zwischen  den  drei  ersten  f'ehlcrgUedeni  wie  die  Gausssche  Formol  A 
aufweist.  Dürfen  fi-rner  auch  ;>  von  den  in  Gaussschcn  Ordinalen 
in  die  Complemoutiirlonnel  eintreten,  so  kann  man  durch  Wahl  der 
in-j-l  anden  ii  Onlinaten  ;>4~3  Verhülfnisso  übri .  insttniniciid  machen. 
Setzt  man  jcdinh  liir  p  /w  die  /»-j-'i  ProportioiuMi  uiul  'Jm  —  1 
suiistigcii  Glekhuugcu  au .  m  wird  die  Coiiiiik-ineiitiii  rürm»_'l  ideu- 
tisch  mit  der  Gaussschea  —  »  der  Factor  «  erliiilt  dea  Wert  —  1 
und  in  der  Olcichuu;,' 

wird  B  Qubestimrot.  Am  bequemsten  gelangen  wir  sa  der  gflnatig- 
stcu  Cüroplementtrforniel  wieder  durch  die  obige  Betrachtang.  Wir 
haben  gesehen,  dass  m-\~l  Ordinalen  erforderlich  sind,  am  dio  Ge- 
nauigkeit einer  (Jaussschen  Formel  mit  m  Ordinalen  zu  steigern, 
und  dio  stets  aus  m  gegebenen  und  zu  wilhlendcu  Ordinalen 

eine  l-unm-l  hiTge.strllt  weiden  kauu,  wcltihu  Fuuctiouca  vom 
(^R)-|-l)teu  Gradu  gcuau  lutcgrul. 

Ist  also  A  dio  Gausssche  l'unael  mit  m  ürdiaateu ,  ß  die  ver- 
jüngte Formel  mit  2m-{-l  Ordinalen  und  Genauigkeitsgrad  3»i-)-], 
Bo  giebt  es  cino  unendlicho  Anzahl  von  Formeln  X  mit  im  allgemei* 
Den  2m  1  Ordinalen,  worunter  m  Gannsehe,  welche  den  Oenaaig- 
kettegrad  *2m  —  l  besitzen.  Die  letzteren  haben  also  geringeren  Ge-> 
nanigkeitsgrad  als  vermittelst  ihrer  Ordinaten  erzielt  werden  konnte. 
Diesor  Uebolstaud  kommt  indessen  in  Wegfall,  wenn  man  Aber  « 
wieder  so  disponirt,  dass  iu  X  von  den  'M-^-l  Ordiuaten  eine  oder 
zwei  nicht  auftreten.  Bei  unserer  Formel  spielt  auch  die  aus  Gauss* 
Kritik  der  Cotcsischeu  Formeln  zu  entnehmende  Tatsache  eine  Rollo, 
dass  der  Genauigkeitsgrad  von  Quadraturformelu,  deren  Ordiuaten 
symmetrisch  im  Intervall  stehen,  stets  durch  eine  ungerade  Zahl 
dargestellt  wird,  ein  Satz,  welcher  sich  übrigens  leicht  mit  Ilüifo 
der  Cotcsischeu  luteriiulationsformei  und  der  Jakobisclicn  Keduction 
beweisen  lasst  Hiernach  ist  der  Genauiykeitsgrad  unserer  Forniel, 
wuua  U//<-|-l  eine  gerade,  also  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  nicht 
öm-^i^  soudero  '6m 2, 

Der  Werl  von  Pormeliiaaren  iiberhaupt  darf  uicht  überschätzt 
werden.  Inc  Beibringung  eiuej»  streugeu  Beweises,  ilass  dio  beiden 
Näherungen  den  wahreu  lutegralwcrt  wirklich  ciuschliesseu ,  wird 
last  ausnahmslos  ausserordentlich  schwierig  and  zeitranbend  sein. 
Mit  der  Anzahl  der  Feblerglieder ,  die  in  A,  aber  nicht  in  B  anf- 
trcton,  wAchat  zwar  im  allgemeinen  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
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Einscbliossung  erfolgt,  zugleich  aber  auch  das  Missverhältniss 
zwischen  der  Differenz  der  ^iälieruugswerto  uud  dem  wirklichoa 
Foliler  des  Mittelwertes. 

Zur  Erlftuteruiig  vorstehoader  Aosfabrungoa  mögen  folgende 

Recbnnngsresultate  dienen.  Die  zwcckmässigstc  Coinplementarformel 
za  Gauss'  Formel  mit  3  Ordinalen  auf  eine  f^auction  /(«)  im  Inter- 
vall —1  bis  +1  angewendet,  laatet: 

+1 

y  fix)tlx  «  0,202o3ö96iÖ3j/{— 0,9G049126!i71) 
—1 

+  /"(-f  0,960  491 268  71)]  -f 0,776  815  854  70  [fi  -  (»,434243  749  24) 
+ A+0,434243749  24)] +0,0U  29036693[  AO)] 

Bier  ist  o  ==  1,06920005000  ro  nehmen. 

Fflr  den   Ioguat2  =  (,693 1471805G   findet  man  mit  3  Gaass- 
sehen  Ordinalen 

A  -  0,09312109  512 

mit  obiger  Formel 

JT  — 0,69317101827 
all  Hittelwert  mit  7  Oi^inaten 

0,69314718049 

Radau's  Complomeutärformcl  mit  4  Ordinalen  gicbt  den  Nähe- 
mogawert 

JT»  0,69318181818 
den  Mittelwert  (mit  a  »  }) 

27  — 0,693 147 4<»)99 

iUUau'ä  Mittelwert  mit  11  Ordinateu,  a.  a.  0.  von  ihm  selbst 
mitgeteilt,  ist 

0,69314718070 

also  noch  iiunier  ungonaner  als  der  obigo  mit  7  Ordinalen. 

Obgleieh  der  GenaoigkeitsgnMi  der  Ganssschen  Formel  mit  7 

Ordinalen  nm  2  höher  ist,  als  der  der  oben  aofgestellten,  so  ist  in* 
«       folge  Icleinerer  Fehlergliedcoefficienten  der  letzteren  die  numerische 
Giöese  des  Fehlers  bei  beiden  nnr  wenig  unterschiedea,  denn  die 
Gaoflssche  Formol  mit  7  Ordinaten  ergiebt 

lognat2  -  0,698 14718054 
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Oppeuhtimen  Uther  eiiie  Btktuiihmg  tiutr 


Uelicr  eine  Jiehandluiig  einer  Ciirve  4.  Onlniing 
und  der  aligemeinen  Gurve  8.  Ordnung  mittelst 
Kcgelschnittcoordinaten. 

Von 

Hermann  Oppenbolnnr, 

Dr.  ph.  In  nambnrie. 


In  den  rliosjnhrigon  Mitfonunpon  der  mathematischen  Gesellschaft 
in  Hamburg  habe  ich  eine  neue  Methode  der  Behandlung:  des  Kegel* 
schtiitts  erörtert,  die  auf  folgeadeu  Krwi^;aDgca  beruht: 

Drei  Pttre  entspFechender  Pnnlite  in  zwei  penpeetiTischeii 
ebenen  Systemen  Hegen  auf  einem  Kegelschnitt  JT.  Solche  sich  selbst 
in  beiden  Systemen  entsprechenden  Kegelschnitte  JTgiebt  es  also  od*. 

Darch  zwei  i*aare  sich  entsprechender  Punkte  gehen  an  einen 
dieser  JC  zwei  andere,  A'  \  die  ihn  doppelt  berühren.  Hält  man  nun 
einen  ^  and  irgend  ein  Puuktpaar  — fest,  so  besteht  zwischen 
den  K  doppolt  berflhrenden  Kegelschnitten  K'  dnreh  A^^Af  nnd 
den  Pnnktpaaren  nnf  K  einerseits  und  den  Tangenten  nnd  Pnnkten 
▼on  K  anderseits  eine  vollkommene  Analogie^  wenn  wir  den  Ponkton 
die  Ponktpaare,  den  Tangenten  die  doppelt  berfthrenden  Kegelschnitte  • 
entsprechen  lassen;  der  Verbindungslinie  zweier  Paukte  entspricht 
sodann  ein  sich  selbst  entsprechender  dnrch  A^—A^^  der  zwei 
Ponktpaare  vcrbindot  nnd  dem  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  das- 
jenige Ponktpaar,  das  zwei  doppelt  berfthrende  K*  ausser  Ai-^Af 
gemeinsam  haben. 

Ich  habe  in  der  erwähnten  Note  an  der  Hand  von  Bdspielen 
aosgefahrt,  wie  sich  amtliche  Sfttse  zwischen  den  Pnnkten  nnd 
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Tangenten  voD  K  auf  dio  Panktpaare  und  doppolt  berübronden 
Kegolscboitte  übortraf^on  lasspu.  Ich  will  diese  neuen  Coordinatcn 
kurz  „Kegelschnittcoordinatf  II  -  nouneii  und  dio  Kogelsclmittc  K' 
darcb  >f,  —  J^,  deren  Function  in  unserer  Pnnktpaarebeuc  analog 
dor  Faoctiou  der  Goraden  in  der  Punktebene  ist,  „Kegelschnitt* 
strahl." 

Im  folgondon  will  icb  eiuo  oigcnartige  nod  die  uUgomciiie 
€fi  mittelBl  dieser  neuen  GoordiiMiten  behandele. 


1. 

Bedeben  wir  zwei  BQscbel  sich  selbst  cntspreehender  it  pro- 
jectiviscb  aufeinander,  so  erzeugen  sie  im  allgemeinen  eine  C*. 
Fasse  ich  einen  der  beiden  Bflscbel  als  Eegdsebnittstrahlenbllschel 

auf,  betrachte  also  dio  C  als  erzeugt  durch  einen  Eegelschnitt- 
büschel  nnd  eineu  Kegcischuittstrablenbüschel,  so  kann  ich  dieselbe 
damit  in  Analogie  mit  der  allgemeinen  bringen,  dio  ja  erzeugt 
wird  von  einem  Ke{?(^1?cbnittbüschel  und  einem  projcctivischcu  Strah- 
lenbüschcl.  Ich  werde  also  aucli  alle  Sütze  zwischen  Pmikton  und 
Tangenten  der  6'^  auf  die  Punktpaare  und  doppelt  berührenden 
Kegelsthüitte  der  C*  übertragen  dürfen.  — •  Dabei  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  ein  beliebiges  Punktpaar  der  als  dasjenige  ausge- 
zeichnete Punktpaar  —  gcwuiilt  werden  kann,  durch  das  wir 
das  Kegelschnittuetz  legen,  welches  mit  dem  Geradeuuetz  der  Punkt- 
ebene  in  Analogie  stehen  soll.  Es  mögen  zur  Erläntcning  einige 
Uebertragungen  von  Sfttzen  der  angeführt  werden  —  wir  greifen 
als  das  ansgeseiebnete  Punktpaar  irgend  ein  Punktpaar  Ai  ~Af  der 
0>  heraus. 

a)  Durch  irgend  ein  Punktpaar  M^  —  M,  der  Ebene  gehen 
sticlis  Kegelschuittstrahlon,  dio  die     in  einem  Punktpaar  berabreu* 

b)  Irgend  ein  Kegelsdinittstrabl  JTj  sehueidet  auf  der  noch 
Pouktpaare  B^'^Btt-  ~^s>  A~-^t  ^'^^  Kegelschnitt- 
strahlen,  die  resp.  iu  i^,— -ö«,  ^|-<?t»  die  C*  berühren, 
tehaeiden  jo  ein  weiteres  Punktpaar,  resp  B^' —  Ci—C^\ 
D^'-^D^*  anf  der  C*  aus;  B^'—B^',  C,'— C/,  D^'—D.;  liegen  auf 
einem  nnd  demselben  Kegelschnitt  K^.  ist  die  Begleiterin  von 
1^  (cf.  Saimou-Fiedler  5.  Kap.  Art.  50). 

c)  Es  ^ebt  neun  EegelschnittstrahteD,  die  die  in  jo  einem 
Punktpaar  oscnllren.  Verbinden  wir  zwei  dieser  Inflexionspunkt- 
paare  durch  dnen  Kegelsehnittstrahl ,  so  geht  derselbe  durch  ein 
drittes  Inllexionspnnktpaar. 
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Opptiihc  i  mert  U^btr  rine  Bthmdlung  eintr  C* 


So  Iftsst  sich  die  gauzc  Tlicorio  iler  auf  ilioisu  ubtr- 
tragoii. 

Anmerkung.  Man  könnte  fragen,  ob  die  sprachliche  C*  dio 
allgfiDrinc  vom  (icsclilrchto  3  ist,  oh  also  umpokehrt  jtulo 
sich  st'lb.st  ciitsprcihciiüc  Curve  in  zwei  jinijtH'tivischeu  iiiici  iiivuln- 
torisch  lioponden  cbpiicn  Systemen  soim  kann.  Dass  das  iiidit  ilrr 
l  ali  j^^l,  foIi(t  z  IV  niis  der  I,a£jo  iinst  ror  C  zum  CoIIineationsceu- 
trum  V:  vuu"/*  gehen  vier  ciufatiic  Taugentni  an  die  C**,  deren  IJe- 
rUbriingspunkte  auf  liegen,  und  i  Düppeltauj^eiiteu,  die  in  je  einem 
Punktpaar  taugircii.  Bei  der  ullgcnieiucu  werden  vier  DoppeU 
taugeutou  im  idlgemdocn  uicbt  ciiion  ScbuiUpankt  haUon. 

3. 

Zwei  iJuicliel  ^ieh  j^eibst  t'iitt»j»riebci»(Ur  A'  mögen  zu  Basis- 
punkten  resp.  die  I'unktpaare  ^,—^-1  u»d  A^' ~Ai\  li^'—RJ 

habeu.  Liegen  A^—A^  und  Ai—A^'  auf  einem  und  deuiöi  Ib  n  b^tralile 
durch  r  —  die  andern  beiden  Tuiikipaarü  aber  nicht  —  ,  uud  be- 
zicbon  wir  die  beiden  BQscbel  iu  der  Weise  projectiviscb  aufein- 
ander, dass  die  beiden  zorfatleuen  Cnrvon,  von  denen  der  Strabl 
{Ai  —  ils,  Ai  -  A%')  ein  Teil  ist,  sich  selbst  entsprechen,  dann  ist 
dieser  Strahl  ein  Teil  der  der  Best  ist  eine  C*.  Fassen  wir 
nnn  den  einen  KegelscbnittbQscbel,  etwa  den  der  ^iA^—At^  Bi—B^\ 
als  Bflschel  ¥on  Kegelschnittstrablcn  anf,  so  werden  wir  dio  Punkt- 
paaro  dieser  C  nnd  die  sie  doppelt  berührenden  Kegelschnittstrahlen 
in  Analogie  setzen  dürfen  mit  ihren  Pnnkton  nnd  Tangenten. 

Die  sprachlicLü  O  ist  eine  iu  beiden  Systemen  sich  selbst  cut- 
sprcchcude  Curvo.  Es  ist  von  lutcresse  zn  uutersucheu,  ob  diese 
Ca  besondere  Eigenschaften  hat,  oder  ob  nicht  umgekehrt  jede  alU 
gemeine  C*  eine  sich  selbst  entsprechende  Corvo  zweier  pci  spcctivi- 
sehen  und  involntorischen  Systeme  sein  kann. 

Diese  Frage  erledigt  sich  durch  folgcudc  Erwdguugcn; 

Irgend  zwei  einander  entsprechende  Corven  der  beiden  Bttschel 
mdgen  sich  in  den  Pnnktpaaren  C| -  Ct%  Ci—Cf'  schneiden. 

Danu  ist  offenbar  das  Coliincationscentrum  P  der  bei'j;eorducle 
Best  zu  Cj-Cj,  f\'-'('t''  J^'"»  irgend  eiu  Kegelschnitt  durch  diese 
zwei  Puuktpaare  trifft  die  C^,  dio  ebenso  wie  der  Kegelsclinitt  eine 
sich  selbst  entsprccbeudc  Curve  ist,  in  eiiicin  weiteren  riiuKtpaar. 
l>i(^  VerMn(lnn'4slinien  r  P;iare  entspict  bendt  r  Punkte  gelten  aber 
durch  das  Cglüncatiousceiitruni.   ^'un  schucideu  sich  abiT  dio  Ver- 
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biuduugslinicn  C,  C,  uud  C\' C^'  der  vier  Punkte,  von  dcQCti  P  bei- 

pr»»r(ln<*tor  Kcst  ist.  stlbst  in  /*.  Das  ist  mir  möglich,  wenn  /'  In- 
Jlv-xioiispHitkt  der  6^  ist  Das  steht  mit  folgender  Eigenschaft  allor 
üicli  selbst  eutsprecbeudcr  Curvcn  im  Einklang. 

Von  dem  Colli neationscontrnm  /*  aus  kOnnen  wir  zwei  Arten 
Ton  Tangenten  an  dieselben  legen:  einfache  TaiiKenicii,  deren  Bo- 
rtthrongspunkto  auf  dor  Centralaehse  liegen,  nnd  deren  Zahl  also 
gleich  derOrduung  der  Cnnro  ist,  und  2n(niche  Tangenten,  diealle- 
nal  in  Pnnktpaaron  berühren. 

Da  fttr  nnsoro  2n  fache  Tangenten  nicht  in  Betracht  kommen, 
geben  also  von  /*  ausser  der  Tangente,  die  in  /'  bcrülirt,  drei  Tan- 
genten an  die  C\  deren  Berührungspaakto  atif  der  Colliucations- 
achso  ]t  Hegen.  Nun  wissen  wir  aber  omgclvehrt  aus  di-r  Theorie 
6"*  (Salmon-Ficdlor ,  Theorie  der  Curvcn  Art.  171—172»,  dass  ein 
ho  vcrcigcnschaffctrs  Paar  von  Elemciitcu ,  wie  das  Colliueations- 
ccatrum  /'  hü  i  die  Ai'iiso  j)  ein  IiiMoxionspnnkt  und  tlio  ihm  zugc- 
höriLjc  barniouische  Polare  sind:  von  rincni  Intlixionspuukt  gehen 
au  die  C*  drei  Tangenten  (ausser  der  Intlrxionstangeutu),  deren  Be- 
rührungspunkte anf  der  harmüni.schcn  Polaro  licgon,  irgend  ein  Strahl 
durch  den  InÜexiouspunkt  schneidet  in  eiuein  wcitcrou  Paar  von 
Punktes ,  die  dnrch  die  harmonische  Polaro  harmonisch  von  dem 
Inflexionspnnkt  getrennt  werden  u.  s.  w. 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resnltate; 

„Jode  ist  sich  selbst  entsprechende  Curro  In  nenn  Paaren 
perspektivisch  nnd  involutorisch  liegender  ebener  Systeme,  nftralich 
in  den  Systemen,  die  einen  Infloxionspnnkt  and  die  zugehörige  har- 
monische Polaro  XQ  Gollincationscentrnm  ond  CoUineationsachso 
haben/* 

Damit  hat  unsere  neue  Methode  der  Behandlung  der  C  eine 
erbühtc  Bedeutung  gewonnen. 

Wir  wollen  zur  Vcranschanlichung  dieselben  Siltze,  die  wir  von 
der  6"*  auf  die  C*  übertragen  haben,  nun  auch  für  die  anführen. 
Das  ansgezoichncte  Punktpaar  A^  —  A^  kann  beliebig  in  der  Ebene 
iuuerhalb  oder  ausserhalb  der  angenommen  uerden  (.weil  ich  ja 
von  dem  Büschel  der  Kegclschnittstrahlen  A'i/l,— /lg,  ßi — Ji^)  das 
Punkfpaar  ^,  -A,  ausserhalb  der  oder  das  Punktpaar  1S^~- li^ 
auf  der       als  das  ausgezt.'iohuotc  Punktpaai  uälilou  kann: 

a)  Durch  irgend  ein  Punktpaar  M^—M^  der  Ebene  gehen  sechs 
Kegelschnittstrahlen,  die  die  C  in  einem  Pnnklpoare  borahren. 
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b)  Irgend  ein  Kcp^olschnittstrahl  A',  schneidet  auf  der  C'^  drei 
Punktpaare  i^j  —  B^,  C\  —  Cj,  /),  —  I\  aus.  Liie  drei  Kegelschnitt- 
Strahlen,  die  die  C*  resp.  in  ~  f 'j  —  C«,  />|  —  /),  bcrttbren, 
Bcbneiden  jo  ein  weiteres  Panklpaar,  resp.  Bt,  —  B^\  C^'—CW 
auf  der  Q  aas;  B^  -^B^\  C'i'-cV,  D^'-D^*  liegen  nnf 
einem  nnd  demseiben  Kegelselinitt  Kt^  a',  ist  die  SegteUerin 
von  Kl, 

e)  P^s  gieht  Kegelschnittstrahlon,  die  die  r*  in  je  einem 
Punktpaare  osculiren.  Verbiudou  wir  zwei  dieser  iDticxioosponkt- 
paare  durch  einen  Kegelscbuittstraiil,  so  gebt  dieselbe  durch  ein 
drittes  lullcjuonsponktpaar. 

Hamburg,  Jannar  1894. 
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X. 


1. 

Die  geodätische  Lmio  auf  den)  Cylindcr  ibl  durcli  zwei  Punkte 
A  nnd  B  bestimmt,  wenn  zogleicb  dio  Anzahl  n  der  vollen  Umgänge 
gegeben  ist,  die  dor  eine  Ponltt  machon  moss,  mn  in  den  anderen 
in  gelangen.  Mflssle  der  Punkt  A  um  die  Gylinderacbae  um  den 
Winkel  w  gedrobt  nnd  bieranf  am  a  geboben  werden ,  nro  n^cb  B 
wu  gelangen,  ao  «gibt  dcb  dio  Gangb^be  h  der  Scbranbealinie  ans 

360(0^ 

wobei  w  in  Graden  dngesetxt  werden  mflsste. 

Constructiv,  oiinc  jede  iicchuung,  l&sst  sich  die  Aufgabe  wie 
folgt  loseu: 

£8  sei  Fig.  1.  AMNO  die  abgewickelte  Mantelfläche  des  Cy 
linders,  B  der  Punkt,  in  welchen  mau  von  A  aus  nach  n  Umläufen 
gelangen  soll.   Ist  AC  der  erste  Umgang  der  Sci^raabenliiiio  in  der 

Abwickelong,  also 

*  MC  -  % 

die  GangbAbe,  so  erb&lt  man  den  dnrcb  B  gebenden  Scbranbeogang, 
wenn  man 

AD  nh 

mackf,  iin4  i>  mit  i»  TOrbindet  Bei  frillkjBrlid^er  Wabi  d^  4C 
wird  pber  BD  nicht  parallel  zit  AC  seifi,  nnd  npr,  urepn  dies  ifatt« 
findet»  die  Aa%|bj»  geUpt  spip. 
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Bezi'klinrt  man  dru  Scluiittpunkt  von  DC  m\i  der  vcrKlngortcil 
A.\/  mit  J\  so  ist  P  bei  der  Variiruug  d<  s  fi  ein  fester  Punkt,  dcuQ 
bezeichnet  man  den  Umfang  AM  des  Cyliudurs  mit  m,  so  ist 


Iii  Fiilge  drsj^rn  ist  bei  Variiruug  dos  h  die  Puiditreibu  D  pcr- 
spectiv  zu  jeiu  r  ('.  Zic  ltt  mau  durch  //  iimner  eine  Parallolc  /u 
AC^  welche  A(>  in  D'  scluicidtf,  >o  is-t  Straliieubüschel  J^C.  .  .  ) 
congrucut  jriuni  Ii[r)'  .  .  .  ),  d.ilicr  l'unktrcibo  D'  projfctiv  mit 
jener  C\  und  deuiuach  uacli  iVulion  m  auch  uitt  jcucr  Jk  Fallt  /> 
mit  V  zusainmcu,  so  ist  Biy  i  At\  und  dcniuach  die  Aufgabe  ge- 
lOst  Miin  hat  daher  imr  den  im  Endlichen  befiudlichen  DoppoU 
punkt  der  beiden  fthnlichou  Ponktrcihcn  D  nud  suchen.  Ilaxn 
benötigt  man  noch  ein  Paar  liomologo  Puuklo.  Dieso  sind  aber  A 
und  A\  .wenn  BA*  |  AM  gesogen  wird.  Schneidet  die  verlfiugerto 
A'Il .  .  .  MN  in  Ä\  ist  ]  AM,  so  ist  der  Schnittpunkt  der 
Verbindungslinien  AA'*^  Dty  das  Ceulrnm  der  Perspeetivilätder  Punkt- 
reibcu  J2>.  .  .  und  A^D"  .  .  .  ,  daher  J  dt  r  verlangte  hopiu  l- 
puukt^  uriin  SJ  ]  AM.  Die  durch  A  zu  Jß  gezogene  Parallele 
sdiiiuidet  hierauf  auf  MS^  von  M  aosgerccbnet,  die  verlangte 
Gaughöho  ab. 

Wicu,  im  März  IbUa. 

Wilhelm  Rnlf. 


2. 

Heber  eine  Brseugnngswelse  der  Hyperbel  als  Enveloppe. 

Ein  Kreis  und  zwei  parallele  gerade  Linien,  io  derselben  Ebene 
liegend,  sind  gegeben.  In  dem  Kreise  wird  eino  Sehne  von  gegebener 
Länge  gezdcbnet,  und  durch  deren  Endpunkte  zu  einer  bestimmten 
Richtung  Parallele  gezogen,  wodurch  ein  Parallelogramm  entsteht, 
dessen  Diagonalen  eino  Hyperbel  einhollen,  wenn  die  Sehne  von 
eonstanter  Lange  varürt. 

Beweis.  Es  seien  Fig  1.  O  und  L  die  parallelen  geraden 
Linien,  K  der  Kreis,  R  die  gegebene  Richtung,  Man  zeichne  zu- 
nächst jene  Sehnen  AB  und  DC  von  gegebener  Länge,  die  auf  der 
Richtung  R  senkrecht  stehen.  Hierauf  ist  AD  \CBtR  und  es  ent- 
steht das  Parallelogramm  EFHJ^  von  dessen  Diagonalen  EH  und 
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später  gezeigt  werden  soll,  dass  sie  die  Asymptoten  obiger  Hy- 
perbel siud.  Ist  forner  MN  irsoinl  vinv  der  Suhuuu  von  constaiiUT 
Länge,  welche  bekanntlich  einen  Kreis  A''  berühren»  so  schneidet 
diese  die  Sehnen  AB  und  CD,  beziehungsweise  deren  Verlängerungen 
in  di'u  Punkten  O  und  P.  Zieht  man  dur<  Ii  die  letzteren  Parallcio 
zu  A*,  80  erhalt  mau  aul  den  niajjüiiülcw  .//•'  und  Elf,  beziehungs- 
weise auf  ihrer  Yerlilngerung  die  Schnittpunkte  O'  und  P\  von  deren 
Yerbinduugslinio  sogleich  gezeigt  werden  soll,  dass  sio  oino  Tan- 
goDto  Jener  liypcrbd  ist,  deren  Asymptoten  die  Diagonalen  JF  nnd 
EH  aind. 

Da  MN  eine  variircndo  Tangente  des  Kreises  X'  ist,  so  scliucidot 
sio  die  festen  Tangenten  AB  nnd  J)C  desselben  Kreises  in  den  pro- 
joctiven  Punktroihcn  O  und  F,  Durch  die  Parallelen  zu  iZ  werden 
diese  projectivcu  Puuktrciheu  auf  die  Diagonalen  JF  und  EU  Ubcr- 
tragcu  daher  ist  auch  dio  Punktreihe  O'  proj.  J".  Die  Verbindungs- 
linien der  homologen  Punkte  nnd  P'  dcrsclbni  hüllen  demnach 
tinrn  Kecelschnitt  ein,  der  auch  die  Träger  JF  und  KU  berührt. 
!■  uüt  O'  in  den  Schnittpunkt  T  der  Tröger,  so  deckt  sieh  die  Sehne 
JfiV  mit  jener  Aü^  daher  fällt  P  und  mithin  auch  /"  in's  Unend- 
liche. Es  liegt  daher  der  Berührungspunkt  der  Kegelschiiittstan- 
pcute  Ell  im  Unendlichen,  kic  ist  eine  Asymptote  und  der  Kegel- 
Echnitt  selbst  eine  Hyperbel.  Ans  ähnlichen  Gründen  ist  JF  die 
zweite  Asymptote.  Es  crObrigt  unr  uocb  zo  zeigen,  dass  O'P'  auch 
eine  Diagonale  des  Parallelogramms  ist,  welches  man  erbült,  wenn 
man  durch  M  und  N  Parallele  zu  Jl  zieht  nnd  diese  mit  O  nnd  L 
eombloirt 

Za  dem  Ende  hat  man  zn  zeigen,  dass  dio  in  Figur  1.  der 
grösseren  Deutlichkeit  wegen  nicht  gezogenen  Verbindungslinien  MQ 
und  iV/S  parallel  sind  za  R,  Vermöge  der  Parallelen  O  nuU  L  findet 
die  Proportion  statt: 

QO'  :  O  S  —  O  F :  JO'  1) 
Weil  AJl  OO'lBFjene:  • 

O  F  ;  JO'  ^  OB  :  OA 

daher  mittdst  1) 

QO'  ;  O'S  =^  OB  i  OA  2) 
Dcb  Kreises  K  wegou  tiudct  aber  dio  Proportion  statt: 

ÜB  :  OA  ^  MO  :  ON 

daher  mittelst  S) 
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QO'  :  O'S  =  MO  ;  ON 

«onu  folgt,  dast  MQ  |  OO'  |  JVS  |1  J7  w.  z.  b.  w. 

Diese  Erzcugungswi'iso  der  Hyperbel  Iftsst  sofort  erkctiuon)  dass 
die  Contur  der  orthogoualcu  l'rüjecliou  der  durcli  I>rt;hung  ciuer 
Geraden  um  ^ne  za  ilir  windschiefe  Achse  eutstebondcu  Umdrehungs- 
flache  anf  eiao  ta  teUterer  parallele  Eboae  eine  Uypcrbcl  ist.  la 
dieaem  Falle  steht  aber  R  aenkioebt  nt  Qnd  L. 

¥nen,  im  Hin  1899. 

Wilhelm  RaU. 


3. 

Kener  8ata  Iber  die  CyUeide. 

Wenn  zwei  Kreise  einen  diittt'u  Kreis,  den  GruiuJKii  i-,  iu  Uom- 
.sclhcii  Pnnkto  boruhrcu,  niul  hie  rollen  auf  dvm  GrumiUrcise  so, 
dabs  ihre  Miltelpuuktc  auf  vcrscIiiciKMie  Seiten  drr  urs|»rUnglich  gc- 
nieinscbaftlicheu  CuutraUiuie  zuliegeu  kommen,  so  soU  gesagt  wer- 
den, dats  die  Kreise  nacii  verschiedenen  Seilen  oder  entgegengesetzt 
rollott. 

Der  Halbmesser  des  Grundkreises  soll  im  folgenden  immer  mit 
-f-  bczeirhiiet  werden.  Der  Radius  des  Uollkreises  wird  mit -j- oder 
—  bczt  ii  huet,  je  nachdem  sein  Mittelpunkt  mit  dorn  Mittelpunkt 
des  (trutidkreises  auf  derselben  Seito  dos  gomoinschaftUchcu  üo- 
rübruugspunktea  li^t  oder  nicht 

Wenn  die  algobiaiiche  Summe  der  Halbmesser  der  Bollkreiso 
gleich  ist  dem  Halbmesser  des  Oraudkroises,  so  sollen  die  RoUkreise 
£i)ginsQBgskreise  heissen  nod  es  ongibt  sich  der  SaUt: 

„Rollen  die  Ergänzungskrciso  eatgegeagesetst,  so  beschreibt 
der  gemeiBschaftUche  BertthrongspuDlit  stets  eine  und  dieselbe  Cy« 
Uelde.*' 

Zu  Zwecken  des  Beweises  soll  der  Halbnu  '-s<>r  de?  Grnndkrej^es 
mit  )•  und  jene  der  Uollkrcise  mit  uiui  r,  bczeiciinct  werden,  und 
er  wird  iu  zwei  Teile  zerfallen,  in  jenen  für  die  arithmetische  und 
in  den  für  die  algebraische  Summe,  und  soll  synthetisch  geliefert 
werden. 

a)  Für  die  arithmetische  Summe.  In  diesem  Falle  sind  die 
RoUlqFeise  Fig.  1, 1^  und     kleiner  als  der  Omodkreis     and  ihre 
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MiitcIpoDkto  m,  and      liegen  zu  derselben  Seite  des  BerSliroiigS- 

ponktes  a  mit  dem  Mittelpunkte  vi  des  Grandkreises. 

Es  roHe  nan  l*i  so,  dass  der  Pnnkt  b  seineB  Um&ttgM  licli  « 
io  den  OnuidkreiB  fiUlt,  was  dAim  der  Fall  ist,  womi 

iiead  «  arcaA 

Der  Ifittalpniikt  von  ^  komnit  dabei  Daek  mt\  also  rolU  i^  naeh 
rechts.  Bttchreibt  man  von  m  aas  mit  mb  daes  Kreisbogen«  so 

s(h neidet  dieser  bekanntlich  die  neue  Lage  k^*  des  Bellkreises  ia 
dem  Punkte  p  der  Cjrkloide,  die  der  Berfthraagepnokt  a  mit 
sekreibt 

Nan  soll  gezeigt  werdea,  dass  a  aacb  dorch  entgcgcngeselites 
Bollen  YOB  aaeh  p  gelangt  Zv  deai  Eado  siebe  aiaa  md  |  m^p 
■ad  pm  1 1 M0.  Naeb  m\  amsste  der  Mittetpvakt     des  Bollkreises 

golaogea,  wenn  tetsterer  entgageageietit  sa  Ir^  gefeilt  wftrde» 
dean  es  Ist 

«in'^  =  (im  -  m'^ni  =  dm  -fWHj'      r  —  »"i 

Aaeh  erkennt  man,  dass  wenn  man  Toa  ans  mit  m^'d  den  Kreis  V 
besehreibi,  dieser  dnrch  p  gehen  mnss,  da,  TermAge  des  Paralle« 
legmnuBS 

ist,  nnd  anui  wird  geieigt  haben,  dass  j»  aaeh  eia  Paakt  der  Cyklolde 
dea  Kreisea  Jt^  iat,  iveaa  man  s^,  daai 

Beaeichaet  auw  dea  Wiokel  thß^'p  mit  «,  so  ist 

BTC  dp  —  TgW  1) 

£a  ist  aber  aaeh  Wkl.  dme  s  «,  daher 

are<fc  »  rw 

oder 

areda-i^nreetf r|  lo-l-riW  «  3) 

BadUeh  ist  aber  aaeh  Wkl.  pm,v  »  daher 

arc|)c     arcao  10 

weabaib  sicii  2)  auf 

aredd  ss  rgw 
redaeirt,  woraas  mittelst  1}  folgt 

weedp  —  arcda  w.  z.  b.  w. 
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JtluctlUn. 


Anmorkitug.  Da  der  Paukt  p  nnr  eine  Normale  kabeu  kano, 
ob  maa  iliu  sar  Cykloide  des  Kreises  oder  rcchaei,  bo  foI|^ 
daraas ,  dass  die  drei  Pankte  dpe  In  einer  Oeraden  liegen  mflsaen, 
was  aneh  aus  dem  Parallelogramm  m,'mt)t/j»  gcschlosaon  werden 
kann. 

b)  Far  die  algebraische  Summe.  Iii  diesem  Falle  ist  der  RoU- 
kreis  grOsscr  als  der  Orandkreis  und  ihre  Hittelpnnkto  m  nud 
m,  Hegen  aof  derselben  Seite  vom  Bemhmagspnnkte  a.  Der  Mittel- 
punkt Mf  des  Rollkreises  Hegt  dann  auf  der  anderen  Seite  von 
«.  Wir  lassen  nan  k^  so  lange  rollen ,  bis  der  Punkt  k  seines  Um- 
fanges  nach  «  anf  den  Chundkreis  flUIt,  was  eintritt,  wenn 

arctt«;  —  arca5 

tNi  kommt  dabol  naeb  «14'  nnd  A-,  in  die  Lsge  it,'.  Beschreibt  man 
von  m  ans  mit  mt  einen  Kreisbogen,  bis  dieser  i\'  in  p  sehneidet, 
so  ist  jp  ein  Pnakt  der  Cykloide,  die  a  beim  Bollen  von  k^  beschreibt 
Zieht  man  durch  m  eine  Parallele  sa  m|'|»f  bo  schneidet  diese  k  in 
d  and  die  dareh  j»  su  gezogene  Parallele  in  m,'.  Nach  1*4'  ranss 
nun  der  Hittelponkt  von  k^  kommen,  wenn  k^  entgcgengesetst  it, 
rollt,  dOBB 

ni^' d  =  m^'m —  md  ^  mg'jp  — md  •=»  rg  —  r  —  rj 

Da  aber 

80  inuss  der  von  aus  mit  tit^d  beschriebene  Kreis  aach  durch  ;> 
gehen,  und  man  hat  Ijewicscn,  dass  p  auch  ein  Tunkt  der  Cyklüido 
des  Punktes  a  mit  dem  Koilkrcisc     ist,  wenn  mau  zeigt,  dass 

arc<lp  »  arcad 

Bezeichnet  man  den  Winkel  pm^'e  mit  tr,  so  ist 

arc/»c  —  arcai  =  arca<;  ■=  r,w  1) 
arc  ac  «=»  Mcad-{-&rcdc 
and  da  Winkel  dme  nach  gleich  w  ist,  mittelst  1) 

daraos 

nrcad  —  (r^  —  r)  w  =  r,w  2) 

Endlich  ist  aher  auch  Winkel  pm^'  d     «?,  daher 

arcp<l-i  r^w 

und  mittelst  2i 

arcjiii  =  arc  ad  w.  %.  b.  w. 
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Anncrkiiiig.  Aaeli  hier  müssen  d  und  «  in  einer  Geraden 
liegen,  da  p  nar  eine  Normale  haben  kann. 

Ana  dem  olien  bewteacnen  Satze  folgt,  dass  man  eine  jede  G^. 
Iiloide  vom  gegebenen  Bollltrelse  durch  einen  aweiten,  von  dem  er* 
Sien  im  allgemeinoa  verschiedenen  Bolllcrcis  eracogcn  Icann,  wenn 
die  algebraische  Snmme  der  Halbmesser  hdder  gleich  ist  dem  Halb- 
messer des  Gmndkreises.  Fflr  das  technische  Zeichnen  ist  dieser 
Umstand  von  Wichtigkeit,  weil  man  einen  grossen  Kreis  durch  einen 
kleineren  ersetzen  kann.  Auch  ist  die  sogonaiinte  Pericykioide 
hiermit  von  selbst  erledigt 

Wilhelm  Ralf. 


4. 

Ueber  TrauHforuiatioii  und  uuiiierisi^he  Lttsung  der  kubischeu 

Gleiehung. 

§  1.  Die  Gloichnng 
befallt  ihre  Form  bei  Sobstitatlon 

nnd  erlangt  hinsichtlich  der  3  anabhäugigcn  Parameter  (r,  y  die« 
selbe  Allgemeinheit  wie  nach  beliebig  oft  wiederliolUr  Substitution. 
Wir  können  daher  zur  Vereinfachung  der  Üotrachtuug  aller  weitern 
Unterauchnog  die  specieile  Substitulion 

voraosgehctt  lassen.  Dadurch  geht  GL  ( 1  j  Uber  in 
wo 

— ,  iS  j  c  ^ 

Durch  reelle     ß  lasseu  sich  die  Bedingungen  erfallcn: 

-d  —  0;  Ä  —  ±  1  i  C  —  -  « 
Bimlich  doreh  die  Werte: 
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Hiermit  ist  weichet  ile  tOgong  der  ßcget>eiieB  kobtscbeo 
Ol.  (1)  Fnnetion  dreier  GrOeien  o,  «  war,  linear  in  einer  Fnaetion 
einer  Variabeln 

dargestoUt,  aod  man  liat: 

Dieee  Function  hat  folgende  £igeniciiaften. 

1)  Es  Ist  9(— t»^  »  —  4^«)-  Demittfolge  bosehrftnlct  sieb  das 
Bereich  der  in  boreehnenden  Werte  anf  positive  Argnmcnte. 

2)  Für  Hns  oboro  Zciclicn  wfirhst  <p(u)  mit  u  bcstAndig  VOn  0 
bis  00,  folglich  hat  es  uor  oiacn  reellen  Wert 

8)  Ist  =  Aberhanpt  einer  der  8  Werte,  so  sind  die 
beiden  andern  nnabbingig  von  den  Coeffidenten  der  Glelcbnng  eine 
Fnnction  Ton  i^;  denn  man  bat: 

Dios  gibt,  wofern  i%  reell,  fOr  oberes  Zeichen  immer,  für  nntoree, 
•olaage 

n»>l  (2) 

ist,  imaginäro  y. 

Die  transformirte  Qleicboog  lautet  nnn: 

jr>±f  =  ti  (3) 

$  1  Der  FAll  des  nntem  Zeiebbns  lisit  sieh  durch  die  8ob« 
atitiittOii 


wofern   

reell  ist,  anf  den  des  obem  redociren.  Die  Gleichung 
geht  dann  tfber  in 

Beüiuguog  der  KcalitÄt  ist 

-  2 

•>8VS 

wie  anch  der  Canlatfbche  Wurselanedmck  zeigt,  und  diese  Grenie 
stimmt  mit  der  obigen  (2)  aberein}  denn  man  findet: 
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-  /  2  \8    '  2  2 

§  3.  Wir  gehen  mm  von  der  Gl.  (3)  Ana  nnd  fthren  sie  darcb 
die  allgemeiosto  Sabstitation 

aof  die  gleiche  Form 

(«  —  ±1) 

mttck.  Es  eifeben  sich  die  Bedingnogeii: 

(3«2  ±  1 )  ^  —  (3tt  +  2a)  y  (4) 
2«^«±2i3y-(3tt;qrojy*     H«^±«-u)  (6) 
±     -  y  ^  =  («»  ±  «  -  u>  (0) 

GL  (4)  sei  serJegt  in 

^        y  =  — -  (7) 

Setzt  man  zur  Al  kürzuug 

•o  ist  J  Factor  beider  Seiten  der  Gl.  (5)  und  (G;.  nachdem  darin 
die  Werte  (7)  eiogesetsk  sind,  nnd  man  findet; 

— 3«(9(M/-.r«} 

^_27(ar— 2/)^^2r» 
? 

§  4.  Um  von  dieser  Transformation  Anwendang  aaf  die  on- 

merische  Lösung  der  kubischen  Gleichung  so  macben,  wellen  wir 
annehmen,  es  sei  die  Function  q>(it)  für  oberes  Zeichen  durch  eine 
Tafel  von  m  =  0  bis  n  1  bekannt,  und  deren  Gebrauch  anf  das 
weitest  mdglicho  Zutervaii  der  u  ausdehnen,  l^nn  ist 

^a=8(8ai-l -9<m)  (8) 

Um  nicht  durch  die  Unterscheidung  positiver  und  negativer  Werte 
dieses  Ausdrucks  gehindert  zu  sein,  schreiben  wir  —u  fftr  u  Dann 
bandelt  es  sich  um  üntersochung  der  Function 

Die  Oleiebnng,  welche  deren  Mazima  and  Ifioioa  bestimmt,  lautet: 

Aldi.  4.  Jbfk.  V.  Phyp.  S.  Belli«.  T.  XI1L  j 


Digitized  by  Google 


98  Ht^hn, 
woraus  als  positive  Wurzel: 

Die  iiogativo  Wurzel  dieser  Gleichnng  (&\\t  ausser  Betracht.  Die 
positive  ergibt  ein  pobitives  Maximum,  bis  zu  welchem  v  wächst, 
bevor  es  bestiludig  uud  ins  unondlicho  abnimmt.  Für  ct  wählen  wir 
den  grössteu  eiuziiTrigeu  Wert,  lur  weicheu  liieseä  Maxiumui  v  ^ 
i8t;  dieser  ist  o  »  7.  Dwd  ist  von  m  *  1  an  über  jenen  Wert 

63 

der  den  grOesten  «  eataprielit,  hinaus,  v  poeitiv  <  1  aod,  bis 
u  —  9927,  >  —  1. 

Will  mau  also  —  y  —  ^(t*),  welches  filr  ti  <  1  durch  die  Tafel 
bekannt  ist,  fttr 

1  <  u  <  9987 

findeD,  so  berechnet  man 

»884-f  9072tt— 27tt« 

und  sucht  zu  v,  dessen  absolnter  Wert  stets  <  1  ist,  in  derselben 
Tafel  den  Fnnctionswert 

dann  ist 

^^-^  -  9(i')+r  ^^^^ 

Sei  z.  B.  nach  erster  Trausfuruiutiou  die  kubische  Gleichung 

ys+y  — 100 
Dann  erhält  man  nach  Gl.  (S)  fUr  «  —  7: 

9*  -  3(146+63  .  100)  ^  19338 
nnd,  wenn  man  fOr  9  die  negative  Wnnel  wftblt,  nach  Ql.  (7) 

^  =  vT933ö'"2'2^^'  y  vm3i  

ferner  nach  Gl.  (10) 

9  —  0,28668.  .  . 

nnd  ans  der  Tafel 

»  0,26231 
Dies  in  Gl.  (13)  eingesetat  gibt: 
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wu  vom  «aliren  Werte  nahezu  am  0,000,05  abweicht 

Dnreli  Teisrdsaeraiig  toh  «  kann  man  daa  latorvall  der  «  Aber 
die  obere  Gfeiize  9927  himu»  ina  lubegjeDste  erweitern,  während 
ea  nach  nntea  m  freilich  aufhört  bia  1  an  reichen.  Setzt  man  nftm- 
licli  ft  —  ü*,  ao  wird  nach  Gl.  (9) 

*        (27ä*+9««— 8)i 

für  o  =Qc  unontlünh  klein.  Soll  sich  also  das  Intervall  der  m,  wo 
—  1  <  f  <  1  ist,  nach  oben  otid  unten  zn  Uber  irgend  einen  Wert 

«  —  u,  hinaus  eratrecicen,  ,ao  braneht  man  nnr  «  nahe  bei  «t|i  an 
wftblen. 

S  5.  Vom  Gebrauch  der  Tafel  für  y^-{-y  n  ist  nun  allein  der 
Fall  ansgesclilosscn,  wo  die  Gl.  (1)  3  reelle  Wurzeln  bat  Diese 
reducirt  sich  nach  §  i.  auf 

f»-y-.0 

vnd  awar  iat  aladann 

2  2 

Sofern  wir  nnr  poaltive  «  berodcslchtigen ,  Iftaat  sich  die  AnflOsnng 
darch  eine  Tafel  der  Function 

y 

2 

im  Umfang  von  «  —  0  bis  u  «  ^y^,  entsprecheud  den  Werten  y=l 
2 

bi«  y  —  darstellen.  Einer  Erweiterung  wie  in  §  4.  bedarf  es 
hier  nicht 

Die  angegebene  Worsel  iat  die  einzig  positive;  die  awei  nega- 
tiven liegen  zwischen —1  and  0,  getrennt  durch  den  Wert  y — 770* 

wdcher  rlnm  ^faximum  u  entapiicht  Ihre  Werte  aind»  wenn 
in  der  Tafel  steht: 

B.  Hoppe. 
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Mue$Um, 


5. 

BeÜDgmigr,  «attr  der  4  wm  etacn  Piakto  tat  g«MlMM  Fiikl« 

in  eineni  1U«ne  llef«a. 

Sicht  iiian  von  eioem  Paukte  o  ans  2  Puukto  P^  und  7\ ,  so 
ist  der  Winkel  PiOP..  mcssbar  und  seine  Grosso  nnahbf\npig  von 
allen  andern  Punkten.   DorcU  OPiP^  wird  eine  Ebene  bestimmt 

Sieht  man  zugleich  einen  dritten  Pankt  P«,  so  liegt  dieser  dann 
und  nur  dann  in  derselben  Ebene,  wenn  einer  der  3  Winkel  PiOPf^ 
7\oPjj,  PfOPj  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist  Andern» 
falls  bestimmen  die  4  Punkte  o  P^  Pg,  einen  Raum  (von  3  Dimen- 
sionen). Wir  nennen  eine  solche  dreifache  Mnnnigfaitigkeit  eine 
Dreidehnaog. 

Sieht  man  nnn  zngleidh  einen  vierten  Pnnkt  P^,  so  sind  6  Winkel 

i\Oii,   P^OPt,   P^OP.y   P^OP^,   P^OP^  P^OP^ 

deren  Ciosinns  wir  hshw.  mit, 

«,  ß,  y,  t  (t) 

bezeichnen,  nnd  deren  Sinns  mit 

a',  ß\     d',  r 

Sämtlich  unabhängig  von  einander  gegeben.  Liegt  nnn  P^  in  dem- 
seihen  Banme  OP,P«P,,  so  ist  nach  der  hier  geltenden  sphSriscben 
Trigonometrie  das  System  der  4  Strahlen  0P„  OP,«  OPj,  OP4, 
welches  wir  die  Ecke  P^P^P^P^  nennen,  bestimmt  durch  je  5  der  6 
Ofdssen  (1),  nnd  die  sechste  dnrcb  eine  Relation  mit  Ihnen  ver- 
banden. Indem  wir  die  von  den  6  Winkclebenen  gebildeten  Winkel 
in  nicht  misznverstehender  Weise  mit  je  3  der  4  Punkte  bezeichnen, 
ofgibt  sich  jene  Relation  in  der  Form 

P^PaP^  -  ±  P^P^P^  ±  P,l\P, 

und  nach  sphärisch  tiigouometrischem  Ansdruck  der  Flfichenwinkol 
durch  die  Seitenwinkcl  der  dreikantigen  Ecken,  d.  i.  in  den  Grössen  (1 ) : 

^/  =  0 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Demnach  ist  ^  s=  0  die  notwendige  und  hinreichende  Bedin* 
gnng,  damit  4  von  einem  Punkte  ans  gesehene  Punkte  mit  dem  Auge 
in  einer  linearen  Dreidehnnng  liegen. 
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AI]g«meia,  d.h.  nicht  bedingt  darch  ^  —  0»  bestimmen  die 
die  GrOescD  (1^  ein  System  von  4  Strahlen  in  der  linearen  Tier- 
dehnong.  Seien 

a»,   hi  Ck,  dt   (h  —  1,  2,  3,  4) 

die  RirlituugscosiDos  der  4  Strahlen  gegeu  4  orthogonale  Axon; 
daau  hat  mau: 

üm  die  6  Grössen,  welche  mit  der  wUUiQrlichen  Axenlage  «ill- 
kflrüch  bleiben,  anf  einfocbste  Art  kq  bosiimmen,  sei  OPi  die  a  Aze, 
OP^P^  die  ab  Ebene  nnd  O/'iPs^a  der  abe  Banm;  dann  ist 

Oj  —  1;   d|  —     *-  <i|  —  cj  —  <is     rfa  =—  0 
die  61.  (2)  werden: 

0,  —  «i   «a  —  yi   a4  -=  « 

nnd  die  61.  (3): 
woraos: 

5 — ay  <f 

ö  -  do'»  -/3S-y«+«(^^«4-yö 

nnd  zwar  drflckt  d^  den  Kormalabstand  dos  £ndi»nnkt8  der  Strecke 
1  anf  dem  Strahle  OP4  Ton  dorn  Baamo  0/'|  P^Pq  aus.  Dies  be- 
stätigt das  bereits  gewonnene  Resultat,  wonach  J  0  die  Bedingung 
dafQr  ist,  dass  die  4  Strahlen  in  einem  Baame  liegen. 

B.  Hoppe. 
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6. 

EBtwtokduf  TOB  iiii£W(t,  9)  In  eiae  mcli  Potenien  voi  sin^ 

f«rtaelirelteii4€  BellM. 

8etxt  man  in  dor  Baraiftiiiiii'icheii  Reibe 

^•)-Aa)-W»)-y(a)]ilj+j-i2[9(«)-»(a)]M,^  .  .  . 
wo 

/(»)-M«(|^£;(i,  9)) 


wo 


Xenier 


—  «in  2 


so  erliält  DttD,  da  /(a)  —  9(0}  —  0  für  a  i-  0  ist: 

""U^"'  "V  """i  8l  +  51  

FUr  m  =  1  geht  diese  Keibo  Uber  iu 

,v     .  ,v      \  e*8iu5<p  ,  (4<*— 3t*)8iD*9 

I)  smJL(«,  <p)  =  810  9  1  ... 

diofelba  Ifisst  sich  also  leicht  ans  der  Reihe 

abloiteo.  (T.  Tin,  Seite  S78.) 

Dio  Becursiousformol  für  dio  letztere  ist 

wie  aus  dem  binomischen  Satze  fflr  dio  DiffereatialqaotieBten  eines 
Products  folgt,  da 
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t  -4-  cos  V 

SCmIt  ain^  kun  nan  in  ReUie  I  aadi  ri— —  sotsen,  wo  « 

die  wahre  Aoomalio  bezcicbuet,  weuu  cosv  zwischeu  dca  Grouzeu  — f 
nnd  1  genommeo  wird. 


Da 


■lae,  wenn  man  Bj,  ^)  knrs  mit  £  beseidmet 

1 

(p        £^8in<pco8<p       tlq)      ?*sin  qpcos  <p 

eo  ergiobt  sich  nach  der  Taylor  sehen  oder  asch  nach  der  iiarmauu- 
schcn  lioiho 

II)   y  -       -gf  +  (13i*-4««} 
Fflr  •  *  0  wild  diese  Reihe 

^  SS  E 

für  <  —  1  wird  sio 

<^-aiC8iniff«J5+jj-+-^  +  .  .  . 

IE»  1.3^ 

IHi  i:;  in  letzterem  Falle      1,  »o  uiusd  Keihe  II  couvcrgircu. 

Nach  der  Binaann'ichen  Reihe  erbftU  man  ferner 

^       .5«  jtJlC^^     a3<^-4e»)8inft£  , 

eine  Reibe  welche  sich  Mehl  ans  II)  ableiten  Iflsst 

Setzt  man  8ltt(8in£)  —  sinf^,  sinCsioiP)  —  sinfi  n.  s.  w.,  so 
gebt  1)  Aber  in 


Da 


sm£W  —  siütp»  ^1  r  •  •  • 
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•0  eibfllt  nan  lllr  n  —  8  und  m  —  9 

ni)  .i„^^l±«EÄ4?E£^ 

-I  r/i  "o   —  ~          71  y  am'^Ta+O 

,  2(2ö6f«— 163201*4- lü58tOf«—189000««4-99225«'<*)  . 
H  ii,^  BlU»'», 


7t  JT 

FQr  9  =  2      ^3  ^  4  '  "^^^  Reibe  I  giobt  durch  Summirtin^ 

dor  ersten  4  Glieder  für  den  Sinus  des  EUipscnquadrantcu  eiuc  Ge- 
nauigkeit gcriogsteii  Falls  bis  4,  Reihe  III  nntt  r  denselben  Bediu- 
guitgen  für  sin  eine  solche  von  7  Dccimalstelleii,  wouu  <Uo  halbo 
grosse  Acbso  a  »  1  gesetzt  wird. 

n 

Woaa  E  sobr  nahe  au  ^  liegt,  so  kaua  mAa 

cosi;  —  yr-^sia'ü  =  Vi— U  —  «)* 

oder  anDibernd  —  V 2^  bcrechnoD,  am  fOr  E  eioe  grossere  Genanlg* 
keit  zu  erhalten. 

Luckenwalde.  C.  Benz. 


7. 

Seeirstonsromiel  snr  BeetllleatleB  der  Ellipse.   T.  VII.  S.  378. 

Aus  dem  binomischen  Satze  für  die  Differentialquotienten  eines 
Prodncts  folgt,  da 

••flinftcoB^i^'M  —  —  (1  —  c*8in*9)i^"(f) 

ist: 

-f  (2»4o  — -  •  -  • 

C.  Bens. 
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a 

Bfttle  rar  BUMrIaelieii  B«n«1iii«af  eiies  milpnnhw^ 

Es  ist  für  jedeu  Wert  von  m^,  weim 

/  

0 

^  „  ««w,^«  ,  (4«»— 3«*) 


•  •  • 


(Vergl.  „Amrendang  des  Taylor'schcii  buUcs  zur  Rectificatioa  der 
£llipso*^)  oder: 


■  • 


■od  Tarmittelft  der  Bttimamk'sehett  Reiho  für  m^tp 


(Vergl.  „Entwickelang  von  sin  in  eine  oach  Potouen  von 
änv  forticlirtiteDde  Reihet  wo  ~  statt  mg  gesetzt  und  aaeh  die 

KecursioDsformel  aopiegebeu  ist.) 

Es  Ist  BftniliGh,  wenn 

II.  8.  w.,  für  ^  0 

£4  —  1,  ^  —  0,  A't"  -  — £iv  «  0,   £T  -  4fS.3<4 
und  in  der  BOrmanii'scheii  Beihe,  ebenfalls  far  9  —  0, 

^,  =  1,       — 0,      — —         .44  —  0 

Man  kann  also  Beilie  S)  ans  Reibe  1)  dadorcli  ableiten,  dass 
man  sin  {tng  9)  für  «,  9  setzt  Wiederholt  man  das  Verfahren  unter 

der  Bediuguüg,  dass  aucU  ni^  m,  .  .  .  mp  jo  ^  ^ ,  indem  man 
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fiin(m,  E)  darch  /vm,,  8in(m^(p)  ;durch  qpmi,  ferner  8in(w,8iu('';, 

durch  hm  I  Mf t  8iD[f»,8iQ(m|  7)J  darch  g'miint  a.  w.  bezeichnet,  so 
erb&lt  man 

uod  ftr 

17)^  ^  B       =  fD^  <a  .  ,  ,  =:  Uly  n  — 

-©.•■•(I).    »[ÖTT  "ß)t 

Der  ConvoigensqaotieDt  dieser  Beibe  ist  <j^y|,,  dieselbe  also 

in  BeauiK  auf  diesen  Ausdruck  in  gowissom  Sinne  in  beliebigem 
Grade  oonvergent  Bei  der  Bereebnang  nnss  aber  stets  das  3.  tilied 
berttcksichtigt  werden,  da  E  eine  Fonction  von  ^  und  $  Ist  Dio 
Berechnung  gilt  znnicbst  HBr  die  halbe  grosse  Achse  a  —  1.  FQr 
andere  Werte  hat  man  schliesslich  den  Wert  von  £  mit «  sn  mnltl- 
plidren. 

Luckcawalüc,  dcu  16.  ^darz  1894. 

0.  Bens. 


•  9. 

BemerkttBgca  lar  Huminonfürmol  für  die  Foienureihe  der 

uatflrliehcn  Zahlen 

1. 

Bezoicbnon  wir  dio  Potcuzroibo  der  uatürlichen  Zahlen 
-j-d-*  -f- .  .  .  +  »'  mit/(c),  so  ist  bekanntlich 

und 
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worin  B^,  .  .  .  die  Bernoulli'schen  Zahlen  bedetMea.  Diese  Aufl- 
drflcke  laamn  eich  in  eiu£uher  Weise  mit  fiftlfe  der  QlelclRnig 

+  «+1  (3) 

abIcitcDf  welche  es  ermöglicht  /(«)  durch  /(«—!),  f(»-~2),  .  .  .  /\ty 
xtt  bestimmen.  Dabei  or^obea  sich  fttr  die  BernonUi'sdien  Zahlen 
die  recnrreoten  Boziebangon 

und 

+  (%t ^)  ^«  -  (-^>'"*  • 

Wie  die  DanCellangen  von /(3r)  vnd/(3r+l)  erkennen  lassen, 
Ist  Akr  alle  Werte  YOn  r  mit  Ansoahme  von  nnli 

^i(Hd±) « (ar+i)/(a.)  (6) 

und  CS  wflrde  sieh  dnieh  Betrachtung  von  fi2r)  nnd  A^f^^i)  ebenso 
leicht  erweisen  lassen,  dass 

^^^-2r/(2r— 1)+(— sein  mnss.  (7) 

Hiernach  Ist  es  mfiglich,  mit  f{l)  beginnend»  die  Ausdrücke  für 
f{^)f  A3)  n.  8.  f.  nach  den  Regeln  der  Integration  zu  finden.  Ans 
jeder  Beihe  mit  geradem  Argument  bekommt  man  nach  diesem  Yer- 
fahrea  bis  auf  einen  constanten  Factor  sämtliche  Glieder  der  folgen- 
den Reihe,  aus  jeder  Reihe  mit  ungeradem  Argument  alle  Glieder 
mit  Ausschluss  des  letzten  iu  n.  Der  Coefficicnt  dieses  Gliedes  ist 
gleich  der  abwechselnd  mit  dem  positiven  und  uegaiiven  Vorzeichen 
verscbcucn  folgcuden  BemonUi'achcn  Zahl.  So  findet  sich 
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All)  -  ^2"''  +  ^""  +  i^^''-8"'+T'»'--y»* 

2. 

Bei  geraden  Exponenten  schliessen  die  Rcihon  mit  n,  W  on» 
geraden  mit  n*^  es  eutlialtea  aiao  Bftmtlicho  Kcihen  den  Factor  n. 
Die  Gkifhung  (3)  zeigt,  dasa  nnsserdem  noch  in  samtliclien  f  der 
Factor  n^-i  enthalten  acin  man. 

"Wir  wollen  nun  nachwciscu,  dass  fClr)  f.^rnor  noch  durch  2n-\-l 
und  /(2r-j-l;  durch  »»(n-f-l)  teilbar  sein  luuss,  und  dass  sowol 
fW  /(2r+l) 

^1)(2HT)  „»(n+l)»  »Wh  Potenien  von  «(iiH-l)  fort- 

schreitende Reihen  bilden.  Es  wird  sicli  alsdaun  f(2r)  darstellcu 
lassen  als  /(2)  multiplicirt  mit''einor  Function  von  /(l)  und  A'2r-\-l) 
als  eine  Function  von  f{i}  allein.  In  der  Tat  kOnnen  die  Gleichungen 
(8)  umgeformt  werden  in 
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2 

n(n+l)(2n+l) 
6 

n«(«-}-l)» 
4 


,(5)  - 

A7)  -  ^^^2±^'[8it«(«+l)«-4»(«+l}+2J 

+9n(n+l)-3] 

+  17«V4- 1)*— 15»(n  + 1) +5] 
+  17n«(»  4- 1 )»  -  2Ün(n4- 1)  -j- 10] 


Untere  Beliaaptiiiig  ist  in  aller  Yolhtändigkett  bewiesea «  wenn 
lieh  zeigen  issst,  dass  /(2»'+l)  dntigeeteUt  werden  kann  als  Fnoetion 

von  n(«4~i)'   J^aci»  (6)  ist  f(2r)  bis  auf  den  Factor  ^^^^^  gleich 

dem  Differentialqaotienten  von  /[(9r-|-l)  nach  n.  Wenn  nnn  /'(2r-f-l) 
eine  Function  tob  ii(n-|>l)  ist,  mnss  f{2r)  gleich  einer  elien- 

eotclien  Fnnetion  e^n,  nraltiplielrt  mit  — ^^^*  oder  lJfi+ 1,  wie  be- 
hauptet worden.  Da  ferner  nach  (2)  die  Function  /  (J? -j-l)  teilbar 
ist  durch  n*,  muss  sie  ausserdem  noch  den  Factor  ent- 
halten. Diese  letztere  EiKenschaft  kann  auch  ans  dem  Umstände 
gefolgert  werden,  dass  der  Dilfereiitialfiuotient  von  /(2r-|-l)  d.  1>. 
(2r-f  l^A^»*)!  wie  wir  wissen,  durch  n-|-l  teilbar  ist.   Dass  /"(^r) 
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MisctUeH, 


den  Faetor  2«-j-l  eathält,  lässt  sich  auch  du'fcL  aus  der  Formel 
nacbwoiien,  tiutom  nuw  zoigt,  dass  /(2r)  für  «  «  —  ^  verscliwiutlet. 
Dioser  Nadiweis  tohrt  aof  die  boktnnto  BedeboDg 

(a^i )   •  ^«  -  (-1)-'  c^H-i)  (10) 

Es  handelt  sich  also  um  den  Nachweis,  dass  fi'ir-{-\)  eilte  reine 
Function  von  «(n-j-l)  ist.  Derselbe  ist  erbracht,  wenn  sich  beweisen 
Iftsst,  dass  f{'2r-}-l)  für  a  und  n  —  — ;(«-{-•  1)  stet«  denselben 
Wert  aunininit,  was  aueh  u  sein  njajj:.  Es  ist  nicht  schwer  zu  zeigen, 
ilaas,  wenn  eine  ganze  rationale  Funcliun  von  »»  diese  Eigenschaft 
hat,  sie  sich  muss  darstoUca  bissen  als  Function  von  n{n-\-l). 

Wir  wollen  beim  Beweise,  insofm  wir  «i  als  TeränderUehe  aii- 
aehea,  die  Function  mlt/(n)  notiren  und  erstens  voranssetaen,  daas 
dieaalbe  fttr  «  —  «  nnd  fttr  »  —  (a+1)  denselben  Wert  1;  annimmt 
Dann  mass 

/(n)  -  Cn-a)/,(tt)4-A    und   A»)  =  («  +  <» +.1 )/"»(») +  ^ 

sein,  woraus  folgt,  dass 

(it-a)/,(«)  -  in^a+lMn) 

also  /"jfx)  durch  »-[-a-j-1  und /,(«)  durch  n—a  teilbar  ist.  Darum 
stellt  sich       auch  dar  als 

/(n)  »  («-a)(n+a-hl)/5(»)+*  -  W»+l)-a«-«3/,(fi)+* 

"Wir  nehmen  jetzt  zweitens  an,  dass  f{?i)  auch  für  u  =  b  uud 
«  «  denselben  Wert  erhält.    Da  n(n-]-l)  für  beide  Werte 

von  n  sich  nicht  ändert,  niuss  /^(n)  dieselbe  Eigenschaft  haben  und 
sich  darum  darstellen  als 

/.W  -  Wit-Hl)-**  -bMn)  +  i 

woraus 

/(«)  -  Wfi+l)-a«--«][«(«+l)-.Ä»-*]««i) 

Soll  /(n)  ancb  fflr  n  =>  c  und  n  »  —  (c-|-l)  denselben  Wert  be« 
sitzen,  so  mnss  dasselbe  fflr  f^(n)  der  Fall  sein,  und 
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Ffthren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  erhalten  wir,  da  der  Grad 
der  Functionen  f^in),  f^in), .  .  .  bestAiidig  abnimmt,  acbliMBlich  IHr 
A«)  eiae  DarstelloAg  als  Function  von  »(n+l). 


Wir  Mtsen  nanmebr  in  fdr-^-l)  für  n  erst  den  Weit  a,  dauu 
•^(a-fl)  «in*  In  «raten  Falle  ergiebt  sich  bia  auf  den  Factor 
2r-f-2  die  Baihe 

im  •adera  Falle  die  Beibe 

-(*^*)a4(«+l)"-»±.  •  .+(-li'-'f^*)Ar:{«+l)* 

Wir  entwickeln  die  sweite  Reihe  nach  Potenzen  von  a  und  xd- 
gOB,  dass  die  Coctficienten  der  Reihe  noch  mit  demjenigen  der  er^ 
aten  Reihe  abereinatinmien.   Die  Identität  der  Goef&cienten  von 
iat  klar,  ebenso  von  a^^K  Fttr  o^*^-^  ergiebt  aicb  bei  der 


/2r-|-2\ 

Reihe  (-1)*  ^2r4-2/^^^*'  ^  ^  «w^ten  dagegen 

-rf)(t:D-^±---+(-^)'(Sä)ro>- 

Diese  beiden  GqeMcienten  sind  gleich,  wenn 

o-etö-*m(si)+cö[(T>' 

ist.  Die  Klammer  ist  aber  nach  (5)  gleich  «,  wonach  sich  die  Iden- 
UUU  nach  korser  Bereohnnng  ergiebt. 

FOr  die  Coeffidentea  der  nngemdeii  Poteoaen  yoq  a  ergiebt 
die  erate  Reihe  bis  a«f  dei^enlgen  tob  o^H-t  den  Wert  nnll.  Bei 
der  sveiten  kommt  ftr  a^^-S'H  die  Reiho 
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oder 

(SD-*(T)«')+ra[a't;)-. 

2*  1 

Die  Klammer  eiigiebt  aber  nach  (4)  den  Wert  ~2~*  Setaen  wir 
dieienWcrt  ein,  so  kommt  n&cli  geringer  Umformung  der  Wert  null. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  f{2r  -\-\)  für  n  =  a  und  n  —  («-f-1) 
denselben  Wert  annimmt  und  sieb  darstellt  als  Function  von  »(n-j-I). 

Was  die  Reihe  f{2r)  anlangt,  so  «ftrde  eich  anf  gleiche  Art 
seilten  Innen»  dass  sie  für  a  nnd^(a-|>l)  gerade  entgegengesetzte 
Werte  annimmt  Dieses  geht  aber  auch  aas  der  Tatsache  henror, 
dass  fdir)  gltieh  mal  einer  Function  von  »fn-f  1)  ist. 

Wlllirend  diese  letztere  Function  für  a  and  ^  (ß-^l)  dvoMtühea  Wert 
beh&lt,  kehrt  sich  3»-f-l  in  sein  Qegenteil. 

Stephan  Glaser. 

Berlin,  den  10.  Februar  lbÜ4. 
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Anwendnng  eines  Abbüdangsprincips  zur 
Untersttchung  von  Curven  zweiten  Grades. 

Von 

Stephan  Glaser« 


Einleitang. 

Es  soll  im  Folgenden  doe  bekannte  Uneare  8n1»CitntioD»  welche 

bei  spcciellen  Aufiptben  der  Ellipse  wiederholt  Terwendet  worden 
ist .  der  Abbildung  der  ganzen  Ebene  zu  Grunde  gelegt  und  zur 
Untersuchung  sämtlicher  Curven  zweiten  Grades  benatzt  werden.  Es 
liandelt  sich  nm  die  Snbstitotion 

m  «  a$,   y  —  bij 

Tennöge  welcher  die  Ellipse 

<^  y* 

sich  iu  den  Kreis  vom  Eadias  1,  die  Hyperbel 

sich  in  die  gleichseitige  Hyperbel  abbildet.  Jedem  Punkte  der  einen 
Ebene  entspiiLliL  eiu  Puukt  der  andern  und  umgekehrt^  und  es  ist 
die  Abbildung  so  geartet,  dass  parallele  Linien  sich  wieder  in  pa- 
rallele Linien  abbilden  nnd  das  TerhAltniss  jeder  Strecke  sn  ihrem 
Bilde  nur  abbfiugig  ist  von  der  Richtnng,  also  f&r  parallele  Geraden 

▲reh.  4.  Mafk.     nj«.  1.  Bükt,  T.  XIIL  8 
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constant  bleibt.  In  Folfjc  dieser  Kigrnschaften  ist  es  möglich,  alle 
auf  die  Ellipse  bezüglichcu  Sätze  aus  dco  ontsprcchcudcu  beim  Kreise 
absnlciten.  Ganz  in  derselben  Weise  lassen  sich  auch  die  Eigen- 
schaften der  heliehigen  Hyperbel  aas  denjenigen  der  gleichsdtigen 
entwickeln.  Wfthrend  aber  der  Kreis  ein  einfaches  geometrisches 
Gebilde  ist,  dessen  Eigenschafton  mit  eleinentaron  Mitteln  erkannt 
.  werden  können,  bedarf  die  gleichseitige  Hyperbel  sur  Untersvchung 
ihrer  Eigenschaften  selbst  schon  analytischer  Methoden.  Damm  bietet 
die  Anwendung  des  Priocips  dann,  wenn  sie  bei  der  Ellipse  von  be- 
sonderem Vorteil  ist,  nämlich  bei  der  Uutersuchnng  der  Fandamental- 
eigenscliaften  der  Curve,  bei  der  Hyperbel  nur  geringen  Nutzen. 
Augenfälliger  wird  dersoihe  jedoc  h ,  wenn  es  sich  um  solche  Auf- 
gaben handelt,  die  auch  beim  Ktciso  ^ chon  v'me  annlytisrlu'  Hehaud- 
lung  erfordern.  Für  solche  Fälle  gestattet  es  die  Abbildung,  die 
Aufgabe  bis  zu  einem  gewissen  Grade  für  beide  Arten  von  C'urveu 
gemciusani  zu  behandeln,  indem  mau  der  Untersuchung  die  Gleichung 

zu  Grunde  legt  und  erst  zum  Schluss  die  UDterscheidung  der  beiden 
Fälle 

f— 4-1  ond  «  =  —  1 

eintreten  Ifiast 

Nachdem  in,  den  ersten  Capiteln  eine  Erklärung  des  Princips 
und  seiner  wcsentliciiston  Eigenschaften  gegeben  und  als  erste  An- 
wendung die  Fundamentalei<»enschaften  des  Kreises  auf  die  Ellipse 
übertragen  sind,  wird  an  liiit  r  boronders  hierzu  j,?(MMj?n<  ten  Aufgabe 
der  aiigeluhite  Vorteil  auscinandiT  gesetzt.  Dichelljc  ist  dem  Ge- 
biete der  relativen  Maxinui  und  Minima  entnommen  und  lautet:  Es 
Süll  das  jiriirck  vom  grösstcn  oder  kleinsten  Inhalt  gefunden  wer- 
den, dessen  eine  Ecke  fest  liegt,  während  die  beiden  andern  auf 
einem  Kegelschnitt  sich  bewegen. 

Im  zweiton  Teile  folgt  eine  Anwendung  anderer  Art  Wie  sich 
schon  bei  den  Grnndeigenschaften  der  Ellipse  heransstellt,  lassen 
sich  dieselben  sämtlich  mit  entsprechenden  Modificationen  anf  die 

Hyperbel  übertragen.  In  weiterer  Verfolgung  dieses  Gedankens  kann 
jeder  in  Bezug  auf  die  Ellipse  gefundene  Satz  zum  Ausgangspunkt 
einer  Untersuchung  Uber  die  Hyperbel  gemacht  werden,  und  so  wird 
denn,  da  die  Eigenschaften  der  Ellii)se  unmittelbar  dem  Kreise  ent- 
uommeu  werden,  indircct  dieser  docli  wieder  der  Ausgangspunkt  einer 
lieihe  von  Sätzen,  die  sich  auf  b(.liebt:re  Krgulschnitte  beziehen. 
Dieses  wird  im  zweiten  Teile  bei  einer  btsliinniten  Gruppe  von  Bei- 
spielen näher  ausgelubi  t.   Zuuäcbst  werden  die  Sätze  von  den  merk- 
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wflrdigmi  Pmikteii  des  BreSeeks,  Tom  mnbesehrieboBen  and  den  be- 
rfthrefiden  Erdeen,  Tom  Kreige  der  9  Funkte  (Feaerback'adier  Kreis) 
nnd  dftmit  ?erwnndte  Sfttse  anf  die  Ellipse  flbertregen.  Dabei  zeigt 
sieh  schon,  dass  ein  Teil  derselben  ganz  nnabhftngig  Yon  der  An- 
nabme  eines  ombeschriebenen  Kreises  ausgesprochen  werden  kann. 
Es  wird  nun  die  AllgemdngOltigkeit  an  der  Oleicbnng 

geprüft  and  nachgewiesen,  dass  die  Sfttze  fUr  aUe  Kegelschnitte 
Gelang  haben. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  zuerst  eine  Reihe  von  Anwendungen 
besprochen,  die  sich  im  letzten  Grunde  auf  den  vom  Kreise  auf  die 
Ellipse  übertragenen  Satz  stützen,  dass  die  Producte  der  Abschnitte 
zweier  Secanten  mnes  Kegelschnitts  gleich  sind,  wenn  dieselben 
gleiche  Neigung  zur  Axe  haben.  Dieser  Satz  wird  dazu  benutzt, 
nm  die  Beziehungen  eines  Kreises  zu  beliebigen  KcgclBcbnitteu  ein* 
gehend  zu  orörtern.  Es  schliesst  sich  hieran  als  Anwendung  eine 
Reihe  von  Coustructionsaufgaben ,  in  welchen  es  sich  darum  han- 
delt, für  KogoI?chnitte ,  die  durch  einzelne  Punlcte  oder  berübrendo 
Geraden  und  Kreise  näher  bestimmt  sind,  zur  Richtung  der  Axen 
den  Mittelpaukt  oder  umgekehrt  zum  Mittelpunkt  die  Richtuug  der 
Axen  zu  finden  Alle  diese  Aufgaben  lassen  sich  mit  alleiniger  Be* 
uutzuug  von  Zirkel  und  Lineal  lüacn. 

Sodann  werden  die  Beziehungen  von  Ellipse  nnd  beüeb^^ 
Kegelschnitt  mit  Hälfe  des  Abbildungsprincips  auf  die  gewonnenen 
Resultate  zurückgeführt  und  gemeinsame  Eigenschaften  aller  Curvcn 
entwickelt,  die  sich  durch  4  auf  einer  Kllipso  li('gende  Punkte  zeich- 
nen lassen.  Naturgemäsa  führen  die  Untersuchungen  dann  zu  der 
Frage  nach  den  Kegelschnitten,  die  sich  durch  4  beliebige  Punkte 
überhaupt  zeichnen  lassen,  und  nach  dem  geometrischen  Ort  ihrer 
Mittelpunkte.  Was  den  letzteren  angeht,  so  ergiebt  sich  das  Re- 
sultat, dass  derselbe  identisch  iöt  mit  der  Curve  der  9  Punkte  fttr 
jedes  ans  3  Punkten  gebildete  Dreiecl[,  sofern  man  den  vierten  als 
Schnittpunkt  der  Transversalen  ansieht  Da  eine  solche  Zusammen- 
(assnng  auf  4  verschiedene  Arten  möglich  ist,  muss  darum  auch  jede 
Gurve  der  9  Punkte  zu  4  verscbledenen  Dreiecken  gehören  nnd 
eventnell  also  auch  sgmtUche  16  berUbrende  ähnliche  Cnrven  dieser 
Dreiecke  berühren. 
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I. 
§1. 

DrkliirQQg  des  Prlndpf« 

Gegeben  sei  eine  Ellipse  mit  den  Halbuen  a  ond  am  den 
CoordiDatenaofiiiigspitnkt  0  «Is  llittolpiwkt  beachriebeo.  Beieidiiieii 
wir  die  CoordinAteD  eines  beliebigen  Pnnktes  mit  {«,  y).  und  die 
Beines  Bildet  mit  9),  so  geseUeht  die  Abbildung  nädi  der  Snb« 
•titntion 

«  —  «5»  *  = 

Der  Ellipse 

selbst  entspricht  dann  der  Kreis 

Jedem  Pnnkto  innerbalb  der  Ellipse  entspricht  ein  Ponkt  innerhalb 
des  Kreises,  jedem  Punkte  ansserbnlb  der  Ellipse  ein  Pankt  ansser* 
halb  des  Kreises.  Die  Constrnction  des  so  einem  Punkte  des  Kreises 
gehörigen  Punktes  der  Ellipse  kann  in  der  folgenden  Weise  ge- 
sefaehen :  Man  zeichne  um  0  noch  swei  weitere  Kreise  mit  den  iRadien 
a  und  verbinde  0  mit  dem  gegebenen  Punkte  und  verlängere 
diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnitt  mit  den  beiden  Kreiscu  in  Ä 
und  //.  Hat  der  t,'»'L;<'l>i'ne  Punkt  die  Coordiuaten  cos'/  und  sin  gp^ 
80  sind  die  Coordiuaten  von  A  gleich  « cos  qp  und  asin^,  die  von  U 
gleich  /'Cosgp  und  ibiuy.  i)ann  liefert  die  erste  ("oordinate  von  A 
rombinirt  mit  der  zweiten  von  B  den  zugehörigeu  Punkt  der  Ellipse. 
Mau  hiit  also  nur  durch  A  eine  Parallele  zur  yaxo,  durch  B  eine 
solchü  zur  £  axü  zu  zicbeu  j  der  Schuittpuukt  derselbeu  i&t  der  ge- 
suchte Punkt  der  Ellipse.  Natürlich  kann  man  ebenso,  leicht  itt 
jedem  Punkte  der  Ellipse  den  zugehörigeu  den  Kreises  finden. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  durch  Combination  der 
zweiten  Coordinate  von  A  mit  der  ersten  von  B  einen  zweiten  Punkt 
erhält,  der  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Ellipse  hat.  Die  Ver- 
bindungslinie von  0  mit  diesem  Puukte  giebt  n&mlich  die  Richtung 
der  Kormalen  an.  Man  erhält  also  zu  jcnleoi  Punkte  des  Kreises 
gleichzeitig  den  zugehörigen  Punkt  der  Ellii)se  ond  die  Richtung  der 
Nornuilen  in  diesem  l'nnkte  und  umgekehrt  zu  jedem  l'unkte  der 
Ellipse  dte  Richtung  der  jiiormaleu  uud  den  entsprechenden  Punkt 
des  Kreises. 
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Nor  wenig  complicirter  wird  die'  Constraction ,  wenu  es  sich 
daruQ)  handelt,  zu  eiaom  belicbigeo  Puukte  tj)  don  zagehörigen 
Pflokt  (x,  ^)  zo  finden.  Hat  der  gegebene  Punkt  die  Polarcoordi- 
aaten  «eof^  und  «siof ,  so  eonatrnire  num  so  dem  mit  Ilm  wA 
denaelben  Radiiisvector  gelegenen  Krelepmikt  (cosqp,  sin  9)  den  n* 
geborigen  Pnnkt  der  Ellipse,  verbinde  beide  mit  einander  nnd  sielie 
SB  der  Yerlnndnogslinie  dvreb  den  gegebenen  Pnnkt  eine  Pamllele, 
welclie  den  BadinsTector  nach  dem  Poukte  der  Ellipse  oder  die 
Teri&ngemng  desselben  in  dem  gesnckten  Pnnkte  («,  y)  schneidet. 

Will  man  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  Punkte  (r,  y)  den 
zagebörigeo  Puukt  (|,  17)  finden,  so  sucbo  mau  zu  dem  mit  ihm  auf 
demselben  Radiusvector  liegenden  Ellipsenptinkte  den  s^agehörigen 
Kreiäpunkt,  verbinde  beide  mit  eiuaudcr  uud  ziehe  zu  der  Verbin- 
dungslinie durch  den  gegebenen  Punkt  eine  Parallele,  welche  den 
Radiusvector  nach  dem  Kreispuakt  oder  die  Verläugeruug  desselben 
in  dem  gesuchten  Punkte      17)  schneidet 

§  3. 

£igensekaflen  der  Ibblldnig. 

Schon  aus  deu  bibbongou  Augabcu  gebt  hervor,  dass  gäuiüickeu 
Punkten  einer  durch  U  gehenden  Geraden  wieder  Pnnkte  einer  durch 
0  gehenden  Geraden  entsprechen,  ond  dass  die  Abbildung  eine  ähn- 
liche ist,  insofern  sich  an  dem  YerbAltniss  der  Entfernung  mehrerer 
Pnnkte  derselben  Geraden  bei  der  Abbildung  nichts  ftudert  Wir 
«eilen  jetst  die  AbbiMung  beliebiger  Geraden  nfther  nnteraachen. 

Heisst  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

l»+ji»y+n  0 

Bo  gilt  /ür  das  Bild  derselben 

al'%'^hmH'{*n  —  0 

Wir  erhalten  also  wieder  eine  Gerade,  ä\o  im  allgemeinen  gegen 
die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  erscheint  und  einen 
andern  Abstand  von  Ü  hat.  Nur  wenn  die  gegebene  Liuie  parallel 
ist  einer  der  beiden  Axeu,  ist  das  Bild  derselben  parallel. 
SteUt 

eine  zweite  zur  ersten  parallele  Gerade  dar,  so  muss  sich  l  zu  V  wie 
Mvokm'  Terhalten.  Das  Abbild  der  zweiten  Geraden  ist  aber 


118     6ln90r;  AmmhAu^  «Am«  AhhüdiMgaprmeip$  nur  ümt^rm^mng 


iiid  M  Terbilt  sich  aQeh  al  sa  wie  ft«  zu  hm\  d.  h.  die  betden 
Bilder  lenfen  eneli  parallel. 

Wir  gewiDuen  damit  den  SaU: 

,  J>ie  Abbilder  paralleler  Geraden  sind  wieder  parallel** 

Dieser  Satz  kann  sogleich  zar  Ableitung  einer  weiteren  Eipcn- 
scbafl  bcQUt/t  werdcu.  Dcukeu  wir  uus  auf  der  crstcu  Geraden 
eine  Reitie  von  Punkten  P|,  J\,  u.  s  f.  bestimmt,  ziehen  dareh 
0  eine  Parallele  und  fiziren  anf  derselben  eine  sweite  der  ersten 
entsprechende  Beibe  von  Pnnkten  Q^,  Q«,  Qt  n.  8.*f.,  so  dass 


n.  s.  f.  wird.  Verbinden  wir  dann  P|  mit  Qu  Pt  Qi  n.  s.  f., 
so  lanfen  diese  Yerbindnngslinien  sftmtlich  paralleL  Dasselbe  mnss 
nach  dem  obigen  Satze  aber  ancb  ftlr  das  Abbild  dieses  ganzen 
Systems  von  Linien  gelten,  woraus  folgt,  dass  auch  dort  die  Ab* 
ichnitte  der  ersten  Geraden  gleich  den  cutsprechenden  der  zweiten 
sein  müssen,  oder  dass  die  Abschnitte  der  erbten  Geraden  sich  unter 
einander  ebenso  verhalten  wie  dio  der  zweiten.  Nun  wissen  wir 
aber  schon,  dass  bei  einer  durch  U  gehenden  Geraden  die  Abschnitte 
des  Bildes  sich  genau  so  verbalton  wie  die  Abschnitte  der  Geraden 
selbst.  Daher  der  äatz: 

„Ftlr  Abschnitte  paralleler  Geraden  ist  das  7erhlltaiss  anm 
Bilde  constant.*^ 

Dieses  constante  Verh&ltniss  lässt  sich  leicht  bestimmen ;  das- 
sdbe  hangt  allein  von  der  Siebtnng  der  Parallelen  ab.  Zur  Be- 
etimmnng  desselben  wählen  wir  natOrlieh  dio  dnreh  0  gehende  Pa* 
raUele,  welche  mit  der  positiven  «  axe  den  Winkel  a  bilden  mOge, 
nnd  nehmen  anf  derselben  zwei  Punkte  (r|Cos«,  r|Bina)  nnd  (r|Cos«e, 
r,8tn«)  an,  deren  Entfernung  also  gleidi  ±(r|— r,}  i«t.    Fflr  die 

Abbilder  der  beiden  Punkte  orgeben  sich  die  Coordinateo  f^cosa. 


Es  vorhält  sich  demnach  jede  Strecke  zu  ihrem  Bilde  wie  1  zo 


/. 
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Wir  kOonev  nodi  eiocn  zweiten  Aosdniclc  ableiten,  indem  wir 
vom  Bilde  anegeken.  Oasaelbe  sei  am  den  Winkel  g>  gegen  die 
positive  «axe  geneigt,  die  beiden  Punkte  seien  {t^eostp,  «isinf>)  ood 
(«bCos^,  ^sias»),  ihre  Entfernnng  ±(«|— «|).  Dann  ergeben  «ich 
ab  Coordiaaten  der  Pnakte  selbst:  (aticosy»  ^«isin^)  ttad(a9j€089, 
(«^siBf),  und  die  Entfemang  derselben  wird: 

Es  Torbilt  Sick  demnach  jede  Strecke  za  ihrem  Bilde  aoek  wie 

ya*co8*9+Z»*8ia*9  za  1. 

Beide  Wurzolaasdrücke  gpielen  bei  vielen,  die  Ellipse  betreffen- 
den Aufgaben  eine  Uolle  und  haben  eine  gcomctrischu  Bedcutuug. 
Nehmen  wir  als  einen  der  beiden  Pankto  den  Mittelpunkt  0  selbst, 
als  den  andern  einen  Pnnkt  der  Ellipse,  so  ergiebt  sich,  dass  der 
redproke  Wert  des  ersten  Ansdrncks  die  Lange  des  zngehOrigen 
BadinsYectors  darstellt,  aasgedrttckt  dnreh  die  Fnnctionen  des  Win- 
kels a,  den  derselbe  mit  der  podtiven  caxe  bildet,  während  der 
zweite  Ausdruck  selbst  denselben  Badinsvector  darstellt,  augedrtickt 
durch  die  Fonctioncn  des  Winkels  9,  welchen  der  correspondirende 
Badios  des  Kreises  mit  der  xaxe  bildet.  Da  beide  Ausdrücke  unr 
die  Quadrate  der  Winkclfunctionon  enthalten,  nehmen  sie  fttr  Sup- 
plementwinkel denselben  Wert  an,  woraus  der  Satz  folgt: 

„Für  zwei  sich  schneidende  Geraden  ist  das  Verhältaiss  ihrer 
Abschnitte  znm  Bilde  nur  dann  dasselbe,  wenn  sie  gleiche  Keiguog 
zur  Axe  haben." 

Wir  betrachten  jetzt  2  senkrechte  Geraden,  gehörig  zn  den 
Winkeln  9  und  90*-}- 9.  Die  entsprechenden  Terhftltaisszahlen  sind 

dann  Va'cos V+  sinV  und  Va» sin'^;-)-6' oos'y,  und  die  Summe 
der  Quadrath  ist  gleich  a' Wir  wollen  nnn  allgemein  2  Oe- 
raden in  Bezog  auf  die  Ellipse  conjogirt  aennenl,  wenn  ihre  Bilder 
seokrecbC  m  einander  stehen.  Dann  Iftsst  sich  der  Satz  formnliren; 

„Für  2  coiijugirte  Geraden  ist  die  Summe  der  Quadrate  der 
entsprechenden  Yerhältuisszahleu  constaut  gleich  a'-{-&V' 

Nehmen  wir  tpedell  2  conjugirte  Halbmesser,  so  stellen  die 
Verhältnisszahleo  die  Längen  der  Halbmesser  selbst  dar,  und  der 
Satz  spricht  die  bekannte  Tatsache  aus,  dass  die  Summe  der  Qua- 
drate zweier  coigngirten  Halbmesser  constaut  gleich  a*  4- 2^  ist. 

Yon  Cnrven  mligeii  an  dieser  Stelle  ia  Bezug  auf  ihre  Ahhildoog 
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nur  diejenigca  Kilipaoa  betracluei  weidcu ,  welche  der  gegebenen 
ähnlich  sind  und  dieselbe  Richtung  der  Hanptaxcn  haben.  Die  Glei- 
ehmg  einer  solchen  ist 

ras  welcher  sich  ftr  das  Abbild  ergiebt 

Wir  finden  damit: 

„Alle  Ellipsen,  welche  der  gegebenen  fthnlich  sind  nnd  dieselbe 
Rlchtnog  der  Axen  haben,  liefern  bei  der  Abbildnag  Kreise,  nnd 
umgekehrt  mnss  aoch  jede  Curve,  deren  Abbildung  einen  Kreis  lie- 
fert» eine  der  gegebenen  ähnliche  Ellipse  mit  gleicher  Bicbtnog  der 
Axen  sein/* 

Jede  andere  Ellipse  und  cLlii;  »  <1  r  Kreis  liefert  wieder  eine 
Ellipse,  deren  Hauptaxeu  später  bc&umiut  werden  äolleu. 

Ein  weiteres,  ftlr  die  Verwendbarkeit  des  Princips  wieiiiigcs  Ge- 
sets  finden  wir,  wenn  wir  den  Ansdmck  für  den  Inhalt  eines  durch 
3  beliebige  Punkte  bestimmten  Dreiecks  aufstoUen.  Haben  die  Punkte 
die  Coordinaten  {r^,  y,),  {x^  y,},  (o-,,  so  wird  der  Inhalt  darge- 
stellt durch: 

1  af,  ifi 


1  ar,  y, 
1 


wo  das  Zeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Ausdruck  positiv  wird. 
Bilden  wir  nun  das  Dreieck  nach  unserni  Princip  ab   und  nennen 
die  entsprechenden  Punkte  der  Abbildaug  Ui,  ^i),  Usi^s)« 
ao  wird 


1  a|,  biii 

1  ^1  nt 

1  Ol,  hfi^ 

1  o$«  *»la 

wenn  wir  mit  J*  den  Inhalt  des  Bildes  bezeichnen.  Da  sich  jedes 
beliebig«  FlächenstQck  in  eine  Summe  von  Dreiecken  serlegen  l&sst, 
ist  damit  der  Satz  gefunden: 

„Der  Inhalt  einer  jeden  Figur  ist  gleich  ao  mal  dem  Inhalt  des 
Biides." 
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f  3. 

jLBW«Biiiv  nr  AkMtuiff  to  SytaMhaftiB  im  Ellipse. 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hülfe  unseres  Princips  die  Eigenschaften 

der  Ellipse  aus  den  bekannten  Eigenschaften  des  Kroisfs  ableiten. 
Die  gegebene  Ellipse  selbst  wird  dabei  als  Abbildungscurvo  genom- 
men,  so  dass  ihr  der  Kreis  cutspricht-,  senkrechten  Linien  beim 
Kreise  entsprechen  conjugirte  Linien  bei  der  Ellipse. 

F  nodamen  taleigen  Schäften  der  Ellipse. 

Was  snnflchst  die  Gestalt  der  CiurTe  angebt,  so  ergeben  sich 
sofort  die  folgenden  Eigenschaften: 

Wie  beim  Kreise  wird  auch  bei  der  Ellipse  jeder  Durchmesser 
durch  den  Anfangspunkt  halbirt.  Zwfi  Dnrchmesser  sind  aber  nur 
dann  gleich,  wenu  bie  denselben  Winkel  mit  der  Axe  bilden,  da  nur 
in  diesem  Falle  die  entsprechenden  Verhältuisszahlen  gleich  sind. 
Alle  der  einen  Axe  parallele  Sehnen  der  Ellipse  werden  durch  die 
andere  senkrechte  Aze  halbirt,  da  anch  ihre  Bilder  parallel  der 
einen  Aze  lanfen  nnd  dnrch  die  andere  senkrechte  halbirt  werden. 
Ans  dem  Gesagten  geht  hervor»  dass  die  Ellipse  eine  zn  den  Axen 
symmetrische  Cnrve  sein  mnss. 

Beim  Kreise  werden  aber  nicht  nur  die  Sehnen,  welche  parallel 
einer  der  Hauptaxen  sind,  durch  die  andere  halbirt,  sondern  es 
liegen  stets  die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen,  welches  auch  ihre 
Richtung  sein  mag,  auf  dem  senkrrchfon  Diiri  hmesser.  Daher  mtlsson 
die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  der  Ellipse  auf  dem  coiyugirten 
Durchmesser  li^en. 

Da  femer  beim  Kreise  die  Tangente  senkrecht  zum  Radios 
nach  dem  Berflhrnngsponkt  steht,  so  mftssen  bei  der  Ellipse  die 
Tangente  nnd  der  fiadinsveetor  znm  Bertlhmngspnnkt  coi|jngirt  sein, 
d.  b.  die  Tangente  mnss  dem  conjngirten  Dnrchmesser  parallel  laufen. 

Wie  die  Kreisfläche  durch  je  zwei  senkrechte  Durchmesser,  so 
wird  auch  die  Fläche  der  Ellipse  durch  je  2  coi^ngirte  Dnrchmesser 
in  vier  gleiche  Teile  geteilt 

Wie  schon  erwfthnf,  sind  die  sn  den  Winkeln  9  nnd  90*+ 9 
g»hOfigen  Halbmesser  der  Ellipse  gleich 

f/o*CM*9'^il*üa*9  nnd  V a*  sin'y  -p** 
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Diese  selbeu  Wur/tlausdrückü  bind  es  aber  auch,  mit  welchen 
man  die  AbschDitte  der  zu  den  gewählten  Kreisradieu  paraileieu 
Genulfin  mttUiplieireii  muss,  am  die  enUprocheoden  Abschnitte  der 
SEO  den  Halbmessern  der  Ellipse  paratteleii  Geraden  an  erhalten.  Da 
BOB  die  Oleiehang  des  Kreises  nnabhingig  tob  der  Lage  der  rechi- 
wioicligeB  Aien  ist,  so  mnss  dasselbe  auch  für  die  eatsprecbende  in 
schiefwinkligen  Coordinaton  aasgedmckCe  Oleichnng  der  Ellipse 
geltes. 

Zieht  mau  von  einem  Punkte  ausserhalb  des  KieisLS  die  beiden 
Tangenten  und  verbindet  die  Berührungspunkte ,  so  steht  die  Ver- 
bindungslinie senkrecht  znr  Centrale.  Bei  der  Ellipse  moss  die  ent-  ' 
sprechende  Linie  der  Centrale  coujugirt  sein,  also  parallel  der  Tan- 
gente laufen,  welche  sich  im  Schnittpunkt  der  Centrale  and  der 
Carve  ziehen  Iftsst.  Da  sich  bei  der  Abbildang  an  dem  Verhftltniss 
der  Abschnitte  derselben  Geraden  nichts  Ändert,  so  wird  bei  der 
Ellipse  wie  beim  Kreise  die  Centrale  darch  die  Peripherie  nnd  den 
Schnittpaukt  mit  der  Yerbindnnghlinic  der  Berttkrongspunkte  harmo- 
nisch geteilt.  Ferner  mflssen  die  Berührungspunkte,  das  Ccntrom 
und  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Tangenten  gczugcu  siud,  auf  einer 
Ellipse  liegen,  welche  der  gegehencn  ähnlich  ist  und  die  gleicho 
Richtun^^  der  Axcn  besitzt.  Das  von  den  beiden  Tangenten  und 
der  Ellipse  begrenzte  FlilchenstUck  hat  douselbeu  Inhalt  für  alle 
Punkte,  welebü  auf  eim  r  ( oiicentrischcn,  der  gegebenen  ähnlichen 
Ellipse  gleicher  Axenhchtuug  liegen.  Dasselbe  wird  von  'der  Cen- 
Lr&ie  iialbirt 

Alle  Sehnen,  welche  eine  innere  conoeutrische  und  ahnliche 
Ellipse  bertihren,  werden  durch  den  Berührnngspunkt  halbirt,  and 
die  abgeschnittanen  Segmente  aiad  simtlich  gleich  gross. 

Die  Mittelpunkte  aller  von  einem  gegebeneu  Punkte  der  Peri- 
pheMc  aus  gezogenen  Sehucu  liegen  auf  einer  Ähnlichen  Ellipse, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  geht  und  die  gegebene  Ellipse  in  dem 
Punkte  berührt.  Die  zu  den  verschiedenen  Punkten  der  Peripherie 
gehörigen  Eiiipseu  siud  congruent,  ihre  Ualbaxen  sind  gleich  der 
Hälfte  der  Halbaxen  der  gegebenen  Ellipse.  Alle  diese  Eigenschaften 
lassen  sich  unmittelbar  ans  den  entsprechenden  des  Kreises  ablesen. 

Für  alle  durch  denselben  Punkt  gezogenen  Secaaten  des  Kreises 

ist  das  Product  der  bis  zur  Peripherie  gemessenen  Abschnitte  con- 
stant  Bei  der  Ellipse  kann  dieser  Satz  nur  gelten  für  solche  Se- 
canten,  welche  mit  der  Axe  gleiche  Winkel  bilden  Ebenso  ist  das 
Quadrat  der  Tangente  nur  dann  gleich  dem  i'ioduct  aus  den  Ab- 
»cbuitten  der  Seeaale,  wenn  beide  gleiche  Neigung  zur  Axe  habeo. 
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Auch  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  PeripLcriewiukel  über 
demselbeu  Bogeu  lässt  auf  weitere  Eigenschaften  der  Ellipse  schliessen. 
In  dem  spcdelleo  Falle,  dass  der  Bogeu  gleich  dem  Halbkreis  ist, 
■ui  te  Peripberiefrinkal  ein  BachUr  i^,  woraus  for  die  Ellipse 
der  8ate  folfrts 

Verbindet  mau  ir^'ciid  ciurn  Punkt  des  Umfangs  mit  den  End- 
ponktcn  eines  Durch niisscrs,  so  sind  die  Verbindungslinien  conjn- 
girt.  Im  Falle  eines  beliebigen  Bogons  muss  mau  dem  Satze  erst 
eine  andere  Fassung  gebeo,  um  die  correspoudirende  Eigenschaft  der 

Ellipse  zu  erkeuueu. 

Man  ziehe  die  za  den  Schenkeln  des  jedesmaligen  Peripherie- 
winkels  parallelen  Tangenten  und  bestimme  den  Schnittpunkt  der- 
selben. Für  alle  Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  liegen 
dann  diese  ScJiintt punkte  auf  einem  zum  gegebenen  concentrischen 
Kreise.  In  dieser  Form  kann  der  Satz  sogleich  auf  die  Ellipse 
übertragen  werden  und  besagt  dann,  dass  die  Scbuittpuukte  der  zu 
den  Schenkeln  des  Peripberiewiiikels  parallelen  Tangenten  für  alle 
Peripheriewiukel  über  deniseibeu  Bogtu  aul  tmcr  concentrischen  und 
ilmlicheD  Ellipse  liegen.  Ueberbaupt  spricht  die  Gleichheit  zweier 
Winkel  beim  Kreiee  fOr  die  Ellipse  die  Teteadie  ms,  dnes  die 
SciwittpanlLte  der  za  den  Schenkeln  Jedes  Winkels  parallelen  Tan- 
genten anf  einer  concentrischen  nnd  Ihnliehen  Ellipse  liegen. 


Ein*  «nd  nmbeichriebene  Parallelogramme. 

Alle  dem  Kreise  einbescbriebenen  Parallelogramme  sind  Recht- 
ecke.  Daher  mflssen  die  Seiten  jedes  der  Ellipse  einbescbriebenen 
Parallelogramms  conjagirt  sein.  Sind  die  Diagonalen  auch  conjugirt, 
•o  enspricht  demselben  beim  Kreise  das  einbeschriebeue  Qaadrat, 
dessen  Inhalt  Consta ut  gleich  2  ist.  Der  Inhalt  eines  jeden  cinbe- 
schriebeiien  Parallelogramms  mit  conjugirten  Dnrchinessern  als  Dia- 
gonalen niu^s  daher  oonstant  gleich  2aA  sein.  Der  Inhalt  des  dem 
Kreise  ein  beschriebenen  Quadrats  ist  aber  grösser  als  der  Inhalt 
eines  jeden  andern  eiDbeschriebenen  Parallelogramms.  Es  muss 
daruD»  ancb  bei  der  Ellipse  das  einbcschriebcnc  Parallelogramm  mit 
conjugirten  Durchinesseru  als  Diagouaiou  eiu  Maxiraum  sein.  Mit 
derselben  Leichtigkeit  lässt  sich  erkennen ,  dass  der  Inhalt  eines 
beliebigen  einbeschriebenen  Parallelogramms  gleich  dem  Inhalt  des- 
jenigen einbeschriebenen  Parallelogramms  ist,  dessen  Diagonalen  coa- 
jngirte  Darchmesser  sn  den  Diagonalen  des  gegebenen  sind. 

Soviel  über  die  eiobesclirieboneü  Parallelogramme, 
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Waa  die  ombescbriebenen  Paratlelogramme  angeht,  so  sind  die- 
Belben  beim  Kreise  sämtlich  Bhomben,  ihre  Diagonaleii  stehen  senk- 
recht auf  einander  und  laufen  parallel  den  Seiten  des  Beehtechs  der 
Bcrübraogspunkte  Daher  mtlssen  die  Diagonalen  des  der  Ellipse 
umbeschricbencii  Parallel  ogramms  conjngirt  sein  and  parallel  laufen 
deu  Seiton  des  Parallelogramms  der  Bcrübraogspunkte,  Sind  die 
Seiton  selbst  auch  conjugirf,  so  erbaltcn  wir  das  Parallelogramm, 
welches  dem  unibesehriebeDen  Quadrat  des  Kreises  entspricht.  Letz- 
teres bat  aber  stets  denselben  Inhalt  4  und  ist  kleiner  als  jedes  an- 
dere umboscbriobone  Parallelogramm. 

Deshalb  haben  alle  der  Ellipse  nmbeflchriebeaen  Parallelogramme, 
deren  Seiten  coujugirt  sind,  den  gleichen  Inhalt  4  «6,  nnd  zwar  ist 
derselbe  kleiner  als  der  jedes  andern  umbescbriehenen  Paralle- 
gramms. 

Dieser  Sats  kann  auch  in  der  folgenden  Weise  abgeleitet  worden. 

Wir  betrachten  einen  dem  Kreise  nmbeschriebenen  Rhonbns 
nnd  das  einbescbriebeue  Rechteck  der  Berührnugspnnkte.  Der  Winkel, 
welchen  die  eine  Diagonale  des  Rhombos  mit  der  Seite  bildet,  sei 

2 

9.   Dann  ist  der  Inhalt  des  Rhombus  gleich  .-- ^ — ^,  der  lohalt  des 

sin  9  cos  o-' 

Rechtecks  gleich  4  8in5eos^,  das  Product  der  beiden  ItihnUe  ron- 
staut vleich  H  I)t'hvvei,'en  ist  bei  der  Ellipse  das  Produet  aus  dem 
Inhalt  eines  umbei>cbriebenen  Parallel ogram ms  uuil  dem  Inhalt  des 
Parallelogramms  der  BerQhrongspuukte  gloicli  bnUr.  Muti  ist  aber 
der  Inhalt  des  einbeschriebenen  Parallelogramms  ein  Maximum  und 
zwar  'gleich  2aA,  wenn  die  Diagonalen  desselben  cüujugirt  sind. 
Daun  sind  aber  auch  die  Seiten  des  umbeschriebeuen  coujugirt,  und 
da  das  Prodnct  der  Inhalte  constant  ist,  rnnss  in  diesem  Falle  der 
Inhalt  des  ambeschriebenen  Panllelogramms  iaft  ein  Uinimom  sein. 

Es  mag  hier  noch  ein  Satz  fflr  das  beliebige  einbesohriebene 
Yieieck  hinzagefogt  werden,  welcher  fttr  die  «pitere  Entwiddong 
Yon  Wichtigkeit  ist  Es  handelt  sich  am  den  Satz :  Verllngert  man 

die  Gegenseiten  eines  KreisTierecks  bis  znm  Schnitt  ^  so  stehen  die 
Ualbirungsliuien  der  entstandenen  Winkel  anf  einander  senkrecht. 
Für  die  Ellipse  lautet  der  entsprechende  Satz:  Zieht  man  zn  den 
Gegenseiten  eines  einbeschriebeucn  Vierecks  die  parallelen  Tangou- 
ten, verläugert  dieselben  bis  zum  Schnitt  und  verbindet  die  Schnitt- 
punkte mit  dem  Mittelpunkt,  so  sind  diese  Verbindungslinien  conjn- 
girt. Ist  das  eine  Paar  Gegeusriten  parallel,  so  läuft  auch  die  ent- 
sprechcudc  Verbiuduug&liuie  derselben  parallel  nnd  der  conjogirte 
Durchmesser  halbirt  die  parallelen  Gegenseiten.  Die  zu  den  nicht 
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pftnülelen  Seiten  eines  eiobeschriebenen  Trapezes  parallel  gezogenen 
Tangenten  lehnaiden  sich  demnaeh  in  einem  Punkte,  welcher  anf 
der  Yerlftneening  der  YerhindaogsUnie  der  Mitten  der  beiden  Orond- 
UniM  liegt 

Ist  auch  das  andere  Paar  von  Gegeasciten  parallel ,  so  laufen 
beide  Verbindungslinien  dea  Süiteu  parallel ,  woraus  iu  Uebereiu- 
stimmuug  mit  dem  Früheren  folgt,  dass  die  Seiten  eines  einbeschrie- 
beaeo  Paraileiogramms  coojugirt  sein  müssen. 

Qnadratar  der  Ellipse. 

Ans  der  Formel  fiBr  den  Inhalt  des  Kreises  folgt  f&r  die  Ellipse 

J    n  .  ob 

oh 

Jeder  Kilipstußector  ist  ieruer  gleich  ^  'P^'  ^'orin  9  den  von  den  zu. 

gehörigen  Bildstrahlon  eingeschlossenen  Witikol  hedentet  (ausgedrackt 
durch  den  Bogen  des  Kreises  vom  Badius  1). 

Der  Inhalt  des  von  den  Radienveetoren  nnd  det  Sehne  begrenzten 

Dreiecks  ist  gloich  ^sin9,  das  Segment  also  gleich        -  siay)- 

Hierin  mnss  nun  noch  9  ond  sin  9  durch  die  DImensionea  der 
Ellipse  nnd  die  Lage  der  Secante  näher  bestimmt  «erden.  Ist  die 
Oleichnng  der  Seeanten 

—  0 

so  hat  ihr  Abbild  die  Gleichang 

und  der  Winkel  9  ist  bestimmt  durch  die  Entfcmnog  dieser  Ge- 
raden vom  Kroismittelpunkt   Dieselbe  ist  hekanntlidi 

±n 

Pnnn  wird 

—  arcoost 

nnd 

|sinf  —  sin^  coB  ^  «=*V1— 
Also  wird  das  Segment  gleich  ab  .  [arccos*  -i-Vl  — 
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Dsiielbe  ist  coniUnl  ftr  alte  SeeaatM,  welche  die  mit  der 
gebeM  coneeDtrisekd  ond  ihnlieho  Enipae 

lierftlinn. 


S4. 

AbUldmv  dw  Hfptrbal  nd  Anff  ab«  d«r  reUtIf Maxim  lad 

Mialma. 

Bisber  wurde  nur  von  der  AbbiKlung  der  Ellipse  gesprochea. 
la  dei*8elben  Weise  lässl  sich  nuu  uucli  dio  Hyperbel 

abbilden  und  liefert  dabei  dio  gleicbseitigc  Hyperbel 

Genau  so  wie  wir  mit  Hülfe  unseres  Abbildungsprincips  die  Eigen- 
schaften des  Kreises  auf  dio  Ellipse  Übertrugen,  küuncu  wir  auch 
dio  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel  auf  die  beliebige  Hy- 
perbel übertragen.  Der  Unterschied  liegt  nur  darin.  daM  der  Kreis 
ein  einfacbes  geometriscbee  Gebilde  ist»  dessen  Fnndameotaleigen- 
scbaften  mit  den  elementarsten  Haifemitteln  erkannt  «erden  können, 
während  die  gleichseitige  Hyperbel  ebenso  gnt  wie  die  nngleich- 
seitige  znr  Erforsebnng  ihrer  Eigenschaften  der  Anwendung  analy- 
tischer Methoden  bedarf.  Immerbin  bietet  aber  doch  die  Behaadlnng 
der  gleichseitigen  Hyperbel  geringere  Schwierigkeiten  wie  dio  der 
ungleichseitigen.  Dazu  icommt  noch,  dass  viele  Eigenschaften  der 
Ellipse,  welche  ihrerseits  direct  vom  Kreise  übertragen  wurden,  sich 
wieder  auf  die  IIy[)erhel  übertragen  la<?son.  Die  Ellipse  nnd  nr- 
8pruu;,'lich  tlrr  Krei'?  wird  so  der  Aus;,'angspniikt  für  inaiiclio  Lehr- 
sätze in  Uezug  auf  die  ilyperhel,  deren  Kichtigkeit  dann  nachträg- 
lich au  der  gleichseitigen  Hyperbel  analytisch  festgestellt  werden 
kann. 

Handelt  es  sich  aber  nm  Aufgaben ,  welche  auch  beim  Kreise 
anf  analytischem  Wege  gelöst  werden  mflssen,  so  ist  ftlr  beide  Arten 
Ton  Curven  der  Grad  der  Schwierigkeit  derselbe,  und  zwar  können 

solch*'  Aufgali'^n  bis  /u  nwm  gewissen  Pankte  gemeinsam  behandelt 
werden,  indem  man  der  Betrachtnog  die  Gleichung 
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EU  Grunde  \^gt  und  erst  wenn  die  allgeineiae  Lösung  gofaQdea  itti 
die  Unterscheidong  der  beiden  Fälle 

ff  as  -)>  1  and  ff  —  —  1 

Toroimint.  Eine  solche  Methode  bietet  auch  den  Vorteil,  dass  sie 
dii  OemdoBame  beider  Arten  von  Carren  wie  das  Unterscheidende 
nid  den  eigeotUelieD  Grand  defilr  klnr  erlcenneii  Itost 

Es  soll  Im  Folgenden  eine  besonders  geeignete  Aufgabe  dieser 
Art  in  aller  YollsCttndiglceit  behandelt  werden.  Es  handelt  sich  nm 
die  Untersachang  der  Dreiecke,  deren  eine  Ecke  fest  gegeben  ist, 
wShrend  die  beiden  andern  auf  einer  Curve  swdten  Grades  wandern. 
Man  soll  nnter  diesen  Dreiecken  dasjenige  vom  grösstcn  Inlialt  be- 
stimmen. Der  festo  Punkt  kann  dabei  jrdo  holiVbigo  Lage  iiaben, 
darf  also  anch  auf  der  Cnrve  selbst  angeuommen  werden. 

Wir  behandeln  die  Angabe  in  der  Weise,  dass  wir  dieselbe  zn- 
nichst  allgenrain  flir  die  GnrTe 

lösen,  dann  fiftr  ff  nach  einander  die  Werte  -{-1  nnd  —1  substitniren 
and  die  gewonnenen  Resultate  mit  Hülfe  des  Abbildangsprincips  auf 
die  beliebige  Cnrve  übertragen.  Der  Fall  der  Parabel  erledigt  sich 
dann  von  selbst,  da  diese  als  Grenze  ciuer  Ellipse  angesehen  werden 
kaan,  deren  Mittelpunkt  ins  Unendliche  gerUckt  ist 

Der  feste  Punkt  sei 

Qt  -  du  nt) 

die  beiden  Terftnderliehen  seien 

<2i  -  (»si  nt)  nod   Ol  —  da, 

nnd  swar  sei  die  Bezeichnung  so  gewihlt,  dass  wenn  man  sieh  in 
Q,  anfstolit  nnd  in  den  Ton  QgQ^  nnd  QiQ^  gebildeten  Winkel  hin- 
emsieht,  die  Seite  Q,  Q,  rechts,  die  Seite  links  liegt,  beide 
slso  dieselbe  Lage  zu  einander  haben  wie  die  positive  nnd  yaxe* 
Dann  wird  der  Inhalt  des  Dreiecks  QiQtQt  daigestellt  durch 


1  Ii  Vi 

1  ij«  V» 

1  ^  % 


-  (l) 


Da  es  bei  der  Uuiorsuclvung  auf  einen  constauleu  Factor  nicht 
ankommt,  betrachten  wir  weiterliin  nur  die  Determinante  Die- 
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selbe  soll  ein  Maximum  werden,  währoud  gleichzeitig  die  Bedioguugoa 
erfüllt  siud: 

^•+«171" -1  und 

Bezeichnen  wir  mit  ^2  und  A3  zwei  anbestunnite  HoltipUcator«!!, 
Bo  Uateu  die  BediagangeJi  des  Mazimams: 

Combinircn  wir  die  Glieder  sämtlicher  Horizontalreihen  der  Deter- 
uiiuaut  i  mii  den  adjunirirtfMi  Elementen  der  beiden  letzten  Ilorizon- 
talreihen,  so  erhalten  wir  luich  den  Sät/en  aus  der  Theorie  der  Deter- 
miaauten  das  folgende  System  von  Gleicbungen: 

^  =  (31)+-.j^+,.j^,  0  =  02)  +  ;. 3.  +,.3-  (S) 
Ü  -  (31)+«,8^  +  1  -  (12)  +J,  + 


sofern 


^3% 


mit  (31)  und  .!*      mit  (12)  bezeichnet  wird. 


Setzen  wir  hierin  dio  Ausdrücke  für  die  Differeutialquutienten, 
welche  sich  aus  den  Bedingungen  des  Maximums  ergaben,  ein,  so 
kommt 

^  =  (31)-*,,  0-(31)-A,(|,§,-f  ft/,i;,) 
0-(3l)-A,(5,i:8H-*»?,i?a) 

-#-(12)--ig,  0-(l2)-A^|,§,+fi|Äfj,) 
0-(12)-a,(|,U+«ih*»») 

Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Klammerausdrücke  constant  sind. 

Wir  setzen 

Fcruei  hommt 

(31)^3  =.  (12) 
Setzen  wir  hierin  die  sich  aus  (4j  ergebenden  Werte 
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Aj  =  (;U)  — ^   und   A3  =  (12)—^ 
eio,  80  erhalten  wir  nach  Division  mit  J  die  Gleichung 

(31)  =  (12)  (6> 

nnd  deshalb  ist 

1,  =  i,  =  -(12)-(28)  (23)-(3l)  and  J  =  (^»+(81)  ^ 

Diese  aDalytischcn  licsaltato  lassen  iolgcude  Schlüsse  zn: 

QjQs  ist  jK^rallel  der  Polaren  zu  (2t,  Qj  parallel  der  Taiigeute 
in  und  Qj  parallel  der  Tangente  in  ,  oder  die  Goraden 
OQi  Dod  QiO^.OQi  und  OQ3  nnd  Q^iiit  sind  conjugirt.  Ver> 

binden  wir      mit  0  nnd  Terlängern  bis  znm  Schnitt  mit  in 

Tcrbinden  wir  ferner  mit  0  nnd  verlftogem  bis  Jl^y  Q9  mit  ü 
nnd  TerlftngCT  bis  snohen  wir  eAlich  den  Schnittpunkt  ü  der 
Polaren  za  Qj  mitOQi,  so  moss  JZ|  die  Sehne  Q^Q^  Jt»  die  zo  QtQ$ 
geb(lrige  nnd  die  zn  QiQi  gohflrige  Sehne  der  Carve  halbirea; 
ferner  moss 

08:  OA',  -=.0     :  OiZ,  Ä  OQa  :  072«  =  ± ^ 

sein,  je  nachdem  p  ^  0  ist,  d.  h.  je  nachdem  der  Mittelpunkt  0  auf 

den  Strecken  SR^,  Q^Ütt  Q»Iii  oder  auf  der  Verlängerung  der- 
selben liegt 

Die  Gldehnng  (6)  bedeutet  geometrisch,  dass  die  Teildreiecke 
OQ,Q^  und  OQtQb  denselben  Inhalt  haben.  Dies  versteht  sich  nach 
dem  Yorhcrgesagten  von  selbst,  da  beide  Dreiecke  dieselbe  Grund- 
linie 0  Qi  haben  nnd  gleich  hoch  sind. 

Wir  iahren  nnn  in  der  analytischen  Behandlung  der  Aufgabe 
fort  und  geben  Über  zar  Berecbnnng  von  ^  nnd  ^,  Wie  sich  her* 
ittsstellt,  bangen  diese  nur  von  dem  Werte  des  Aosdrucks 
ab,  den  wir  im  Folgenden  mit    bezeichnen  wollen.  Femer  wollen 
wir  f ftr  die  gemeinsame  Bezeichnung  X  gebrauchen. 

Zunächst  leiten  wir  eine  Beziehung  zwischen  A  uud  q  ab: 

Ans  (7)  findet  sich 

21  —  —  ^-(23) 

ioruer  ist  nach  (4) 

l 

---(12) 

wonuu 

M.  i,  Ibtk,  m.  Plkya,  8.  Bdka»  T.  IUI  * 
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Addition  ergiebt 

i(l-i)  =  -(23)    oder    ^  ^23)  ~ 

Dann  finden  wir  dircct  aus  der  Determinante,  indem  wir  die 
Glieder  dor  /A^oitrn  und  dritten  Yerticalreibe  mit  den  n4|nugir(eu 
Elementen  der  ersten  verbinden : 

0-^\(23)-f(c,-ff,)a2)    und   0«i?,(23)4-(7,  +  i,;,)(l2) 
oder 

and  i»i(2S)=.*(»,,  +  r^,) 

oder  endlich 

Diese  AosdrUcke  substitairen  wir  in  den  Ausdruck 
«ad  erhalten 

^•-»-5  (8) 

welche  Gleidtaag  ei  enaflglicht,  n  Jedem  e  das  ingebOrige  f  iv 
fiadeo. 

Mit  dem  Werte  von  ^  ist  aber  die  Gonstraction  des  maximalen 
Dreiecki  gegeben.  Xaa  vwliiade  Q,  mit  0  nad  seiehae  die  Polare 
sa  Q,,  welche  OQg  oder  die  Yerlftngcning  in  S  schneidet.  Ist  nna 
f  positiv,  so  liegt  JKj  aaf  der  Verl&ageraag  voa  08  aber  0  hiaaos, 
im  andern  Falle  aaf  OiS  selbst  oder  aaf  der  Verlftagemag  Aber  8 
hinaas;  leraer  Ist 

Die  Punkte  (?,  und  Qj,  erhalt  man  endlich ,  indem  man  durch  /f, 
zur  Polare  die  Parallele  zieht,  welche  die  Curve  in  den  gesuchten 
Punkten  trifft. 

Es  war 

femer 

Setzen  wir  den  Wert  von  der  sieh  ans  der  siweiteu  Gleichnng 
ergiebt»  ia  die  erste  eia,  so  wird 
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2(23) +(23)  oder   ^  =  (23)^ 


worin  (23)  noch  mbestimmt  ist  Dsdh  ist  aber 


2d 


•lio 


2(31)  -  2(1«  -       (23)  j--^ 


(31)  ^  (12)  = 


Wu  die  Beredinong  vod  (23)  angebt,  so  wird 


1(23)« 


also 


(») 


Selzen  wir  diesea  Wert  ein,  so  koinint  die  Determin«ate 


»  —  1  « 

Miete  niftllt  im  die  drei  Oitefdetemiiuteo 

Der  lalialt  des  maximalen  Dreiecks  wird 


(10) 


»4.iy,(g»^i) 


(11) 


Da  der  Ansdrack  nnter  dem  Warzebteiebeii  positiv  sein 
so  basn  die  Aufgabe  fiBr  t     -f  1  nur  dann  eine  Lösung  babea, 
wenn  9'  >  1  ist,  fttr  t  s  —  1  dagegen  nnr,  wenn  ^  <  1  itt 

Damit  ist  die  allprnipiiir  licliatullinig  der  Aufgabe  beendet*  Wir 
geben  nanmehr  za  dem  Falle  der  Ellipse  c  s  + 1  aber. 
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§  5. 

Weitere  Beluuidiiuiff  in  F^e  4«r  SlUpM. 

Im  Falle  der  Ellipse  e     -j- 1  stellt 


I 


das  Quadrat  der  Entfcrnong  des  Punktes  Q|  von  0  dar,  welches  wir 

mit  «*  I»o7oichncn  wollen.  Die  Gicichnnfj:  (8),  an  die  wir  nnscre 
nächste  lietracbtung  anzuknüpfen  babeu,  konnte  auch  direct  ans  der 
Figur  abgeleitet  werden.  Ist  nftmlich  ^  positiv,  so  verhält  sich 

woran» 

oder  (12) -j^ 

woram 

Dann  wird 

2J         0  —  1 

oder  geometrisch 

Andrerseits  aber  haben  wir 
denn  es  ist 

0Qi=i9*,QS  und  0iS:0i7, 

Folglich  wird 

0(k<U  -  Qi<2iQs  . 
Vergleichen  wir  diesen  Wert  mit  dem  obigen,  so  folgt 

Aebnlich  im  Falle  ^  <  0. 

Wir  erhalten  also  in  der  Tat  wieder  dieselbe  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  q  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Dieselbe  liefert 
die  beiden  Werte 

^  -  (12) 
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welche  die  Logo  des  Paoktes  fti  bestimmen.  Es  kommt  nun  darauf  ao, 
die  venchiedeoen  Lagen  des  Pauktes  i2,  fttr  die  verschiedeaeD  Werlo 

TOD  f  va  verfolgeo.  Der  QQotient  ±  -  giebt  das  Teriilltiilss  Ton 

Off,  zu  O.Sau,  also  das  Verhflltuiss  von  Oli^m  einer  Strecke,  die  sich 
selbst  mit  »  ändert.  Wir  wulltii  statt  desseu  das  Ycrbältuiss  eu 
eiuer  Strecke  betrachten,  die  lur  die  verschiedenen  Werte  von  s 
glcicli  blciiit  liud  wüUlcu  aib  äulcUu  dcu  Kreisradiuü  0  T     i  suibsl. 

ist,  ao  wird 

Das  obere  Zeichen  gilt,  weoa  ^  positiv  ist,  das  untere ,  wenn  q  ne- 
gativ ist  Im  ersten  Falle  liogt  aof  dor  Torlftngerung  von  Q|0 
aber  0  biDaas,  im  sweitea  Fallo  aaf  Qfi  selbst  oder  auf  der  7er- 
ftDgeniog  aber  Qg  bioans.  Wenn  wir  dor  Strecke  Oi^  selbst 
das  positive  oder  negative  Zeichen  beilegen»  Je  nachdem  üj  anf  der 
einen  oder  andern  Seite  von  0  liegt,  so  kOnnea  wir  die  letzte  Glei- 
chung ancb  einfacher  schreiben: 

Es  fragt  sich  zunächst,  ob  und  in  welchem  Fallo  beiden  Werten  von 
0/^,  eine  Losung  der  Aulgahe  eutspricht.  Der  eine  Wert  ist  stets 
positiv  und  bedeutet,  dass  Jii  auf  der  Vcrlängeruug  über  ü  hinaus 
legt-,  der  andere  negative  bestimmt  einen  Ponkt  anf  der  Seite 
von  Ol  selbst  Beiden  Werten  entspricht  aber  eine  LOsong  der 
An^be  nnr  dann,  wenn  Jt,  innerhalb  des  Kreises  liegt,  wenn  also 
2 

 7--  —  dem  absolatea  Werte  nach  unter  1  liegt.  Wie  man 

aieh  abersengt,  ist  der  grOsste  Wert,  den  der  Ansdmck  für  das 
oliere  Zeichen  annehmen  kann,  der  Wert        und  zwar  wird  dieser 

erreicht  iHr  •  =  0;  f ar  «  «  1  wird  der  Ansdrnck  gleicb  i  nnd  fflr 

2 

s=oo  gleiche.   Dem  ersten  Werte  — 77^—  entspricht  also 

stets    eine   LOsnng    der    Aufgabe.      Der    andere  Aosdrack 

2  1 

 y-j  wird  für  »  —  ü  gleich  —  r^o,  für  <  —  1  gleich  —1  und 

ist  for  jeden  Wert  von  der  Ober  1  Hegt,  absolut  grosser  als  die 
finbcit.  Dero  sweiten  Worte  von  OJS|  entspricht  daher  onr  in  dem  falle 
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eine  LoeQQg,  dais  Qi  innerhalb  doa  Kreises  liegt.  Es  cxisüreD  dem- 
nach S  Dreiecke  maximalen  Inhalte,  wenn  innerhalb  des  Kreises, 
die  An(gabe  hat  aber  nur  eine  LOoaog,  wenn  Q|  ansserhalb  liegt 

Dißseä  iu'äullal  äliuiml  auch  mit  der  am  Schlüsse  des  vorigen 
raragiapbeu  gomftchten  Bemerknug  ttbereiu,  däss  für  t  -f^ 
Aufgabe  nur  dann  lösbar  ist,  wenn  <>*  >  1  ist;  denn  wie  aieh  ans 
(12)  crgiebt,  ist  iBr  das  obere  Zeichen  $  stets  positiv  «od  grosser 
als  1,  was  anch  der  Wert  von  »  sein  mag,  ftlr  das  untere  Zeichen 
dagegen  ist  9  tteta  negativ  nnd  dem  absoluten  Werte  nach  nnr  dann 

grosser  als  1,  wenn  Vi^-Ö— »>  2»  oder  y««+l>3»oder  !>•• 
ist,  d.  h.  wenn  <2|  innerhalb  des  Kreises  liegt 

Bezeicboen  wir  mit  ^  dcu  Wiukel,  wclcbeu  diu  Richtung  von  Q, 
nach  0  mit  OQ,  oder  OQ.  bildet,  so  wird 

w  2 

€OS;r  = 


ind  die  Teildreiecke  werden 

0<^|<2b-OQ,i^,-^8in^^,  OQ,Q,«  iisin«» 

wihrend  der  Inhalt  des  maximalen  Dreiecks 

/—  ±#sin  ^  ±islnie  —  ±8ln  ~^«+cos 

wird.  Dabo)  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  w  <  180*  ist,  das  natere, 
wenn  w  >  180*^  i«t 

Gehen  wir  nnn  die  verschiedenen  Lagen  von  Qg  der  Reihe  nach 
dareh. 

Liegt  Ol  ausserhalb  des  Kreises,  so  gicbt  es  nur  eine  LOsuug. 
Man  coDstruire  sieb  eutwed«r  den  i'uukt      nach  der  Gleichung 


und  ziehe  durch  iZ,  eine  Senkrechte  zu  Qi/^»  weiche  die  Curve  in 

Qf  nnd  UiiBt,  oder  man  berechne  den  Winkel  ^  ans  der  Glei- 
chung 

w  2 
COSä  « 


2     .+  yt»  +  9 
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und  trage  deusclbea  in  0  au  die  Verlängerung  von  Q^Onach  beiden 
Seiten  ab.  and  sind  dann  die  Schnittpunkte  der  Schenkel 
mit  der  Corvo. 

RAckt  Qt  iü  die  Peripherie,  so  wird 

OiZ|  —  I  und  cos^  —  I 

alio 

Das  Dreieck  UiU^Q»  ist  dann  gleichseitig.  Das  grössto  Dreieck, 
dessen  £cken  sämtlich  auf  der  Peripherie  liegen,  ist  demnach  das 
gleidisoltige» 

Li^l  <2|  ionerbftlb,  so  existiren  2  Maxima.  Für  das  grossere 
liegt  der  Paukt  Ji|  auf  der  Yerlftogeniag  Ton  (2|0  ttber  0  hinaus» 
für  das  kleinere  auf  der  Seite  von  Hg  selbst.  Rückt  Q|  an  0  heran,  SO 
nfthem  sich  die  beiden  Maxima  und  erreichen  denselben  Wert,  wenn 

<?i  aof  0  ftllt.  In  diesem  Falle  wird  der  eine  Wert  von      gleich  45®, 

der  andere  gleich  135^  und  die  entsprechendca  Werte  von  Oi2|  sind 

und  —        Wir  erhalten  also  2  rechtwinklige  Dreiecke,  die, 

gegenüber  lio^ou  und  tiir  welche  0  der  Sclieitül  des  rechtenWinkels  wird. 
Eigentlirh  kann  nun  aber,  sofern  0  und  Qj  zusammenfallen,  nicht 
lui'hr  von  Uer  Richtung  der  Geraden  OQj  gesprochen  oder  vielmehr 
es  kann  jede  beliebige  Richtung  als  solche  angenommen  werden. 
Damit  stimmt  das  geometrische  Resultat  ilberein,  dass  es  in  diesem 
Falle  nnendlicb  viele  Uaxima  giebt  Jedes  von  2  senkrechten  Radien 
des  Kreises  nnd  der  »«gehörigen  Sehne  gebildete  Dreieck  entspricht 
den  Bedingungen  des  Mazimnms. 

Es  ist  klar,  dass  der  Wert  des  Maximums  gleich  ist  für  alle 
Punkte  Qt^  welche  auf  einem  concontrischen  Kreise  liegen,  und  dass 
derselbe  mit  wachsender  Eiiüeniung  zuuiiDmt,  wenn  es  sich  uiu  d<ü3 
in  jedem  Falle  cxistirende,  zum  oberen  Zeichen  der  Wurzel  gehörige 
Hazimnm  handelt,  dagegen  abnimmt,  wenn  es  sich  um  das  sweite, 
nur  Ar  innere  Punkte  Torhandene  handelt. 

Damit  ist  auch  die  T*ösun^  der  folgenden  Aufgabe  gcgcbcu:  Es 
sollen  die  DrriLcke  untersucht  werden,  von  welchen  eine  Ecke  sich 
aof  einer  Geraden  bewegt,  während  die  beiden  andern  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  wandern.  Zu  jedem  Punkte  der  Geraden  gehört 
ein  maximales  Dreieck,  und  dieses  relative,  auf  den  einzelnen  Punkt 
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besOgUclio  MAiimum  erreicht  Beinen  kleiosteii  Wert  für  den  Pankt, 
in  welchem  du  Lot  von  0  ans  die  Oerade  triffl. 

Durchschneidet  die  Gerade  den  Krois,  so  existirt  ausscnlem  fflr 
jeden  Tuulvt,  welcher  iuuerbalb  des  Kreises  liegt,  uuch  eiu  zweites 
Maximum,  und  dieses  zweite  relative  Maximum  bat  seiucu  grüsstca 
Wert  in  dem  Fmeimnkte  des  Lotes. 

Nunmehr  wollen  wir  die  gewonnenen  Rcsnltate  auf  die  Ellipse 
übertragen.  Der  fcsto  Punkt  heisso  J\,  die  boidoii  andern  if  und 
i«.  Wir  gelaogcn  dauu  zu  folgenden  ^atzcu: 

lü  ini  maxiinaleu  Dreiccit  sind  die  Geraden  /^/j  und  ()/',.  J\P^ 
und  üia,  PiP^  und  OP^  conjugirt.  Die  Dreiecke  OP^P^  und  07',/*3 
haben  denselben  Inhalt.  Legen  wir  dnrch  P,  eine  conceutrische 
and  ihnliche  Ellipse  nnd  bezeichnen  wir  das  Yerhftltniss  der  Halb- 
axen  dieser  Ellipse  sn  denjenigen  der  gegebenen  £llipse  mit  «,  so 
dass 

wird,  bezeichnen  wir  ferner  den  Punkt,  in  weleht  m  0  oder  die 
Verlängerung  die  Seite  iji,  trifft,  mit  V,  und  den  Punkt,  in  wel- 
chem dieselbe  die  Ellipse  trifft,  mit  W,  so  ist  das  Ycrhältuiss 


und  damit  der  Punkt  V|  bestimmt 

Liegt  P]  ausserhalb  der  Ellipse,  so  gilt  nur  das  obere  Zeichen, 
man  erhilt  nnr  einen  Punkt  auf  der  Verlängerung  von  P|0.  Zieht 
man  durch  denselben  die  zu  0P|  conjngirte  Gerade,  so  triüt  diese 
die  Ellipse  in  den  gesuchten  Punkten  Pf  and  P^.  Der  Inhalt  ist 


gleich  a  6  sin  ^  ^*  -j-  cos  ^  ^,  sofern 


to 

cos  TT  — 


2  ,^y^*-|.8 
gesetzt  wird. 

Liegt  i'i  innerhalb,  so  giebt  es  2  maximale  Dreiecke;  der  dem 
oberen  Zeichen  eutsprccbeudc  Punkt  \\  liegt  wieücium  auf  der 
Verlängerung  von  /^,0,  der  andere  aut  der  Seite  von  P^  selbst  Die 

beiden  Inhalte  sind  ±.abBin-^  (^t-^-con  worin 
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W 

COS«  — 


2  «±V>-fö 

ist.  Der  erste  Wert  ist  Btetfl  grosser  als  6ßr  zweite  Vis  auf  don 
siDgolärcn  Fall,  in  welchem  F,  aof  0  fällt 

Liegt  /t  auf  der  Peripherie,  so  ist 

OF,  w 

Bflekt  Pa  in  0,  80  ist  • 

die  beiden  Maxima  babeu  dcusclbco  \Ycrt  ^ab. 

In  Wirklichkeit  aber  gicbt  es  in  dicsein  F'alle  unendlich  viele 
LOsnngen. 

Bewegt  sich  P,  auf  eiuer  Gcradcu,  so  gehört  zu  jedem  i'uukio 
der  Geraden  ein  maximales  Dreieck ;  dieses  relative  Maximum  er- 
reicht seinen  kleinsten  Wert  fflr  dcujeuigen  Paukt  der  Geraden,  in 
welchem  eine  concentrischo  nnd  ilhnliche  Ellipse  dieselbe  berührt 
oder  im  Fnsspankte  der  dnrch  0  zu  derselben  com'ogirt  gezogenen 
Geraden.  Ist  die  Qleichnng  der  Goraden 

-rn 

SO  ist  der  zugehörige  Wert  von  §  nach  §  8  gleich 

Schneidet  »Ue  Gerade  die  Ellipse,  so  oxisfirt  für  j^^deii  Punkt  iuncr- 
Imlh  der  Ellii)sc  uocli  ein  zweites  Maxiuiuiu,  und  dieses  erreicht 
seiueu  grösstcu  Wert  tiir  denselben  Punkt  der  Ueradcu. 


«6. 

Weitere  Biscussten  im  Falle  der  Hjperbel« 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  Falle  der  Hyperbel  s  —  —  1  tlber.  In 
diesem  Falle  kann  der  Ausdruck  für  ff,  der  für  f  =  -{- 1  stets  po- 
sitiv war  und  das  Quadrat  der  Eutfernung  des  Punktes  Qi  vom 
Mittelpunkte  darstellte,  jeden  beliebigen  posiliveu  und  negativen 
Wert  annehmen.  Es  ist  ö  >  1  für  a'le  Punkte  Qj,  wilche  in  den 
von  der  Curve  boercuzteu  Kauinstikken  Hegen,  durch  welche  die 
yaxe  nicht  hindurchgeht,  o  i  für  Punkte  auf  der  Hyperbel  selbst, 
I  >  0  >  0  f ttr  Punkte  zwischen  der  il^-pcrbel  und  den  Asymptoten. 
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0  —  0  für  Punkte  auf  den  Asymptoten  und  tf  <  0  für  Puiikiu  im 
ganzen  übrigen  Kaiuiic.  Ist  o  >  0,  so  durclisrhncidot  0  oder  die 
Verlängerung  die  Curve  in  einem  Punkte  7*,  und  d«r  Schnittpunkt 
B  der  Poluren  liegt  auf  dor  Seite  ton  Q,  wie  bei  der  EUipeo.  Ut 
0  <0,  80  trifft  0Q|  oder  die  TerläDgeruug  die  Cnrve  nicht,  and 
der  Ponkt  8  liegt  anf  der  Verlftngerong  Ton  Q|0. 

^Vi^  brtracliteu  zunächst  a  >  U  und  setzen  wie  beim  Hrrine 
c  .s",  \\i)hc\  nher  ansdrlli  klioli  zu  bemerken  ist,  dass  *  nicht  mehr 
dio  I  jitlVnuuig  l)  bciltutct  (was  übrigens  auch  sehuii  bei  der 
EiUjiso  selbst  nicht  mehr  der  Fall  ist).  Ka  wird  dann  wie  früher 
das  Vcrhältniss 

Ein  positiver  Wert  bedeutet  dabei,  dass  ü,  auf  der  Verlängo* 
ruDg  von  TO  oder  0  Aber  0  hinant  liegt,  ein  negativer,  dass  J2| 
anf  der  Seite  von  T  oder  Qt  selbst  liegt 

"Wahrend  nun  im  vori^^eu  Falle  dem  Punkte  nur  dann  eine 
Lösung  eutppravli,  wenn  Oy*',  :  0  7' absolut  Kleiner  als  1  war.  ist  es 
jetzt  gerade  umgekehrt;  die  durch  A',  zur  i'ularo  resp.  Taugeute  iu 
r  parallele  Gerade  schneidet  die  Hyperbel  nur  dann,  wenn  Iii 
innerhalb  des  zuerst  beschriebenen  Raumes  l'egt,  durch  welehon  die 
yazo  nicht  hindurchgeht,  wenn  also  OR^iOT  absolut  grösser  als  1 
ist.  Der  dem  oberen  Zeichen  entsprechende  stets  positive  Wert  des 
(ittotienteu  ist  aber  für  jeden  Wert  von  m  kleiner  als  1,  ihm  ent« 
spricht  also  niemals  eine  Lösung  der  Aufgabe.    Der  zweite  stets 

negative  Wert  ist  nur  dann  absolut  grösser  als  1,  wenn  2>y«*-|'8— « 
oder  #>  1  ist,  d.  h.  gerade  für  den  Raum,  welchen  die  yaxe  nicht 
durchschneidet.  Die  Aufgabe  hat  also  nur  eine  Lösung  und  zwar 
liegt  Jtt  auf  der  Seite  von  Q|  selbst  Die  Constrnction  erfolgt  genau 
so  wie  im  vorigen  Paragraphen. 

Liegt  auf  der  Uyperbel  selbst  oder  in  dem  Räume  zwischen 
der  Hyperbel  und  den  Asymptoten,  so  hat  dio  Aufgabe  keine  Lösung. 

Auch  hier  konnte  das  Intervall  von  s,  Ükr  welches  eine  Lösung 
möglich  ist»  durch  die  Bemerkung  am  Schlüsse  von  f  4.  bestimmt 
werden»  dass  9*  <  1  sein  muss. 

Was  nun  zweitens  «  <0  angeht,  so  ergiebt  in  diesem  Falle 

die  Gleichung  (8)  für  ^  dio  Werte  i±i  j/l4-£  '»t  ersicht- 

lich, dass  f  nur  dann  eine  reelle  Bedeutung  hat,  wenn  —  o>  8,  wenu 


ij,  i^od  by  Google 


von  Curven  «ttwi/cit  Gritdtt, 


139 


also  »?,*—■£,*>  8  ist.  Ist  diese  Bcdingnnj?  aber  erfüllt,  so  sind 
beide  Werte  \ou  n  positiv  und  kleiner  als  1,  es  entspricht  also  beiden 
eine  Lösung  der  Autgabe,  üiu  dio  Lage  der  Puukte  Q,  zu  bestira- 
men,  eonttnire  maa  sich  die  gleichseitige  Hyperbel  t^J«— ü«  =  8, 
welche  in  demjenigou  von  den  Asymptoten  begreuztcu  Teile  der 
Bbene  liegt,  durch  welchen  die  «axe  nicht  biudurcbgeht.  Uuseru 
An^be  ist  dann  nicht  m  lOeen  fflr  Panktc  0^,  welche  in  dorn  Räume 
zwischen  dieser  Hyperbel  und  den  Asymptoten  liegen,  ebenfalls  nicht 
ftr  Punkte  auf  den  Asymptoten  oder  aof  der  Hyperbel  selbst;  sie 
hat  aber  2  LOsnngcm  fftr  alle  Punkte,  welche  in  dem  Räume  liegen, 
welcher  von  der  Hyperbel  begrenzt  wird  und  dnrch  den  die  *  aio 
nicht  hindurchgeht. 

Der  Punkt  S  lic^t  diesmal  auf  der  Verlängerung  von  Q^O;  da 
aber  g  positiv  ist,  liegt  Hi  auf  der  Verlängerung  vou  SO,  also  auf 
der  Seite  vou  (^j  selbst  Die  Lage  von  Ji^  bestimmt  sich  durch  das 
Yerb&ltaiss 

05  :  OÄj  =  p 

Je  Ideiner  f  ist,  nm  so  grosser  ist  OJZi,  um  so  weiter  ist  von  0 
ontfent;  dem  oberen  Wurzelzeichen  entspricht  demnach  der  Pnnkt 
Ji„  welcher  0  am  nächsten  liegt,  dem  untern  Zeichen  der  Punkt, 
welcher  am  weitesten  von  0  entfernt  ist.  Beide  Punkte  müssen  je- 
doch zwischen  0  und  Qj  sich  befinden.  Ferner  lehrt  dio  Auschau* 
uog,  dass  dorn  0  zunächst  gelegenen  Punkte  i?]  ein  Minimum,  dem 
andern  ein  Maximum  entsprechen  nuiss.  Denn  beweist  man  eine  zur 
Polare  ^ou  (^j  parallele  Gerade  vou  der  cutgegengosetzteu  Seite 
aus  unendlicher  Ferne  über  0  hinweg  bis  nach  Q,  und  dann  weiter 
in  die  Unendlichkeit  und  verbindet  dio  Schnittpunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Hyperbel  und  den  Punkt  zu  einem  Dreieck,  so  nimmt 
der  Inhalt  desselben  beständig  zu,  sobald  liio  boweglichu  Gerado  den 
Punkt  Q|  passirt  bat.  Wenn  also  ein  Maximum  oder  Minimum 
vorbanden  ist,  mass  dasselbe  auf  dem  MTege  vor  Q|  zu  suchen  sein. 
Da  aber  der  Inlialt  fflr  den  Anfang  der  Bewegung  unendlich  gross 
ist  nnd  mit  der  Annflhernng  an  0  abnimmt,  da  ferner  der  Inhalt 
vencbwindet,  sofern  die  Parallele  durch  Qi  selbst  geht,  so  muss 
man  hei  der  Bewegung  der  Geraden  zunächst  zum  Minimum  nnd 
dann  erst  zum  Maximum  gelangen.  Jetzt  ist  auch  zu  erkennen, 
wnmm  Immer  gleichzeitig  ein  Maximum  und  ein  Minimum  oder 
keines  vou  beiden  vorhanden  ist 

Kfthert  sich      der  Hyperbel 

91"  -  I,*  ö 
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Bo  Däbern  Bich  auch  dio  beiden  Worte  von     die  beiden  Punkte 
rflcken  anf  einander  m  nnd  fallen  scbliesslicb  svsammen. 

Entfernt  sich  0^  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  immer 
weiter  von  0,  so  wird  a  nu  mcrisch  beständig  grösser,  der  eine  Wert 
von  g  Däliort  sich  der  Kiuheit,  der  andere  der  Nall.  Da  unter 
derselben  Voratisselzung  OS  abnimmt,  so  muss  der  eine  Punkt  It^ 
sich  dem  Punkte  ü  nähern.  Doch  kann  nicht  ohne  Weiteres  ho- 
bauptct  werden,  dass  der  andere  Punkt  sich  immer  von  ü  eutfornt 

Um  hierüber  ins  Klare  zu  kommen,  ist  es  notlK'  den  Werl  von 
OA',  durch  den  Winkel,  den  dio  Gerade  U/tj  mit  einer  der  Axou 
bildet,  und  durch  oder  i/,  selbst  auszudrticken,  uiid  lui  wachsendes 
I,  üdcr  zu  verfülgen.  Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  iu  der 
Tat  der  zwuito  Punkt  Ri  sich  beständig  von  0  entfernt. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  bei  dieser  Bewegung  des  Punktes 
Qi  sowol  der  Wert  dos  Maximums  wie  der  des  Minimums  Kuuimmt. 

Fassen  wir  die  gowonnenea  Resultats  zusammen,  so  lautot  die 
Lösung  im  Fülle  der  Hyperbel;  Fttr  jeden  Punkt  Q|,  welcher  inner- 
halb des  von  der  Hyperbel 


begrenzton  Raumes  liegt,  in  welchem  ij'  -i},^]>  l  ist,  existirt  ein 
Haximnm,  für  jeden  Punkt  Q,,  welcher  innert alb  des  von  der  Hyperbel 


begrenzten  Baumes  liegt,  in  welchem  li*>S  ist,  existirt 
sowol  ein  Maximum  als  auch  ein  Minimnm,  dagegen  hat  die  Aufgabe 
keine  Lösung  far  alle  ttbrigen  Punkte  des  Raumes. 

Ks  ist  selbstverständlich ,  dass  der  Wert  des  Maximums  oder 
Minimums  derselbe  bleibt  für  alle  Punkte,  für  welche  constant 
ist  d.  h.  für  alio  Punkte,  welche  auf  einer  mit 


ähnlichen  und  couceutrischon  Hyperbel  liegen. 

Auch  hier  wollen  wir  die  weitere  Aufgabe  anknflpfen,  die  Drei* 
ecke  zu  nntcrsnchen,  von  welchen  eine  Ecke  auf  einer  beliebigen 
Geraden  sich  bewegt,  während  die  beiden  andern  auf  der  ^ewhr 


I«— 1?«  =  1   oder  mit  n*       —  8 


seitigen  Hyperbel 


1«  -  if»  «  l 


YraudcrQ. 
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lJurchschncidet  die  Gerade  einen  Zweig  der  gigel)eiieu  Hyperbel 
zweimal,  so  giebt  es  für  jeden  Punkt  der  Sehne  ein  Maximum ,  und 
dieses  relative  Maximam  erreicht  seinen  grössten  Wert  id  dem 
Paukte,  in  welchem  eine  cooeentrisehe  and  fthnlicfae  Hyperbel  die 
Sehne  berührt  d.  h.  in  ihrem  Mittelpankte. 

In  diesem  Falle  trifft  aber  die  Gerade  jeden  Zweig  der  Ejrperbel 

nur  einmal,  und  es  gehört  /.u  jodem  Punkte  der  Geraden,  für  welchen 
17,* — ^1=*  >  8  ist,  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  deren  "Werte 
beide  um  so  mehr  zunehmen,  jß  weiter  Qi  auf  «lor  Goraden  fort- 
rückt. Imii  die  bclinittpunkte  der  Geraden  mit  der  Hyperbel  da- 
gegen fallen  beide  zusammen. 

Dorchschnoidet  die  Gerade  einen  Zweig  der  Hyperbel 

sweimal,  so  ezisürt  fOr  jeden  Punkt  der  Sehne  ein  Maximum  und 
ein  Minimam,  nnd  es  erreichen  beide  den  grOssten  Wert  in  dem 
Punkte,  in  welchem  eine  Ähnliche  nnd  coneontrische  Hyperbel  die 
Sehne  berflhrt  d.  h.  in  ihrem  Mittelpunkte.  Die  Oerade  dnreh- 
sehneidet  dann  jeden  Zweig  der  gegebenen  C(yperbel  nnr  oinmat,  and 
CS  ezistirt  für  jeden  Ponkt  ^i*—*  nit*  >  1  ein  Maximam,  dessen  Wert 
beständig  ninimmt,  wenn      anf  der  Geraden  weiter  rttckt 

Solitc  die  Gerade  eine  der  beiden  Hyperbeln  überhaupt  nicht 
treffen,  so  gilt  nur  das  in  Bezog  auf  die  andere  Gesagte. 

Damit  ist  die  Aufgabe  far  den  Fall  der  gleichseitigen  Hyperbel 

gelöst,  nnd  wir  müssten  nun  li.i/u  übergehen,  dio  gewonnenen  Re- 
sultate der  llcihe  nach  mit  Hülfo  unseres  Abbilduugspriucips  auf 
die  beliebige  Hyperbel 

5!  1 

«•  ~  Ä*  ^ 

zu  abertragen.  Wir  wollen  uns  aber  diesmal,  um  lästige  Wieder- 
holungen zn  vermeiden,  ganz  kurz  fassen  und  uns  anf  die  Bemer- 
kung beschränken ,  das«?  sämtliche  Sätze  auch  als  fllr  die  beliebige 
Hyperbel  geltend  ausgesprochen  werden  können,  sofern  nur  aberall 

ftr  0  der  Wert  t  —  .1-  substitnirt  wird. 
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i  7. 

üehaudiuug  der  Parabel. 

Wir  kommen  jetzt  mm  letzten  Falle  der  Parabel.  Wie  schon 
Resagt,  kann  jede  Parabel  angesehen  werden  als  Grenze  einer  8char 
von  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  deren  einer  Scbeitclpankt  festgehalten 
wird«  w&hrend  die  Dimensionen  derselben  sich  so  ändern,  dass  der 
andere  Scheitelpunkt  und  mit  ihm  der  Mitteipnnkt  ins  Unendliche 
rOckl.  Beide  Ualbaxen  nehmen  dabei  zu,  doch  rnnss  das  Wachstum 

flurch  diü  Ikstinimung  gcrogelt  sein,  dass  sich  der  Quotient  -[einer 

fostpn  Grenze  nfihert.  T-ösuii^  unserer  Atif-iabe  muss  sich  dem- 

nach für  den  Fall  der  raralid  aus  dou  hislierigen  Ergebnissen  ab- 
leiten lassen.   Wir  wollou  dabei  von  der  Ellipse  ausgehen. 

Es  ist  klar,  dass  tlns  fflr  jeden  liusseren  Punkt  der  Ellipse  vor- 
handene 'einzige  Maximum  mit  dcti  Dimcnstouen  der  Ellipse  selbst 
grösser  wird  and  schliesslich  über  jedes  Mass  hinauswftcbst  Bei 
inneren  Punkten  gilt  dasselbe  yod  demjenigen  maximalen  Dreieck, 
welches  sich  auf  das  obere  Wurzelzeichen  beriefat.  Anders  aber 
liegt  die  Sache  bei  dorn  zweiten,  dem  negativen  Vorzeichen  ent- 
sprechenden Maximum;  dasselbe  wird  sich  einer  ganz  bestimmten 
Orenzo  nähern,  und  ffkr  diese  mdssen  dieselben  Sätze  gelton  wie  für 
die  Ellipse. 

Bei  der  Parabel 

2p  X 

existirt  demnach  nur  dann  ein  Maximum,  wenn       innerhalb  des 

von  der  Cunro  begrenzten  Raumes  liegt,  durch  den  die  a-axc  bindurch- 
geht.  Ferner  muss  beim  maximalen  Dreieck  /\  /',  parallt  l  der  Po- 
laren zu  J\  oder  parallel  der  Tangente  in  dem  Punkte  W  sein,  in 
wHrhein  d.h.  die  durch  l\  zur  araxc  parallele  Gerade  die  Curve 
tritlt.  i'^  ist  parallel  der  Tangente  in  I\r^  parallel  der  Tan- 
gente in  i«. 

Da  der  Wert 

sieh  bei  dem  au;j;egebenen  Wachstum  von  n  und  h  <ler  Einheit 
nähert,  so  wird  p  sich  den  beiden  Werten  2  und  — 1  nähern,  von 
denen  hier  nur  der  zweite  in  Betracht  kommt.  Bezeichnen  wir  den 
Paukt,  in  welchem  die  Veridngerung  von  02\  die  Seite  i'^ij  trifft, 
mit  Tj,  so  ist 
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0  Ft     — 1 

Süd  dieser  Qaotient  n&hert  sich  dem  Werte  +1.  Daraus  ist  eber 
nielit  zu  ontoehmen,  doss  dio  Punkte  Vi  und  W  an  der  Grenze  sa- 
samroenfielen;  da  nfimlich  beide  Strecken  immer  grösser  werden,  so 
wird  sich  ihr  Quotient  aucli  dann  der  Einheit  nahorn,  wenn  dicsrlbfn 
Terscbirden  sind,  sofern  nur  ihre  Difi'erenz  outer  einer  bestimmten 
endlichen  Grösse  gelegen  bleibt 

Um  darüber  Aulschluss  zu  erhalten,  welcher  Grcnzlage  sich  der 
Punkt  \\  nähert,  müssen  wir  das  Verhältniss  von  solchen  Strecken 
betmcliCeB,  die  mit  waehsenden  Dimensioaeii  Ellipse  nicht  selbst 
ins  Ungemessene  wachsen. 

Wird  der  Schnittpunkt  der  Polaren  mit  OP^  wieder  mit  8  be* 
zeichnet,  so  gelten  die  folgenden  Proportionen : 

OTV:  0-S     Ä  :  1 
Olf  :0K,  —  -  1 

woraus 
also 

\\  W  "  i 
OP,:Oir  —  «:1 

woraaa 

P^W'.QW  «  1  —  «  :  1 

also 

Daraos  folgt  znn&chst,  dass 

Ist  Im  Falle  der  Parabel  muss  demnach 

sein  d.  h.  dio  Strecke  vom  Punkte  /',  bis  zum  Schnittpunkt  der 
Polaren  durch  die  Cuive  halbiit  werden.  Ferner  wird  das  Verhält- 
niss  I\W:  T,  M-'  bis  auf  den  Factor  p«,  der  sich  dem  Werte  — l 
n&bert,  dargestellt  durch  den  (^uutiunteu 
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dessen  Grenzwort  fttr  ein  bis  zur  Einheit  anwachsendes  «  anfgesnelit 

werden  luuss.    Dnrrh  Erweiteren  mit       2 -j- V*^ -j- ^    und  Ilebcu 

mit  1  —  «  geht  derselbe  über  in  den  Ausdruck  —  V«*-}-^]i 

V  W 

der  fbr  « *  1  den  Grenzwert  —3  erreicht.  Der  Qootieut  ,^ 
nähert  sich  daher  dem  Werte  3,  d.  h.  für  die  Parabel  ist 

Es  ergicbt  sich  demnach  für  die  Parabel  die  folgende  Con- 

Btruction:  Man  ziehe  znrch  JP,  eine  Parallele  zur  laxc,  welche  die 
Curve  in  ir  trifft,  teile  P, M'  in  3  gleiche  Teile  nnd  construiren 
durch  den  ersten  Teilpunkt  von  W  aus  gerechnet  eine  Parallele  zur 
Tangente  im  Punkte  W,  weklic  !{  >  ]':irabcl  in  den  gesuchteu  Ecken 
und      des  maximalou  Dreiecks  trifft. 

Der  lohatt  Iftast  sich  am  boqoomsteii  diroet  ans  der  Figur  ab- 
leiten. Es  wird 

Die  GU'ichnng  einer  zur  Tangente  in  W  {»arallclen  Geraden  lautet: 

yy,  — —  * 

Sidl  dieselbe  durch  K,  gehen,  so  muss 

k  =  g  «  —  Iw^pT^ 

seiu,  sofern  der  stets  negative  Ausdruck 

y,*  -  2par,  -  — w 
gesetzt  wird.  FQr  die  Parallele  P^P^  kommt  daher  die  Gleichung 

aus  welcher  sich 

ergiebt  Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  der  Parabel 

y'  2|Me 

ein,  so  erhalten  wir  fllr  die  Ordinate  der  beiden  Scbuittpnnkte 
and  P5  die  Bedingung: 
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welehe  durch  die  beiden  Werte 

befriedigt  wird.  Damm  mius  der  Abstand  der  Pnnicte  und 

von  i*,  r,  gleich  der  Wurzelgrösse  i  V3w  sein.  Da  ferner  die  Eut- 
femnng  Pi  Kj  gleich 

ist,  80  wird  der  Inhalt  jedes  der  beiden  Dreiecke  i'ii's^'i  uud 
^i't  ^1  gleich       V3i0  nnd  der  Inhalt  den  maximalen  Dreiecks  i^/tis 

Derselbe  ist  ausser  von  7?  nur  noch  von  der  Grösse  »r  abhängig  und 
bleibt  deswr^ea  gleich  far  alle  Punkte  P],  welche  anf  der  congm- 
enten  Parabel 

liegen,  die  gegen  die  gegebene  nm  die  Strecke 

nach  der  Richtung  der  positiven  raxo  verschoben  erscheint.  Bewegt 
sich  /*,  auf  einer  Geraden,  welche  die  Parabel  in  2  Punkten  durch- 
sclineidet,  so  cxistirt  för  jeden  Punkt  der  Sehne  ciu  iiiaxiniaies 
Dreieck,  uud  dieses  relative  Maximum  erreicht  seinen  grössteu  Wert 
in  dem  Punkte,  in  welchem  eine  der  gegebenen  congmente  Parabel 
mit  gleicher  Hanptaxe  die  Sehne  bertthrt»  d.  h.  Im  Mittelpunkte 
derselben. 

II. 
§8. 

Vei^ertragnig  der  Silw  von  den  merkwürdigen  Hnktmi 

des  Dreleeks» 

Wie  in  §  4.  bereits  angedeutet  wurde,  bietet  die  Anwendnng 
unseres  Princips  hauptsächlich  zwei  Vorteilo.  Erstens  ist  es  mit 
naife  desselben  möglich,  alle  Aufgaben,  welche  die  Curven  zweiten 
Grades  betreffen,  auf  die  Untersnchnng  der  einen  Gleichung 
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znrückzufQhrcn.  Zweitens  gestattet  dasselbe  es,  sämtliche  Eigen- 
schaften des  Kreises  sofort  auf  die  Ellipse  zn  nhcrtrngeii,  wodurch 
man  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  gelangt,  die  ihrerseits  wieder  der 
YerftUgemeiueraug  aaf  beliebige  Kegelscboittc  ffthig  sind. 

Naelideiii  in  |  8.  die  FmidsiiieiitaleigeiiiebafteD  des  Kreiset  «nf 
die  Ellipie  flbertragen  worden,  sind  wir,  ohne  nns  anf  eine  VeraUgemei« 
nemng  der  Resolteto  eiosulassen ,  in  den  letsten  Paragraphen  so- 
gleich dazu  Qbergegangen ,  ein  Beispiel  der  ersten  Art  aasftthrlich 

zn  behandeln.  Auch  jetzt  wollen  wir  von  der  ITebertragung  der  für 
die  Ellipse  gewonnenen  F.icensrlinfton  n\if  heliohit^'o  Curven  absehen, 
da  diosolbo  nur  bekauuto  Kesultat«'  ti^ziubt;  nur  soviel  ma^  ^'n«!a^'t 
sein,  dass  fast  sämtliche  in  §  4.  augelührten  Satz»^  eine  Ausdehnung 
auf  beliebige  Kegelschuilte  zulassen.  Wir  wollen  statt  dessen  zu 
einer  Reihe  von  Sätzen  in  Bezug  anf  die  Ellipse  übergehen,  welche 
sich  uuiiiiUeibar  aus  den  Eigeuücliafteu  der  merkwürdigen  Punkte 
des  Dreiecks  ergeben,  und  welche  darni  als  Ansgaugspunkt  für  weitere, 
BiDitliche  Conren  sweiten  Grades  betreffende  Sitse  dienen  sollen. 

Wir  le^en  der  Betrachtung  eine  Ellipse  und  ein  dprselbcn  ein- 
boächriebL'nuä  Dreieck  zu  Grande.  Die  Abbildung  liefert  wieder  ein 
Dreieck  und  den  nmbeschriebeueu  Kreis  desselben. 

Den  HltteltnMverMlen  des  einen  Dreiecke  entsprechen  wieder 

die  Mitteltransversalen  des  andern,  nicht  aber  entsprechen  den  Höhen 
des  einen  die  Uöhcu  des  andern;  vielmehr  entsprechen  den  UAhen 
des  Abbilds  bei  der  üUlipse  die  durch  die  Ecken  zn  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  conjugirt  gezogenen  Geraden.  Die  Höhen  des  Drei- 
ecks schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte.  Dahor  drr  Satz:  Die 
durch  die  Ecken  eines  der  Ellipse  einbeschriehenLu  Dreiecks  zu  den 
Gegenseiten  coiyogirt  gezogenen  Geraden  scliueideu  sich  in  einem 
Punkte. 

Femer  ninst  der  obere  Abschnitt  der  oonjngirten  Ecktrnnsver* 
seien  doppelt  so  gross  sein  als  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes 
der  nmbeocbriebenen  Ellipse  mit  der  Mitte  der  Gegenseite^ 

Der  Schnittpunkt  der  conjngirten  Ecktranaversnien,  der  Schwer- 
punkt und  der  Mittdpuukt  der  umbesrhriebenen  Ellipse  mflssen 
desgleichen  anf  einer  genden  Linie  liegen^  und  es  teilt  der  Schwer- 
punkt den  Abstund  der  beiden  andern  Punkte  im  Verbftltnlis 
von  3 : 1. 

Ferner  liegen  die  drei  Fusspuuktc  der  conjugirten  Ecktrans- 
versalen, die  drei  Mitten  der  Seiten  und  die  drei  Mitten  der  oberen 
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Abschnitte  der  Ecktransrersalen  auf  einer  der  unibeschriebenen  ähn- 
lichen Ellipse  gleicher  Axenrichtung.  Der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse 
balbirt  die  Yerbinduugslinie  des  Mittelpunktes  der  umbescbriebenen 
Ellipse  und  des  Schnittpunktes  der  coi^ngirtep  Ecktransversalen. 
Die  HaUiAxen  derselben  lind  gleich  der  Hftlfta  der  Halbaxen  der 
mnbeidiriebeneii  Ellipse. 

Nun  laesea  sich  aber  nnendlich  Tiele  Eltipsen  zeichnen,  welche 
dorch  die  Ecken  elaes  gegebenen  Dreiecke  gehen;  es  giebt  miend- 
lich  Tiefe  Pnnkto,  welche  als  Hittelpnnkt  einer  solchen  Ellipse  an- 
genommen werden  können.  Doch  Icann  nicht  feder  beliebige  Pnnkt 
als  solcher  angenommen  werden,  wol  aber  Iftsst  sich,  wie  später 
begrttndet  werden  wird,  nm  Jeden  beliebigen  Punkt  als  Hitteipnnkt 
eine  nnd  nur  eine  Mittelpnnktscurve  zweiten  Grades  (Ellipse  oder 
Hyperbel)  beschreiben,  welche  dnrch  die  gegebenen  3  Pnnkte  hin- 
dorcligebL 

Dass  der  erste  Teil  der  obigen  Lehrsfttse  anch  (tir  die  Hyperbel 
gelten  muss,  kann  man  schon  daraus  ersehen,  dass  dieselben  gans 
nnabbäDgig  davon  sind,  ob  der  betrefFende  Punkt  Mittelpuiäkt  einer 
Ellipse  ist  oder  nicht.  Es  lässt  sich  mit  Hülfe  des  Proportioual- 
lebrsatzes  und  der  Sätze  von  den  Schwerpunktstransversalen  sofort 
die  Richtigkeit  der  folgenden  Sütze  erweisen: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  mit  den  Mittlen  der  Seite  n 
nnes  Dreiecks  und  zieht  durch  die  Ecken  Parallelen,  so  sclineideu 
sich  diese  in  einem  Fuukte,  welcher  mit  dem  ersten  Punkte  und 
dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  auf  einer  Geraden  Hegf,  und  es 
teilt  der  Schwerpunkt  die  Entfernung  der  beideu  auderii  im  Verhäit- 
uiss  von  2: 1.  Ferner  ist  der  obere  Abschnitt  jeder  Parallelen  dop- 
pelt so  gross  als  die  Verbindungslinie  des  Punktes  mit  der  Hitte 
der  Seite,  welche  der  betreffenden  Ecke  gegenober  liegt. 

Hiernach  Iftsst  sich  vermuten,  dass  auch  die  weiteren  Sätze  all- 
gemeine Gültigkeit  besitzen  nnd  die  beschriebeueu  9  Punkte  stets 
auf  einer  Mittelpunktscurve  /woiteu  Grades  liegen,  welche  derjenigen 
ähnlich  ist,  welche  sich  um  den  gegebenen  Punkt  als  Mitteipuükt 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  zeichnen  lässt,  dass  ferner  die  Halb- 
axen der  einen  gleich  der  Hälfte  der  Halbaxen  der  anderen  sind,  nnd 
der  Mittelpunkt  der  Corve  die  Verbindungslinie  des  gegebenen  Punktes 
mit  dem  ScbnitCpnnkte  der  conjugirten  Ecktransversalen  balbirt 
Der  Beweis  wird  an  einer  späteren  Stelle  erbracht  werden. 

Ah  weitere  merkwürdige  Puiilae  des  Dreiecks  werden  der  Mit- 
telpunkt des  einbcsciirit  beuen  Kreises  imd  der  Schnittpunkt  der 
Ecktransvorsalen  nach  den  Berflbrungspuukteu  der  aubeschriebenen 
Kreise  genannt. 

10» 
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Dom  einbeschriebenen  Kreise  entspricht  hier  die  eiubeschricbcne 
ftbsliebe  Ellipse,  deren  Hittelpmikt  In  der  folgenden  Weise  gefonden 
wird.  Man  verlängere  die  YerbindungBlinie  des  Mittelpunktes  der 
nmbeschrtebeBen  Ellipse  mit  den  Mitten  der  Seiten  bis  snm  Schnitt 
mit  der  Ellipse  nnd  siebe  dorch  die  Schnittpunkte  PartUelen  su  den 
Seiten  des  Dreiecks.  Dieselben  schliessen  ein  fthnliches  Dreieck  ein, 
welchem  die  gegebene  Ellipse  einbescbrieben  ist.  YerbindL't  man  die 
EUdceu  dieses  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  nnd  zieht 
dnrch  die  Ecken  des  gcgcbcnon  Dreiecks  Parallelen  dazu,  so  treffen 
sich  diese  in  einem  Punkte,  und  «liest r  Punkt  ist  der  Mittelpunkt 
der  dorn  pogcbüuen  Dreieck  einbescbriebeuen  ähnlichen  Ellipse. 
Zieht  iiuiii  durch  diesen  Punkt  Parallelen  zu  den  erst  genaiintcn 
Verbindungslinien,  so  schneiden  dieso  dio  öeiteu  des  Dreiecks  in 
den  gesttcbteu  Bertthraugspoukteu. 

Will  man  den  Mittelpunkt  der  einer  Seite  anbescbriebenen  ähn- 
lichen Ellipse  Goostniiren,  so  verfahre  man  wie  vorbin,  nar  verlängere 
man  die  Verbindungslinie  mit  der  Mitte  der  betreffenden  Seite  tiber 
den  Mittelpunkt  der  Curve  hirmus  bis  zum  Schnitt  mit  der  Ellipse 
und  ziehe  die  Parallelen ,  welche  dieses  Mal  ein  ähnliches  Dreieck 
cinschliessen ,  welchem  die  gegebene  Ellipse  anbescbrieben  ist.  Die 
weitere  Construction  verläuft  wie  oben. 

Uebertragen  wir  jetst  die  Sätze  vom  Kreise  anf  die  Ellipse,  so 
erhalten  wir  die  folgenden  Resnltate: 

Die  Ecktransvcrsale  zum  Berüliningsjiuukte  der  der  Gegenseite 
anbescbriebenen  ähnlichen  Ellipse  ist  parallel  der  Verbindungslinie 
der  Mitto  dieser  Seite  mit  dem  Mittelpunkte  der  cinbeschricbcnen 
Ellipse. 

Die  Ecktransversalen  zu  den  Bertihrangspunkten  der  drei  anbe- 
bcschriebenen  Ellipsen  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  und  os  ist 
der  obere  Abschnitt  jeder  Transversale  doppelt  so  gross  als  dio 
Verbindungslinie  des  I\Iittel{>uuktes  der  eiubeschriebenen  Ellipse  mit 
der  Mitto  der  bcrtibrtcn  Seite. 

Ferner  liegen  der  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  nach  den 
Bertthmngspnnkten  der  anbeschricbonen  ähnlichen  Ellipsen,  der 
Schwerpunkt  und  der  Mittelpunkt  der  einbeschriebenen  Ellipse  auf 
einer  Geraden,  und  es  teilt  der  Schwerpunkt  den  Abstand  der  beiden 
andern  Paukte  im  Verhftltniss  von  2:1. 

Diese  letzten  Siitzc  verstehen  sicU  eigentlich  nach  dorn  Früheren 
von  selbst,  sofern  als  bewiesen  fin'jenommen  wird,  dass  dio  Eck- 
transversalcn  nach   den  Borubrungspuukten  parallel    laufen  den 
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TcrbindQDgshnien  der  Mitten  der  Sditon  mit  dem  Mittalp«iikt  der 

eiobcschriebeoen  Ellipse.  Denn  zeichnet  man  um  denselben  Mittel- 
punkt die  umbeschriobene  Carve  des  Dreiecks,  so  sind  die  genannten 
Transversalen  für  dieselbe  weiter  uichts  als  die  durch  die  Ecken  zn 
den  Seiten  fies  Dreiecks  conjugirt  gezogenen  Geraden.  Es  müssen 
darum  auch  wieder  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  dieser  Orraden, 
die  Mitten  der  Seiten  und  die  Berührungspunkte  der  aubeschriebo- 
nen  i.l]i]>sen  auf  einer  Curvc  zweiten  Grades  liegen,  welche  der- 
jenigen ähnlich  ist,  welche  sich  um  den  Mittelijuukt  der  einbeschrie- 
benen  Cnnre  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  zeichnen  Lisst.  Doch 
gilt  dieser  Satz  vorlftafig  nur,  sofern  die  nmbescbriebeno  Curve  selbst 
wieder  eine  £IIii»e  ist 

Weiter  ergeben  sidi  noch  die  folgenden  Sätze;  Jede  Seite  des 
Dreiecks  wird  durch  die  Beruh mngspnnkte  der  ein-  und  aobescbrie» 
benen  Ellipse  in  drei  Abschnitte  geteilt,  von  denen  die  bdden 
tasseren  gleich  sind. 

Die  Yerbindnogslinieo  der  Mittelpunkte  der  aubcschriebencu 
Ellipsen  geben  dnrcb  die  Ecken  des  Dreiecks. 

Die  VcrhiiKlungsiinic  des  Mittelpunktes  der  einbescbriebeucn 
mit  dem  Mittolpnukte  der  einer  Seite  anbeschriebenen  Ellipse  ist 
zur  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  andern  anbcschrie- 
beueu  Ellipsen  conjugirt  und  trifft  dieselbe  in  der  Ecke  des  Drei- 
ecks, welche  der  betreffenden  Seite  gegeuaberliegt 

Wie  frir  spUer  nachweisen  werden,  haben  anch  alle  diese  auf 
die  ein-  nnd  anbeschriebenen  Ellipsen  bezüglichen  Sätze  allgemeine 
Gflltigkeit.  Nun  kann  aber  im  Falle  der  Hyperbel  von  einer  ein- 
bescbfiebenen  Cnnre  d.  b.  Yon  einer  Curve,  welche  die  3  Selten  des 
Dreiecfcs  selbst  berührt,  ttberhanpt  nicht  mehr  gesprochen  werden, 
ebwol  es  anch  in  diesem  Falle  4  verschiedene  fthnliche  Curven  giebt, 
welche  die  Seiten  resp.  die  Verlängerung  derselben  berühren.  Wir 
wollen  darum  von  nnn  ab  den  Unterschied  zwischen  ein-  nnd  an- 
beschricbcnen  Curven  als  unwesentlich  fallen  lassen  und  nur  noch 
von  berührenden  Curven  im  allgemeinen  reden.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung lassen  sich  die  letzten  Sätze  kürzer  dahin  formuliren, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  je  zwei  berührenden 
Ellipsen  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  andern 
conjugirt  ist  und  sich  mit  derselbou  iu  einer  Ecke  des  Dreiecks 
schneidet. 

Ferner  drängt  'sieh  die  Fhige  auf,  ob  die  ersten  Sätze,  bei 
welchen  immer  nur  vom  Mittelpunkt  def  einbescbriebenen  Ellipse 
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getproclien  wurde,  nicht  auch  fttr  die  Mittelponkte  der  andern  be- 
rllhrenden  Cnrven  GOltIgkeit  haben,  und  der  allgemeiae  Lehrsatz 
richtig  sein  wird:  Verbindet  man  den  Mittelpnnkt  irgend  einer  der 
4  berührenden  ähnlichen  Cnrven  eines  Dreiecks  mit  den  Mitton  der 
Seiten  und  zieht  hierzu  Parallelen  durch  die  Ecken ,  ao  trifft  jede 
dieser  Parallclpn  die  gegenüber  liegende  Seife  des  Dreiecks  oder 
die  Verlängerung  derselben  in  dem  Herdhrungspunkte  derjenigen 
andern  berührenden  Curve,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindungs- 
linie der  bütreffendüü  Ecke  lu.t  dem  Mittelpunkt  der  ersten  be- 
rührenden Curve  liegt.  Die  Berührungspunkte  dieser  ersten  Curve 
selbst  aber  haben  von  den  Mitteu  der  Seiten  dieselbe  Entfernung 
wie  die  genannten  Scbnittpuukte  der  Paralleleu,  doch  liegen  sie  nach 
der  entgegengesetzten  Richtang  hin. 

Dan  dieser  Satz  fsr  den  Kreis  und  alse  aach  für  die  Ellipse 
Gültigkeit  hat,  wurde  sich  mit  elementaren  Mitteln  leicht  constatiren 
lassen,  deeh  sehen  wir  hier  davon  ab,  da  wir  denselben  splter  in 
ToUer  Allgemeiaheit  beweisen  werden. 


Um  efnen  belleMf sn  Pnnkt  als  Mittelpunkt  elnea  KegeMnltt  an 
eenstniren«  der  direh  8  feste  Pnnfcte  feht* 

Bevor  wir  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  in  Dezug  auf  ihre 

AUgemeingttltigkeit  prüfen,  niü«isen  wir  noeh  eine  Unteisuchung  dar- 
ttber  anstellen,  ob  sich  um  jeden  beliebigen  Punkt  0  als  Mittelpunkt 
ein  KoiT(-)<'<-hnitt  beschreiben  l&sst,  welcher  durch  die  Ecken  eines 
gegcbouuu  Dreiecks  geht. 

Gegeben  seien  die  Punkte  (x„  y,),  (r,,  y«)*  ('s*  y»)-  Der  spitze 
Winkeil  'nm  welchen  die  Azon  des  gesuchten  Kegelschnitts  gegen 
die  Azen  des  gegebenen  Systems  gedreht  sind,  sei  ^\  ferner  seider 
Anfangspunkt  selbst  der  Mittelpunkt  der  Carve. 

Hcisst  die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnitts 


so  mass 


(<?ieosj»"i-y|Sin»)*  .  {— le,  sin»+ytCos»)* 
A  ß 


(a:,C08^-|-.V|8in  ^i*  ,  (— ar,siu^4"ytC0Si^)* 
 Ä  +  
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(ar>coa^+y,8ia        ,       ap,  sin    4-yt CO» 
^  T  5 

scili,  woraiu  ^,  A  «nd  JB  beitimmt  werden  kOniieii.    Nehmen  wir 

108  den  beiden  letzten  Gleicbangen  ^  nod  ^  ond  sabstitoiren  in 

die  erste,  lo  eigiebt  iieli  naeb  geeigneter  Znsammenfurang  nnd 
Bedactioa 

+(«s*+y»'/  (ä^i  yi  — «>yi) 

Damit  ist  der  Winliel  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  Die 
andern  Gleichungen  liefern  dann  die  Werte  yon  A  und  B,  Die  Auf- 
gabe ist  also  xa  UMen  nnd  awar  im  allgemeinen  nur  anf  eine  Art 

Es  giebt  mehrere  Fäüe,  in  welchen  die  Axenrichtung  von  vorn 
berein  bekannt  ist.  Die^  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  0  anf  einer  Mit« 
telsenkrechten  des  Dreiecks  liegt.  In  diesem  Falle  muss  diese  Senk- 
rechte selbst  die  iienc  Axe  sein.  Aoaiytiscii  gestaltet  sieb  dann  die 
Sache  folgendermaääeu ; 

Ist  s.  a 

so  wird 

«  (3-3* — a^i*)  (a^i* + yj  ^  —    — y%*) 

"  (^tys  -*sys)  (V-|-yi='-  V  -ys*) 

oder  sofern  nicbt  andi 

V+yi* -*«^4-ya^  ist, 

worans 

sich  eryiebt,  welche  Ansdrftckc  in  dor  Tat  besagen,  dass  die  Axe 
die  Seile         des  Dreiecks  halbirl  und  zu  ihr  senkrecht  steht. 

ist  gleicbseitig  auch 

d.  h.  ist  0  der  Schnittpunkt  der  Mittelsenkrechten  des  Dreiecks,  so 
nimint  der  Aufdruck  fttr  tg(2^)  die  unbestimmte  Form  f  an.  Die 
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umboscbriebcnc  Cui  yc  ist  in  diescni  Falle  der  Krois ,  bei  welchem 
allerdings  jede  belicbigo  Kichtaug  als  Axcnricbtaug  augcDuuiinea 
werdüu  kann. 

Backt  0  io  den  Mittelponkt  der  Strecke  P^P^  so  wird 
'9  ~  ^  «"»i      —  —  y» 

und  der  Ausdruck  fttr  t^^;(2!^^)  nimmt  abermals  die  unbestimmte  Form 
%  an.  Es  kann  also  wieder  jerl«  beliebige  Kichtuug  als  Axenrich- 
tuug  augcüunimon  werden,  doch  hat  jetzt  nnsore  Aufgabe  zum  l'uter- 
schiod  von  dem  vorigen  Falle  unendlich  viele  Lösungen,  deuu  es 
wird  jeder  Kofyelschintt,  welcher  0  als  Mittelpunkt  hat  uud  durch 
ii  und  J\  gt  hL,  von  seihst  auch  durch  1\  gehen. 

Zur  Lösung  weiterer  tiogvl&ron  F&Ue  wollen  wir  das  ursprüng- 
liche Axensystem  so  auuebraen,  dass  die  yaxo  darch  die  Mitte  der 
8eite  JP«/«  biodorcbgelit.  Dana  ist 

d*g        *~  4% 

sa  setieii,  und  es  wird 

Nebmea  wir  femer  «n,  dass  nicht  auch 

y§  —  — 

ist,  d.  Ii.  das'^  nioht  0  der  Mittclimnkt  von  ist,  iu  welchem 

Fnlle  die  Autgabe  na  h  dem  YorhorgcboudCA  uueüdlich  viele  Lö- 
suugcu  zulässt,  so  kouimt 

t„(2^)  fai»"«rt*)(yt-ys)  

Diese  Darstellung  Idäst  zunächst  erkcuucn,  duss  die  obt  n  aiigetulirteu 
Fälle  die  oinzigco  siud,  iu  denen  der  Winkel  0  uicht  eindeutig  bo- 
Btimmt  werden  kann.       Zftbier  vertcbwindet  nämlich  erttens,  wenn 

yi  —  ys 

ist,  wenn  also  0  anf  dem  Mittellota  von  liegt.  Der  Nenner 
redocirt  sieb  dann  auf  x^ix^-^-y^—x^  —  y,*)  und  verschwindet,  wenn 

—  0 

ist,  d.  h.  wenn  0  der  Mittelpunkt  vou  P^V^  seihst  ist,  oder  wenn 
ist,  d.  b.  wenn  ü  der  Scbuittpuukt  der  3  MitUUote  des  Dreiecks  ist 
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Zweitens  verschwindet  der  Zähler,  wenu 

wenn  also  auf  ciuer  durch  /l,  oder  zur  ^axu  parallel  gezoge- 
nen Geraden  liegt  oder  weiiu  ü  auf  einer  der  beiden  Geraden  liegt, 
weiclie  durcli  die  Mitten  der  Seiten  /^/'a  und  F^P^  respective  P^P^ 
Qod  PsPj  gezogen  werden  kOnnen. 

Kehmea  wir  an,  «n  einen  bestimmten  Fall  heranssogrcifen ,  ee 
sei  «I  =  Xf 

so  wird  der  Kenner  »i(!ft  —  Vt)(yi'\-Vz)'  Da  nnn  in  diesem  Falle 
weder 

»issO  noch  yt^ft 
ist,  80  kann  der  Nenner  nur  dann  verschwinden,  wenn 

^1  =  —  Ä 

ist,  d.  b.  wenn  0  der  Mittelpunkt  von  P^P^  ist    Aehnlich  im  Falle 

«1  —  —  's 

« 

Damit  ist  erwiesen,  dass  der  Winkel  &  stets  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  nur  der  Punkt  ü  niclit  gerade  der  Schnittpunkt  der  3 

MitttUuLe  oder  die  Mitte  einer  Dreiecksseite  ist. 

Gleichzeitig  erfahren  wir  aber,  wenn  wir  diese  speciellen, Falle 
ansschliessen,  dass  fttr 

«,t «.       der  Wert  tg{2&)  —  0 

ist,  dass  also  die  betreffende  Ualbirungsliuie  der  Seiten  die  neue 
Asenrichtung  selbst  darstellt.   In  diesem  Falle  geht  die  Curve  über 

in  ein  Paar  paralleler  Geraden ,  nämlich  in  die  der  neuen  Axe  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  und  die  durch  die  gegenfiberliegende  Ecke 
dazu  gezogene  PanUlcle. 

Wenn  endlich  P^  auf  P/)  oder  7^0  oder  auf  der  Verlängerung 
dieser  Strecke,  d.  Ii.  wenn  der  Mittelpunkt  0  auf  einer  Seite  des 
Dreiecks  oder  der  Verlängerung  derselben  liegt,  so  artet  die  Curve 
in  2  sich  schneidende  Oeraden  ans,  nämlieb  in  die  l>etreffende  Drei- 
eckaseite  selbst  nnd  die  Yerbindangslinie  von  0  mit  dem  dritten 
Eckpunkt  Die  aene  Axe  balbirt  den  Winkel  dieser  Geraden. 

Wir  scbliessen  hier  eine  andere  Ableitung  und  Darstellung  von 
\nn  '29-  an,  welche  bei  beliebiger  Lage  von  0  sur  Construction  dieses 
Winkels  benutst  werden  kann« 
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Wir  verbinden  za  dem  Zwecke  0  mit  den  Mitten  von  P|iV  und 

T'.^Py  bezeichnen  ferner  die  Winkel,  welche  diese  Geraden  mit  der 
a:axe  bilden,  mit  and  «i  und  die  Winkel,  welche  die  Seiten  l\r^ 
und  P,/*,  selbst  mit  der  xaxe  bilden,  mit  ß.^  und  ß^.  Da  jede  der 
Verbindungslinien  zur  entsprechenden  l>rcieck88cite  conjujirt  ist,  fnr 
2  conjugirte  Itichtnngen  aber  das  Product  der  trigon<i[iK'trisi  lir  n 
Tangenten  ihrer  Neigungswmk  1  zur  Axe  des  Kegelscbnilts  consttaut 
seiu  muss,  so  crgicbt  sich  für  Q  die  Bedingung: 

woraot 

wird. 

Legen  wir  jetzt  die  y  axe  wieder  darcb  die  Mitte  von  PfP^ 
eo  wird 

nnd  der  Avadrnclf  redncirt  sieh  naf 

^m)  -^^^^ 

welcher  eine,  wenn  nach  eompUcirte  Conttmetion  dei  Wlakeli  sn* 

Doch  wollen  wir  nns  hier  nicht  weiter  nnf  dieielhe  einlasten, 
da  wir  in  einem  ipftteren  Gnpitel,  wenn  erst  die  Beiiehangeo  zwischen 
Kreit  nnd  beUeliigem  Kegelschnitt  niher  erOrtert  sind,  eine  Con- 
ttmetion i^ennen  lernen  werden,  welche  dietelbe  Anignhe  mit  den 
dnfnchtten  Holfimitteln  Mst. 

Es  erübrigt  noch  für  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  0 
die  Gestalt  der  Curve  D&her  zu  bestimmen. 

Wir  fanden,  dass  die  Gnnre  in  ein  Paar  paralleler  Geraden  aus- 
artet, sobald  der  Pnnkt  0  eine  der  3  Geraden  passirt,  welche  sich 
darcb  die  Mitten  von  je  2  Seiten  des  Dreieelcs  zeichnen  lassen. 
Diese  die  Seiten  balbirenden  Geraden  sind  es,  an  welchen  bei  ste- 
tigem Fortschreiten  von  0  der  üebergang  von  einer  Gattung  von 
Curven  zur  andrrn  sich  vollzieht.  War  dieselbe  vorher  eine  Ellipse, 
so  nimmt  mit  der  Annäherung  an  eine  solche  Gerade  die  eine  Axe 
derselben  bcstflndig  zu,  um  endlich  über  jedes  Ma«8  hinaus  zu 
wachsen.  Die  Ellipse  geht  dabei  in  ein  Paar  paralleler  Geraden 
über. 

Entfernt  sich,  in  derselben  Ricbtnog  forttchreitend,  der  Punkt  0 
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wieder  von  der  Geraden ,  so  verwandeln  sich  die  beiden  ParaUelen 
in  die  beid»  nach  entgegeogtfsetzter  Seite  gekrammkeD  Zweige  einer 
UjperbeL 

Eine  ebenso  wichtige  Bolle  wie  diese  die  Seiten  halbirenden 
Geraden  spielen  die  Seiten  des  Dreiecks  nnd  die  Yerlängcmugen 
derselben.  Unsere  Untersncbnog  bat  ergeben«  dass  die  Cnrvo  jedes 
Hnl  in  ein  Paar  sich  sehneidende  gerade  Linien  Qbergebt,  wenn 
der  Punttt  0  nof  seinem  Wege  durch  eine  Seite  des  Dreiecks  oder 
die  Terlängemng  derselben  hindurchgeht.  Zufolge  der  Stetigkeit 
muss  aber  sowol  vor  wie  nach  diesem  Durchgang  die  Corvo  eino 
Hyperbel  sein,  jderen  Scheitel  bei  der  Annäherung  an  <^\o  Gprado 
auf  einander  zurück en,  bis  sie  znsammenfalloii  und  sich  iauti  wieder 
von  einander  cntfenieu.  Doch  entfernen  sie  sich  nicht  iu  der  lUcli- 
tuhg,  welche  derjenigen,  in  welcher  die  Annäherung  geschah,  ent- 
gegengesetzt ist,  »ouderu  iu  eiuer  hierzu  senkrechten.  Damit  im 
ZusainmeijLauge  sieht,  dass  au  diesen  Stellen  die  beldcu  Aitu  der 
Hyperbel  ihre  Rollen  wechseln,  die  reelle  zur  imaginären  uud  die 
imaginire  znr  reellen  wird;  dnss  ferner  an  diesen  Stellen  die  Yer- 
teUang  der  3  Ecken  den  Dreiecks  md  die  beiden  Zweige  der  Hy- 
perbel eine  Aendemng  erfthrt 

Allen  diesen  üeberkgungen  lässt  sich  in  Betreff  der  Art  der 
Cnrvea  das  Folgende  entnehmen: 

Wir  erhalten  eine  Ellipse ,  wenn  0  sich  innerhalb  des  Dreiecks 
befindet,  welches  von  den  die  Seiten  halbirenden  Geraden  um* 
schlössen  wird,  ferner  für  alle  Punkto  innerhalb  der  Scheitelwinkel 
dieses  Dreiecks.  Die  unibeschriebene  Curve  ist  eine  Hyperbel  für 
alle  andern  Punkte  des  Raumes ,  uud  zwar  liegen  sämtliche  Ecken 
des  Dreiecks  auf  einem  Zweig  der  Hyperbel,  wenn  der  Mith'lpunkt 
sich  innerhalb  eines  der  3  Schcitehvinke!  des  gegebenen  Dreiecks 
befindet,  im  andera  Falle  liegen  2  Ecken  auf  dem  einen  Zweige,  die 
dritte  auf  dem  andern. 

§  10. 

Die  ähnliche  Cnrre  der  9  Pnnkte  für  beliebige  Lsffe  des  Pwiktes  0. 

Wir  wollen  Jetst  die  anf  nrnbeschriebene  Cnrren  des  Dreiecks 
besflgliehen  SAtze,  die  wir  fftr  den  Fall  der  Ellipse  ans  bekannten 
plaaimetrisefaen  Sitsen  abgeleitet  haben,  anf  beliebige  Kegelschnitte 
ttbertragen.  Wie  bereits  ansgeAhrt  worden ,  handelt  es  sich  dabei 
hanptsgchlich  nm  den  Kachweis,  dass  auch  bei  boUebiger  Annahme 
Jes  Punktes  0  die  Mitten  der  leiten,  die  Fnssponkte  der  coojngirten 
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Transversal.  11  uuJ  die  Mitten  der  ubcrcu  Abschnitte  derselleu  auf 
einer  ähuliclicii  Curvc  liegen,  deren  Axc  gleich  der  Uälfte  der  Axen 
der  umbüschnebüucu  Curve  ist. 


Die  nmbesehriobctio  Cnrvc  habo  die  Gleichung 


Wir  bilden  dann  die  ganze  Ebene  ab  and  crbalCen  ali  Abbild  die 
Corvo 

und  ein  derselben  einbescbriobenes  Dreieck,  dessen  Eckpunkte  die 
Güordiuaten 

^  -  (5„  %),      -  (i,,  Vth   Qi  -  l^» 

ijuhou  mögen.   Wir  bezeichnen  ferner  die  Mitten  der  Seiton  mit 
i^s,  i?s,  die  Fusepankte  der  Transversalen  mit       T,,  7^3,  die  Mitten 
der  oberen  Abschnitte  mit  U|,  U^,  U^^  den  Sehworpankt  mit  ^S,  den 
Schnittpunkt  der  Tranerersalen  mit  Fund  den  Mittelpunkt  der  Curve 
der  9  Punkte  mit  N, 

£«  ist  dann 

SF— 2.05 
und  da  N  die  Strecke  OK  halbiren  soll,  so  mass 

OS"'!  .SN 


und 


sein.  Die  um  N  als  Mittelpunkt  bescbriobene  Ähnliche  Curve  hat 
daher  die  Gleichung 

und  es  ist  nachzuweisen,  dass  diese  Corvo  wirklich  durch  die  an- 
gegebenen 9  Ponkte  hindurchgeht. 

Was  zaaäcbst  die  Mitten  der  Seiten  angebt,  so  ist 

2    1     2  ) 
Setzeu  wir  in  die  Gleicbnng  ein,  so  ergiobt  sich 


s 
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welche  Glcichaog  aber  erfüllt  ist,  da       jy,)  aul  der  Curve 

liegeu  soll.    Gaoz  ebeuso  wird  die  Sache  für  Ji^  and  E^. 
Da 

ist,  80  werden  ferner  die  Goordinaten  von 

deren  Sabstitation  wiedemm  nnf  die  Gleichung 
fSÜttU 

Gleichzeitig  erfahren  wir,  dass  die  relativen  Goordinaten  von 
A',  und  r/,  in  Bezug  auf  A'  dem  absoluten  Werte  nach  gleich  sind 
und  sich  uur  durch  das  Vorzeichen  uiiLerscheidcn,  dass  aisu  die 
Punkte  I7|  and  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  dass  ihre 
linie  dnrcfa  N  geht  und  von  N  halbirt  wird.  Ebenso 
iV^aaf  Ji^u^  and  R^V^  ttegen  vnd  diese  Linien  balbiren. 


Dieses  Resultat  hätte  übrigens  aoch  ohne  Rechnung  direct  aas 
der  Figar  abgeleitet  werden  können,  wonach  es  sich  dann  von  selbst 
verstanden  hätte,  dass  der  am  iST  als  Mittelpunkt  durch  iZ,,  iZ,, 
gezeichnete  Kegelschnitt  auch  durch  L/|,       ^s  gehen  muss. 

Wir  kommen  nun  zn  den  Fnispanlttett  der  Transversalen.  Die 
Gldcbnng  von  Qi  7\  lantet: 

Dazu  stellen  wir  die  Gleichung  der  Geraden  Q^Qs,  welche  lautet: 

und  bestimmen  aus  beiden  £  nnd  1}.  Dann  kommt: 
nnd 

and  die  Bedingongsgleichuug  wird 
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deren  Bestätigung  sich  mit  Benatzung  der  Gleichungen  fflr  und  17 
leiebt  bewerintdligen  l&sst  Auch  dieses  Resolut  konnte  direct 
au  der  Figur  abgeleitet  werden.  Verbindet  man  die  Mitte  von 
mit  iV,  80  trifft  diese  Linie  oder  die  Verlängerung  derselben 
/?i  in  der  Mitte  und  ist  seihst  -/.n  U^  l\  coujugirt.  7',  ist  also 
weiter  nichts  als  der  Endiiunkt  der  durcli  zu  Ji^TJ^  parallelen 
Sehne.  Ebenso  muss  die  Verbindungslinie  der  Mitte  von  mit  N 

oder  die  Verlängerung  die  Strecke  Tttl\.  uud  endlich  die  Verbin- 
dungslinie vüuii, mit  A  üder  die  Verlängerung  die  Strecke  i^j, 7 5 
halbiron.  Es  stellt  sich  demnach  heraus,  dass  die  Punkte  U  und  T 
dicgeoigen  Punkte  sind,  die  man  vermöge  der  Eigenschaften  der 
Mittelpniiktsciirveii  stets  fioden  kann«  wenn  der  Mittelpunkt  0  und 
3  Punkte  der  Peripkerie  i7,  gegeben  sind.  Za  jedem  dieser 

R  gehört  nimlick  erstens  der  gegenflbertiegende  Endpunkt  ü  des 
entsprecbonden  Durcbraessers  uud  zweitens  der  Endpunkt  T  der 
durch  ihn  zur  Gegenseite  parallelen  Sehne. 

Nachdem  der  Kachweis  erbracht  ist«  dass  sumtlicho  9  Puukte 
auf  dem  augegebeueu  Kegelschnitt  liegen,  werfen  wir  nun  noch  eincu 
Btiek  auf  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Cnnren.  Man  erkennt, 
dass  dieselben  sieh  in  perspectiviscker  Lage  befinden,  für  welche 
8  das  Aehnlichkeitscentrum  ist,  d.  h.  dass  man  zu  jedem  Punkte  der 
nmbeschriebeuea  Gunre  einen  zagehörigen  der  andern  bekommt»  wenn 
man  denselben  mit  S  verbindet  und  diese  Linie  um  die  Hftlfte  ver- 
Iftngert  So  erhftlt  man  auch  zu  0  den  Mittelpunkt  N  vä  den 
Punkt  7^  ZQ  Q|  den  Punkt  T?,,  zu  den  Punkt  R^.  Die  andern, 
den  Punkten  V  und  7'  entsprechenden  Punkte  der  umbeschrieboieB 
Curve  sind  die  Endituukte  der  zu  Q|,  Qt«  Q%  gehörigen  Durchmesser 
und  die  Endpunkte  der  Sehnen ,  welche  durch  jeden  der  Punkte  Q 
zur  VerbindnnL'<^linic  der  beiden  andern  parallel  gezogen  werden 
können.  Man  lindet  diese  Punkte  auch,  indem  man  durch  du^  Ecken 
des  gegebeneu  Dreiecks  Parallelen  zu  den  gegenüberiit  ndeu  Seiten 
zieht  und  iu  dem  entstandenen  grossen  Dreieck  die  conjugirten  Eck- 
transversalen  zeichnet.  Die  Mittelpunkte  der  oberen  Abschnitte 
entsprechen  dann  den  Punkten  die  Fusspuukte  derselben  den 
Punkten  T.  Ueberhaupt  kann  jede  einem  Dreieck  umbeschriebene 
Curve  angesehen  werden  als  die  Curve  der  9  Punkte  für  ein  grösseres 
Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die  Ecken  des  gegebenen  den  gegeu- 
ttbertiegenden  Seiten  parallel  laufen. 

Alle  Resultate  gelten  uatürlicii  auch  für  den  Fall,  dass  der 
Punkt  ü  ins  Unendliche  rttckt,  und  die  umbeBcbriebene  Curve  in  eine 
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PanM  ftbei)geiit  Es  lassen  sieb  QBeadUeii  viele  Fmbeln  durch 
die  Eeken  eines  Dreiecks  setehnen,  von  denen  jede  einselne  dorch 
die  Biditnng  der  Hanptnze  Tollst&ndig  l>estfnimt  Ist  Zeiclinet  mnn 
ds^enige  Dreieck,  dessen  Seiten  dnreb  die  Ecken  des  gegebenen 
geben  nnd  den  Seiten  desselben  pemllel  sind,  sielit  ferner  dorch  die 
Ecken  dieses  Dreieeks  Parallelen  zar  K\i\  so  treffen  diese  Parallelen 
die  Saiten  des  grossen  Dreiecks  oder  die  Yerlftngening  derselben  in 
der  Paimbel. 

Ist  einem  Dreieck  eine  Parabel  umbcschriebon ,  and  zieht  man 
durch  die  Ecken  dts  Dreiecks  Parallelen  zur  Axe,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  dieser  Parallelen  mit  den  gegenfiberticgcnden  Seiten 
oder  der  Verlängerung  derselben  uud  die  Mitten  der  Seiten  auf 
einer  zweiten  Parabel  vom  halben  Pai'ameter,  deren  Axenrlcbtung 
derjenigen  te  nmbesebriebenen  Pnmbri  entgegengesetst  ist  Aneh 
hier  Ist  der  Scbwerpnnkt  S  das  Aebnliebkeilseentmni  beider  Gnrven . 
die  Yerbindnngslinlo  der  beiden  Scheitel  gebt  dnrefa  8  nnd  wird 
dnrch  diesen  Pnnkt  Im  Terbiltniss  von  8 : 1  getsilt 

Wir  gehen  nan  zur  Untersnchong  berOhrender  Cnrren  über. 


S  11. 

tanls  des  SnbMss  Terbbidet  nun  den  Uftlalpnnkt  einer  berihrenden 

Cnrre  dex  Drefeeks  mit  der  Mitte  einer  Seite  nnd  sieht  dnrdi  die 

^f'^piiUberlle^eade  Ecke  die  Parallele,  so  trifft  diese  die  Seite  eder 
dio  Veriikugerangr  derselben  in  einem  Punkte,  welcber  tou  der  Mitte 
der  Helte  ebenso  weit  entfernt  ist  wie  der  BerilhninfS|>nnkt,  aber 
nneh  entgegengesetster  Richtung  hin  liegt. 

Wir  geben  beim  Beweise  nicht  vom  Dreieck,  sondern  ?on  der 
lierObrendon  Cnrre  «u.  Dns  Abbild  derselben  sei 

iMner  seien  die  Coonünnten  der  Berftbmngspnnkte 

Die  Oleiehnngen  der  Tnogenten  resp.  der  Seiten  des  Dreiecks  Innten 
dann 

biese  Taugeuten  schneiden  sich  in  den  Ecken  Qt,  ^  des  Dreir 
ecke,  deren  Goordinaten  wir  mit  (uj,  v^),  (u,,  v^),  (u^,  v,)  beseiehnen 
wolten« 
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Es  wird  dann 

"  (23)     "»     (31) '  TiaT' 


(2) 


*  (23)"'   *  (31)  (läf 


sofern  wir  wie  in  §  4.  die  IXetermioaiiten  in  l  and  n  mit  (23),  (3J) 
und  (12)  bezeichnen. 

Wir  dcnkL'u  un.^  nun  den  Äfittelpunkt  ^f  mit  der  Mitte  von 
QjQs  verbunden  uud  ziehen  durch  ^^  iiw,  i'arallele,  welche  (h'^i 
oder  die  Terlängerung  in  trifft.  Es  liandelt  sich  dann  darum 
nacluraweiseti,  das« 

r,  Ä,  -  fijjj,   oder  210,  -  Q^B^  iit 

Die  Gleichung  der  durcli  Q|  gezogenen  Parallele  beisst 

wflhrend 

die  QteieliaDg  von  darstellt    FOr  den  Schnittpunkt  wird 

daher  die  erste  Coordioate 


f%  4"  »>3  t'a  V„ 

1    **«  " 

•1,  -fM.,  ^  »t,-t4a 


$  =    ,   

Far  die  relative  erste  Coordinate  Ton  in  Bezog  aof  den  Pnnkt 
Qf  kommt  deswegen 

*'«4~'':5       '"a — '".1 


'S 


Es  kommt  nan  darauf  an,  die  in  diesem  Ausdruck  yorkommcn- 
den  Coordinaten  von  Q„  Q^,       durch  die  Coordinaten  von  Ä^,  -ß^, 

zu  erset/on.  Ausser  der  oben  augefahrten  Gleichung  fQr  Q^Ck 
haben  wir  noch  die  weitere  Gleichung 
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deren  Vergleiebang 


«All  Qmm  tmUm  Gmdu. 


5  _  ^»~^'» 
ergiobt.  Analog  findet  sich 


^  ^  —   «•  =  —  «  und 

Maltipliciren  ^Yir  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  Nenner  der 
rechten  Seite  nnd  addiren,  so  erhalten  wir 

Ii  (»'s  «'s  —  ^«'t^  +  '^2  (»'s     -  "i  ^n)  +  h  ("i  *V  —»»»1 )  —  0 

woraus 

«8*^3  —  =  /,  .  (23) 

«j»,  — Ml»,       .  (31)  (4} 
=  *  •  (12)  wird. 

Seesen  wir  diese  Werte  in  (8)  ein,  so  kommt 

-  («,~«,)  i^^td^jm  =  iij,^[a2)-(23M3I)J  (5) 
Oirecte  Ansrecbnnng  ergiebt  nnn 

-  ^2)'3r^  l(12)+(23)+<3l)] 

«jf«—^«!  =  (3i^)l02)H-(23)-f  (31)] 

also 

Andrerseits  ergiebt  sich  aas  (4)  durch  Addition 

ii,r, — «3 4-  «I    -  «3  »1  +  »*i    ~    »j  —  < [J12)  +  (23)  -j-  (31)]  (8) 

Es  rnoss  also  der  Factor 

li^  «.  «Mh.  «.  Pk|S.  a.  JMh«.  T.  ZZIL  u 


—  Ji-j  t'^ 

— 

—  f*j 
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Setzen  wir  dieaea  Wert  in  (ö)  ein,  so  finden  wir 

(12)»~>(23)«.^(31)«_ 
*  2(12)  (28)  (81)  (12) 

Dieser  Ausdruck  soll  oan  gleich  der  relativen  crsteu  ( oordiuate 
des  Punktes      in  Bezug  aaf  den  Punkt  Ji^  sein,  also  gleich 

u  _i  2?ifiMt+*ni<?tU23)(8l) 

*  (12)  2(12)(23)(3i)  ""(12) 

Unsere  Behauptung  ist  somit,  wie  die  GegenUberstellnog  beider  Werte 
erkennen  liest,  erwiesen,  sofern  sich  seigen  lässt,  dass 

2ßi$sH-«iIi«h)(2S)(3i)  -  (12)* -  (23)«-  (31)»  ist  (12) 
Nnn  ist  nber 

(12)«-f[l-(i:Vi,  +  €i;,i?t)*] 

(23)«  -  £[1  -  -I-  i  (13) 
(31)«-i[l-(*g$-,  +  «itoi|,)«l 

Die  rechte  Seite  der  CHdofaung  (12)  ist  daher  anch  gleich 

«1- 1  -  ($,ls+«  Mt)*+(lf*s+ -i-(y, + 1  v$ntn 

Die  Unke  Seite  ergiebt  durch  directes  Mnltipliciren  von  (23)  mit 
(81)  nach  geeigneter  Znsnmmenfassong  der  Glieder: 

Kit  Berllcksichtignng  dieser  Werte  Terwandelt  rieh  unsere  Be- 
dtngnngsgleichang  (12)  in  die  symmetriecb  gebaute  Oloichnng: 

-  2(^'l5t  +  «9|'?«)Ut?»  +  «%*?*)(l»'5i  +  «%»/i)  0*) 

Handelt  es  sich  um  den  Kreis  ^''-f'v'  *  1»  so  ist 

'4iU  +  niVt  =  cos  o,„    igi-,  -j-        —  cos a^,,         4-  t^at^i  cos 
nnd  es  stellt  die  Gieichnng 

<508*a,g  -f*  cos*<r,0  -|-  cos*«,]  —  1  —  2  cosftn  cos  «ggco«  «ai 
eine  bekannte  goniomotrischo  Formel  dar. 

Wir  liabou  hier  uacbzuweiscii,  duss  dieselbe  auch  für  dcu  i-ali 
f  —  —  1  gültig  ist. 
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Bft  die  Punkte  B^,  Br,     mf  der  Gnrve  liegen,  mim 

V  +  «V  =  5.* + -    + » V  =  1 
sein,  welcfc»  CUdungeii  sidi  in  den  beiden  RelalioiieD 

(1  -  i,*)  (1        d-l»*)  -  und 

corabiniren  lassen.    Addition  derselben  ergiebt 

I.  V + «•  V + fil  V  -I-  ifiW + % V + % V  - 1 

wortna 

-2($il,4-«i?^i7,)('$g|,+«i/gi28)(f,5i4-«%i^,)  wird. 

Bulit  Ist  die  Biebtigkeit  der  Oleiehaog  (U)  und  die  Identität 
der  Anedrllcke  fibr  %  and  ^  nacbgewieien.  In  ftbnlieber 
Weiio  Ibat  ticb  der  Nacbwets  flir  die  iweite  Goordinnte  fttbren. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  Punkte  7*,  und       in  der  Tat  von 
rcsp.      und  demnach  auch  von  /^^  gldchweit  eutfernt  sind  und 
nach  verschiedener  Seite  hin  liegen. 

Was  aber  far  das  Abbild  gilt,  mnss  auch  für  die  Cnrve  selbst 
gelten,  da  es  sich  um  die  Entfemang  von  Punkten  handelt,  die  auf 
ein  und  derselben  Geraden  liegen. 

i  12. 

9er  geeaeMieke  Ort  Hr  die  Vlltelpiakte  UuOleher  €nrf«n,  wilefce 
die  Sekeikel  elnei  Winkeb  kerUumu 

Der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  macht  es  anf  ein- 
fache Weise  möglich,  zum  Mittelpunkt  einer  berührenden  Curve  die 
drei  Berührungspunkte  zu  hnden.  Der  am  Schlüsse  von  §  B,  auge- 
gekUndigte  Lehrsatz  enthalt  aber  mehr,  die  Schnittpunkte  der  Seiten 
mit  den  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  gezogenen  Parallelen  sollen 
selbst  Berührungspunkte  anderer  berührender  Curven  sein,  und  /war 
soll  jeder  za  derjenigen  Curve  gehören,  deren  Mittelpunkt  mit  der 
betreffenden  Ecke  nnd  dem  Mittelpunkt  der  gegebenen  Gurre  anf 
einer  Geraden  Uegt  Bevor  vir  alker  anf  dieie  Emoitening  ein- 
gehen kdnnen^  iit  es  nötig  danach  sn  fragen,  ob  flberhanpt  aoiier 

II* 
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der  eiueu  gegebenen  berührenden  Curve  noch  andere  exiiitireu  müssen 
and  wo  die  Mittelpunkte  derselben  zu  suchen  siud.  Eine  Antwort 
hieranf  giebt  die  üotertoclrang  dei  goomotrisehen  Orts  fftr  die  Mit- 
telponkte  aller  fthBlichen  CnnreD,  welclie  die  Schenkel  einei  Winkela 
berftluren. 

Natflrlich  denken  wir  ans  wieder  die  ganie  Ebene  nach  nnserm 
Prindp  abgebildet.  Der  Seheitel  des  Winkels  sei  der  AnftogspanlLt, 
nnd  es  seien  die  üleichnngen  der  beiden  Schenkel 

Femer  habe  die  berflhrende  Cnr?e  die  Oleichnng 

wo  9  die  Coordinaten  det  Mittelpunktes  bedenten.  Die  Berflb- 
mngspnnkte  seien  endlich 

Dann  mnss  die  Gleichung  der  Tangente 
femer 

identisdi  sein,  woraus  aber  erstens 

=  tt*-j-t?*  —  fl    und    ;,u4"*9s*'  ~  u*-^v*  —  a 

also 

(li-^)«  +  »(iIt-»t)*-0  (1) 

and  zweitens 

I, :  «H  »  ^1^» : «(ni— »)  und  I,  =  : folgt  (2) 
Hierzu  treten  noch  die  Gleichungen 

l|(,  +  m,9f— 0»  i|l»-|-*4<?t  —  0  und 

(8) 

(5i  -  «)•  +       - 1»)*  =  a,  (5,  -  u)«  4-      - 1;)*  -  a 
Die  beiden  letzten  liefern  durch  Sobtrsction 

tfi  -  Ii)  (li+iit  -  2«)  -  (9,-  nti  im -  2i;)  -  0 

Retzen  wir  hierin  den  Wert 
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yn»  er  sich  aas  (1)  ergiebt,  ein,  so  kommt  nach  Divisioo  mit  171  -  9t 
■od  livttiiilieattos  mit « 

tKli+^-«(i«,-f  i|,)-0  (4) 

Die  ent«  der  Froportiooen  (2)  ergiebt  min 

l^azu  stülieu  wir 

und  berecbneD  ana  beiden  Gleichnngen  die  Werte  von  ||  nnd  ifi. 
£a  iKommt  dann 

Ebenso  wird 

Diese  Werte  rabUtnireo  wir  schliesslich  in  (4),  wonach  sieb  bei 
passender  ZusammeDfiMsnDg  der  Glieder  als  Gleicbnog  dea  geome- 
trischea  Orts 


Dieselbe  stellt  im  allgcmeinou*  zwei  durch  den  Anfangspunkt, 
d.  b.  den  Scheitel  dea  Winkele  gehende  gerade  Linieo  dar,  welche, 

da  das  Prodnct  der  beiden  Wnrxelwerte  von  -  gleich  —  e  ist,  in 

Bezug  auf  din  ähnhcheu  KcgclöLhuittc  conjngirt  sind.  Im  Falle  *ier 
Ellipse   «=>-{- 1  beide   Wurzel  werte  immer  reell,  im  F&Ue 

der  Hyperbel  c     —  1   aber  nur  Uauu,  weou 


esss)"<""- 


Uiu  liie  BedeutQDg  dieser  Bedingung  zu  erkennen,  führen  wir 
die  beiden  eoncaven  Winkel  nnd  9,  ein,  welche  die  Schenkel 
dea  IHnkele  mit  der  podtlTen  { axe  Ulden.  £e  iat  dann 

—  ^  -  tgfi,-^  — tg^pi 

lu  setzen,  und  es  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  tp^  <  tp^ 
ist  Snbetitniren  wir  diese  Werte,  so  nimmt  die  obige  Bedingung 
die  Form  an 
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überführen  lässt.    Ist  nun  cosCief,)  >  u,  d.  h.  qp,  <  45^  oder  (p,  > 

135°,  so  mu88  2  6in'qP2  ^  J^'"*^  Ti-  <  •4^>"  «t^cr  J-^"'^ 
sein.  Ist  jedoch  co8(2g>,)  <  0,  also  l.'U)^  >  «Ti  luuss 
28iDVt  ^  1  ftuch  IJIT)''  >  <r2  ^  ^-'"^  8oiu.  Itu  er&tüu  Falle  er- 
Riebt  die  Rechnung  für  ö  stets  eiueu  negativen  Wert,  es  ist  dann 
diu  fi  äxe  die  reelle  Axq  der  äliulichcu  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle 
ist  9  positiv  und  die  i  axe  die  reelle  Aze  der  Hyperbeln.  0ie  obige 
Bediogung  besagt  deamach  weiter  nidita,  all  data  beide  Scbenkel 
dea  berAhrtea  Winkela  parallel  3  nlcfataehneideDden  Dnrehmeaaerii 
der  Hyperbel  sein  mflsaen. 


Tatt  d«B  terttriideB  IkalleheM  Cmmm  ümm  Draieefau 

Machen  wir  nnn  Anwendung  aof  den  Fall  dea  vorlelsten  Para- 
graplien.  Die  gegebene  Cnrte  berohrte  die  Sebenicel  des  Winkela 
OtOiQ^i  daher  mass  der  Mittelpunkt  joder  ihnlichen  berührenden 

Curvo  auf  MQg  oder  auf  der  durch  Q|  hierzu  conjugirt  gezogenen 
Geraden  liegen.  Die  Curvo  berührt  aber  ebenso  die  Schenkel  der 
"Winkel  Q^Q^Q-^  und  QjQaQo,  und  deshalb  mtlsscn  diesclhon  Mittel- 
punkte ähnlicher  herührcudcr  Ctirven  auch  auf  Mu^  mui  ^fQ.^  und 
auf  den  dorcb  resp.  gehenden  coigngirten  Qoraden  2a  lachen 
sein. 

Man  bekommt  daher  die  übrigeii  Mittelpunkte,  indem  mau  durch 
cj,  zur  Verbindungslinie  dor  Bcrahrungspunkto  und  eine 
Firallele  sieht,  welche  MQ^  nnd  MQ^  oder  deren  Yeil&ngerung  in 
M"  nnd  schneidet,  dann  den  sweiten  dieser  Schnittpunkte  M*^ 
mit  Qf  Yerbindet  und  diese  Linie  bis  znm  Schnittpunkte  M*  mit 
MQt  verlängert  Dann  sind  M\  die  gesuchten  Hittel- 

punkte, und  es  muss  M'M**  conjugirt  MQ^  also  parallel  B^B^  sein, 
ferner  mflssen  M\  M**  und  <2b  auf  einer  Geraden  liegen,  welche 
SU  MQ^  conjugirt,  also  parallel  B^B^  ist 

Die  4  Mittelpunkte  haben  demnach  eine  solche  iisge  su  ein* 


welche  sich  leicht  in 


28in*^C08(29i)  <  cos(2qp|) 


§  13. 
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ander,  dMS  die  VerbiadaDgslinie  von  je  2  derselben  znr  Yerbin- 
dvnpKiiie  der  beiden'  aaderm  oonjugirt  iil  ud  eich  mit  danetben 
iB  einer  Etke  des  Dreiecks  schaeidel,  wie  schon  in  |  8.  toq  ans 
bebasplet  worden  war. 

Nttn  011188  aber  fBr  jeden  dieser  neaon  Mittclpankte  der  Lehr- 
satz VOR  §  11.  güUig  sein.  Man  bekommt  also  z.  B.  auch  zum  Mittel- 
pnokte  M'  den  Berührungspunkt  B^'  mit  der  Seite  Q^Q^  indem  man 
M'  mit  77,  verbindet,  durch  die  Parallele  zjebty  welche  Q§Qt  in 
Ti  trifft,  ood  dann       so  bestimmt,  dass 

wird,  aber  auf  der  andern  Seite  von  /?,  zu  liegen  kommt.  Da 
aber  WsKi  als  Taugeuto  au  beide  Curveu  auch  für  beide  zum  Ra- 
dinsvcctor  naeh  dem  BerQhrnngspuuktc  coujugirt  sein  mu^s,  so  muss 
M'B^'  parallel  3/J?|  sein.  Dieses  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
nH  und  T/  mit  i^i  zosammenfiUlt  und  M'Rg  paraUel  üiBi 
littft.  Wir  hatten  daher  M*  aach  dadurch  finden  Itönnen ,  dass  wir 
durch  Tf  eine  Parallele  sn  B^M  sogen  nnd  diese  bis  snm  Scbnitt- 
pnnfct  mit  lf<2|  Yerlftagerten.  Es  ist  leicht  einsosehen,  dass  ein  aof 
diese  Weise  constmirter  Pnnkt  Af'  wirklich  der  Bedingung  von  $  11. 
entspricht,  und  M'Ri  parallel  Q^B^  sein  raosa.  Veilingem  wir  3|Q| 
bis  nun  Schnitt  mit  der  Verlängerung  von  B^M  in  C,,  so  muss 

also  C|  ein  Punkt  der  berührenden  Curve  soiiu  Dann  Teriftngem 
wir  noch  T^M'  and  B^Q^  bis  zum  Schnitt  in  Da 

B^M^MC^ 
ist,  nnd  TjC^'  parallel        lauft,  so  muss  auch 

und  Ci  ein  Punkt  der  zweiton  berflhreaden  Carve  sein.  Dann 
aber  musa  endlicb  aucJi  Jf'J^  parallel  Ci*B^  sein,  wie  behauptet 
worden. 

Damit  ist  gezeigt,  da^s  die  Fas?!punkte  T  der  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  gezogenen  l'uralielen,  die  bei  der  Construction  der  Be- 
rtthrnngsp unkte  einer  berührenden  Curve  Mirkoramen,  selbst  wieder 
BerOhmugspunkte  anderer  berührenden  Cui  ven  sind,  urnl  /\vnr  jede 
za  dei^enigen  Curve  gehört,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Curve  und  der  entsprechenden  Ecke  auf  einer  Geraden 
liegt   i>er  am  Schlüsse  des  §  ö.  genannte  allgemeine  Lehrsats  ist 
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also  jettt  Mioeiii  gsnien  Inhalte  nach  bowiesen.  QleicbxeiCig  haben 
wir  gelernt,  wie  man  dnrch  einfache  Conatmction  zum  Hittelpnnkt 
einer  berahrenden  Carve  die  Mittelpunkte  der  3  andern  and  lämt* 
liehe  Berahrangspnnkte  finden  kann. 

Was  die  Lage  der  1  Mittclpuukto  auguLt,  so  überzeugt  mau 
sich  bald,  daas  stets  einer  von  ihnen  Innerhalb  des  Dreiecks,  die  3 
andern  aasserhalb  liegen.  Man  kann  zwei  wesentlich  verschiedene 
Lagen  der  Pnnkte  zu  einander  nnterscheiden. 

Vorhindot  man  die  ämsoreu  Punkte  zu  einem  Dreieck,  so  liegen 
im  i  rsti'ii  l'iilh'  alle  Eckt  ii  des  «jogebenen  Dreiecks  auf  den  Seiten  des 
iicuuu,  im  andern  Falle  jedoch  liegt  nur  eine  Ecke  auf  der  Seite 
selbst,  die  beiden  aiuki  a  uiif  der  Vorhiugcrung.  Wir  werden  später 
noch  genauer  auf  diesen  Unterschied  zurückkommen. 

Jttzt  können  wir  auch  die  Frage  beantworten,  ob  nm  jeden 
beliebigen  Punkt  als  Mittelpunkt  oino  Curvo  construirt  werden  kann, 
wolclio  die  Seiton  des  Dreiecks  berührt.  Nimmt  nuin  einen  Punkt 
M  licliobig  au,  80  lassen  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  dcr- 
silhe  Mittelpunkt  einer  berührenden  Curve  ist,  die  zugcliörigca  Bc- 
riüirnniispuukto  i/, ,  Z/g,  finden.  Durch  diese  kann  aber  nach 
den  l  iiLirsuchungen  des  §  wenn  von  ganz  siniiulaien  Fallen  ab- 
gesehen wird,  stets  ciue  aud  nur  eine  Curve  gelegt  werden.  Dass 
dann  die  in  i^j,  an  diese  eine  Cnrvo  gelegten  Tangenten 

anch  wirklich  mit  den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  flbereinstim- 
men  nnd  nicht  dn  anderes  von  diesem  verschiedenes  Dreieck  be- 
grenzen, kann  leicht*  eingesehen  werden.  Die  Lage  der  Eckpunkte 
des  von  den  Tangenten  gebildeten  Dreiecks  ist  dadurch  bestimmt 
dass  dieselben  auf  den  von  M  ans  gezogenen  HalbirangsUnien  der 
Sehnen  B^B^  ^«^st  ^^»^i  liegen,  und  dass  die  Verbindungslinie  von 
je  2  derselben  durch  einen  der  Punkte  B  hindurch  gehen  muss. 
Daraus  folgt,  dass  die  Lago  einer  Tangente  die  Lage  der  beiden 
andern  bestimmt.  So  liefert  z  die  Tangente  in  sogleich  die 
Punkte  und  und  dann  weiter  die  Verbindung  von  (t,  mit  B^ 
den  Punkt  Q,,  und  es  niuss  dann  von  selbst  durch  B^  gehen. 

Die  Keken  des  gegebenen  Dreiecks  genügen  allen  diesen  Bedingun- 
gen. Wollte  man  nun  annehmen,  dass  die  Tangente  in  nicht 
mit  der  entsprechenden  Seile  des  Dreiecks  übereinstinmiie,  so  wurdu 
man  an  Stelle  von  und  (^i  zwei  andere  Punkto  als  Ecken  des 
Dreiecks  erhalten,  deren  Verbindungslinie  nicht  durch  hindurch- 
geht. Im  Falle  auf  U^Q^  selbst  Hegt,  würden  nämlich,  wie  man 
direct  ans  der  Figur  ersehen  kann,  beide  Pnnkte  auf  MQ^  und  MQ^ 
oder  beide  auf  der  Verlftngerung  dieser  Linien  zu  liegen  kommen, 
im  Falle  B^  auf  der  Yerlftngerung  von  Q^O,  liegt,  dagegen  immer 
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dor  eine  auf  der  betroffenden  Linie,  der  andere  anf  dor  Vcrlüngo- 
ruug,  in  beiden  FüIIlh  würde  also  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte  durch       iiiciit  mehr  hindurchgeiien. 

Es  existiren  demnach  ausser  den  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks keine  Geraden  mehr,  welche  den  Bedingungen  der  Tangenten 

entsprechen,  woraus  folgt^^lfi"*^  diese  die  Tangenten  selbst  sein  müssen. 
Mau  kauu  also  iu  der  Tat  um  jeden  beliebigen  Paukt  als  Mittel* 
pankt  eine  Curve  zeichnen,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt. 

Durch  eine  äboUcbe  Ueberlegung  Iftsst  sich  erkenneD,  dass  je  4 
beliebig  MgeBommeoe  Punkte  der  Ebene  angesehen  werden  können 
als  Mittelpoukte  von  4  fthnlichen  Cnnren,  welche  die  Seiton  eines 
Dreiecks  bcrfibren.  Mau  erhält  die  Ecken  des  betreffenden  Drei- 
ecks als  Schnittpunkte  der  Verbindungslinie  von  je  3  Punkten  mit 
der  Verbindangslinie  der  beiden  andern. 

Aasser  den  4  berObreuden  ähnlichen  Curveu  eines  Dreiecks 
edatirt  Immer  noch  eine  fftufto,  welche  durch  die  Ecken  des  Drei- 
ecks geht  Der  Mittelpunkt  0  derselben  ist  leicht  zu  finden.  Man 
xeichnet  Ar  eine  der  berflbrenden  Cnrven  die  Radicnvcctoren  nach 
den  Berflhmngspunkten  und  zieht  dnrch  die  Mitten  der  Dreiecks- 
seiten Parallelen«  welche  sich  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  treffen« 

Nicht  80  leicht  gestaltet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe,  zum 
Mittelpunkt  0  einer  unibescUricbcucu  Gurve  die  4  Mittelpunkte  der 
ftbniiebeo  bcrAhrenden  Ourven  zu  finden. 

Man  verbinde  0  mit  den  Mitten  der  Seiten  7^, ,  ,  /i^,  ver- 
längere- diese  Liuieu  nach  bcidcu  Seiten  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Curvo  uud  ziehe  durch  die  entstandenen  6  Schnittpunkte  die  den 
Seiten  des  Dreiecks  parallelen  Tangenten.  Dieselben  schlicssen  dann 
im  Ganzen  4  verschiedene  ühuliche  Dreiecke  ein,  welche  von  dor 
gegebenen  Curve  berührt  werden.  Verbindet  mau  uun  die  Ecken 
eines  jeden  dieser  Dreiecke  mi  dem  Mittelpunkte  0  und  zieht  durch 
die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  hierza  Parallelen,  so  treffen  sich 
diese  in  den  Mitt^pnnkten  der  berObrenden  Cnrven. 

Hieraos  geht  hervor,  dass  sich  nicht  zu  jeder  beliebigen  nm- 
beschriebenen  Cnrve  flhuliehe  berlihrende  Gurven  zeichnen  lassen. 
Solche  sind  nur  dann  möglich,  wenn  die  Verbindungslinien  MRgy 
3//fs,  3//?3  oder  deren  Verlängerung  die  umbeschriebene  Curve  auch 
treffen  und  den  Seiten  des  Dreiecks  parallele  Tangenten  gezogen 
werden  können.  Diese  Bedingung  ist  immer  erfüllt  im  B'alle  der 
Ellipse,  wenn  also  der  Punkt  0  inTicrhülb  des  von  /?i ,  II,,  f? ,  ge- 
bildeten Dreiecks  oder  inucrhaib  der  Scheiteiwinkei  dieses  Dreiecks 


liegt,  im  Falle  der  Hyperlu'l  jedoch  nur.  wenn  alle  H  Ecken  anf 
einem  Zweige  liegen,  wcuu  also  ü  innerhalb  der  Scheitelwiukel  zum 
gegebeneu  Dreieck  angenommen  wird. 

Ist  endlich  die  umbeschriebene  Corvo  eine  Parabel,  so  lässt  sieh 
nur  eine  einzige  berührende  Curvo  gleicber  ikxeDrichtong  zeichBon. 

I)io  Constniction  der  HcrQliningspnnktn  kann  aus  den  allgemeinen 
Vor>clirirti  ii  dicaeg  Paragraplion  ali^ifleitet  werden,  wenn  man  sich 
den  Miücljtunkt  Ü  uiiendlicli  weil  entt'enit  denkt  Man  ziehe  durch 
die  Ecken  des  Dreiecks  l'anUlelen  zur  Axe,  welche  die  Gegenseiten 
oder  deren  Verl;iiif:(  rung  in  J\  ^  7'«,  7^  treffen.  Dann  liegen  die 
BerUhruugspuuktu  in  derselben  Entfernung  vuu  dcu  Mitten  der  Seilen 
wio  dieio  Schiililpauktc,  uur  nach  outgcgongesotzter  Richtung  hin. 

$  14. 

Die  Mittelpunkte  der  4  berührenden  iihuliehen  furvcn  als 
gemeinsame  Schnittpunkte  dreier  Ujperbelu. 

Es  giebt  uoch  einoa  xweilon  Weg,  vom  Mittelpunkt  0  einer 
umbeschriebenen  Cnrvo  zu  den  Mittelpunkten  der  ähnlichen  berttb- 
rcndeu  Curven  zu  gclaugcu.  Diese  können  nämlich  auch  als  gemein- 
same Schnittpunkte  dreier  Hyperbeln  bestimmt  werden.  Soll  die 
berührende  Cnrvo  der  umbeschriebonen  llhnlich  sein,  so  muss  für 
jede  Seite  der  Kadinsveetor  zum  Berübrnugspunktc  parallel  sein  der 
Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  dieser  Seite  mit  dem  Mittelpunkt 
der  um  beschriebenen  Curve.  Suchen  wir  den  geometrischen  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller  berQhrendea  Curyeii,  bei  welchen  dieie  Be- 
dingung nur  far  eine  der  Seiten  erAkllt  ist  Wir  «ftblen  als  solche 
QfQ^  nehmen  darauf  den  BerObrnngspuDkt  beliebig  an,  soeben 
anf  der  andern  Seite  des  Mittelpunktes     einen  Punkt  T|,  so  dass 

wird,  zeicbnen  Qi^r,  und  ziehen  durch  so  OilS|,  dnreh  Jt|  lu  QiTj 
Parallelen,  «eiche  sich  im  Mittelpunkte  M  der  berührenden  Gurre 
treffen.  Lassen  wir  nun  Bg  auf  Qt<k  und  der  Yerlftngemng  dieser 
Seite  wandern,  so  bewegt  sich  der  Pnnkt  M  auf  einer  Curve, 
welche  gleich  bleibt  für  alle  Punkte  0,  welche  auf  derselben  durch 
Ri  gehenden  Geraden  liegen.  Rückt  B^  an  Ri  heran,  so  nähert 
sich  M  dem  Mittelpunkte  i?„  die  Curve  geht  also  durch  hin- 
durch. Ferner  geht  dieselbe  durch  2  Punkte  If  und  J,  welche  mau 
bekommt,  wenn  man  durch  und  zn  O/i',  Paralleleu  zieht  und 
dieselben  bis  zum  Schnitt  mit  den  durch  M^,  rosp.  j^,  ^  be- 
stimmten Halbiruogslinien  verUogert. 
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Au^h  die  anendlicb  fernen  Puuktc  der  Curve  lassen  sich  leicht 
angeben.  Wir  ziehen  Q,A'  parall.  ORf  und  Sachen  auf  der  anüuru 
Seite  deo  Ponkt     fttr  wulchen 

ist  Dann  iüt  L  der  ßcrührangspuukt  und  dio  berührende  Corve 
eine  Parabel,  denn  Mittelpunkt  als  SehnitipnDkt  von  OjR|  nod  der 
dorch  L  hicrzQ  parallelen  Geraden  im  Unendlichen  liegt  Bewegt 
sich  der  Berflhmngspnnkt  selbst  nach  der  einen  oder  andern  Rieh* 
taag  tn*B  Unendliche,  so  rflekt  2i  in  entgegengesetzter  Bicbtnog 
fort,  and  der  Schnittpnnkt  Jf  nähert  sich  immer  mehr  dem  Schnitt- 
punkte der  durch  gehenden,  zu  Qi  7\  parallelen  Geraden  mit  der 
dnrch  Q|  an  QgQ^  gezogenen  Parallelen. 

Unsere  Gnrve  vird  demnach  eine  Hyperbel  sein ,  deren  Asymp- 
toten die  dorcb  L  sn  OiZ|  und  die  dnrch  zu  Q^Q^  parallel  ge- 
legten Geraden  sind.  Zeichnen  wir  wieder  das  grosso  Dreieck, 
dessen  Seiten  dnrch  die  Ecken  des  gegebenen  parallel  den  gegen- 
über li^enden  Seiten  ianfen,  so  ist  die  eine  Seite  dieses  Dreiecks 
die  eine,  die  augehdrige  conjughrte  Ecktransversale  die  andere  Asymp- 
tote des  geometrischen  Orts. 

Analytisch  gestaltet  sich  die  Sache  fttr  die  belgcgcbene  Fignr 
folgendermassen: 

Die  Ycr^ängcruDg  von  treffe  die  durch  Qi  gehende  Asynip- 

totc  im  Punkte  V,  die  durch  M  zu  0^%  gezogene  Parallele  trüüe 
die  andere  Asymptote  iu  W. 

Bann  ist 

ferner 

MW  —  -LÄj  =  LRj^  +  Äi^i 
Nun  verhalt  sich  aber: 

Ea  wird  daher 

MV  -  ju^fp^^  -  i^R^^  R^ß^  -  MW 

and  somit 

MV .  MW^  OiüC .  LR^  d.  h.  constant 

Es  ist  dies  aber  wirklich  dio  in  schiefwinkligen  Coordiuaten 
ansgedrflcktc,  auf.dio  angegebenen  Asymptoten  als  Axcn  bcztlglichg 
Gleichung  einer  durch     gebenden  Hyperbel, 
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Solcbcr  Hyperbeln  laMen  «ich  nocli  zwei  weitere,  den  Seiten 
und  Q1Q3  enteprecbende  leichnen.    Da  nnn  die  llilteipnnkte 
aller  berttlirendeo  fthnllcbeo  Canren  gteiebieitig  auf  allen  drei  Hy- 
perbeln liegen  mttssen,  erhalten  wir  den  Satz; 

Constrairt  man  dasjenige  grosse  Dreieck,  dessen  Seiten  durch 
die  Ecken  des  gegebenen  parallel  den  gegenüberliegenden  Seiten 
laufen  und  zeichnet  zu  jeder  Seite  dieses  Dreiecks  und  der  zuge- 
hörigen conjagirten  Ecktransrersalen  als  Asymptoten  diejenige  Hy- 
perbel, welche  dnreh  die  Mitte  der  parallelen  Seite  dea  gegebenen 
Dreiecks  gebt,  so  Bcbneiden  eich  diese  drei  Hyperbeln  in  den  4  Mit- 
tclpnnlcton  der  berttbrenden  ghnlicben  Cnrven. 

Ucbrigcns  sind  die  Mittelpunkte  dieser  drei  Ilyperbi  In  als  Fuss- 
puukte  der  conjugirten  £ck transversalen  des  grossen  Dreiecks  aul 
der  um  beschriebenen  Curve  selbst  gelegen. 

Betrachten  wir  nun  die  Gestalt  und  Lage  der  verschiodenen  aar 
Seite  (^<4  gehörigen  Hyperbeln.  Sie  haben  sämtlich  eine  Asymp» 
tote  gemeinsam,!  nfindich  die  durch  0,%  gehende  Seite  G^G^  des 
grossen  Dreiecks;  ferner  geheu  sie  sämtlich  durch  denselben  Punkt 
^1.  Da  die  andere  Asymptote  die  zugehörige  Ecktransvorsalo  G^,i4 
des  grossen  Dreiecks  ist  und  die  Verbindunu^sliuio  von  (?,  mit  Q, 
durch  lt^  hindurchgeht  und  von  halbirt  wird,  so  mtisson  sämt- 
liche llypcrholii  die  üenulo  Q,r/j  im  Punkte  Ä,  berühren.  Liegt 
0  .lui  ^l^lii  oder  aul  Jei  Verlängerung  hiervuu,  so  fällt  der  Mittel- 
punkt Ä  auf  Q|  und  die  Hyperbel  geht  Uber  In  die  beiden  Geraden 
G^G^  und  QGi.  Dnrchscboeidet  ORi  oder  die  Verlingemog 
die  Seite  des  gegebenen  Dreiecks,  so  liegt  die  Hyperbel  in  dem 
von  GxÄO^  und  dem  zngehürigen  Scheitelwinkel  gebildeten  Ranme; 
dorcbscbneidet  sie  die  Seite  Qfi^^  so  liegt  die  Hyperbel  in  dem 
von  O^AG^  nnd  dem  mgebOrigon  Scheitelwinkel  gebildeten  Raame. 

Wir  wollen  f&r  den  einen  der  beiden  Fälle  die  einzelnen  Hy- 
perbeln noch  genauer  verfolgen  und  annehmen,  dass  der  Schnitt- 
punkt von  Cff,  mit  QiQ^  sich  allmählich  von  nach  hin  be- 
wege. Wir  bekommen  dann  eine  Schar  von  Curven,  deren  einer 
Zweig  bei  /r,  in  das  Dreieck  eintritt  und  dasselbe  zwischen  nnd 
Q3  wieder  verlässt.  Dieser  Austrittspunkt  muss,  da  J  anfänglich 
ausserhalb  des  Dreiecks  auf  der  Verlängerung  von  /^,/?2  liegt,  von 
Qj  ausgehend  sich  alluiulilich  abwärts  bewogen.  Er  erreicht  den 
Mittelpunkt  Ji^,  wenn  Oi?,  parall.  %  ist  In  diesem  Falle  liegt  A 
auf  ^s,  J  auf  i^,  die  Asymptoten  sind  G/S^  und  G^G^  selbst  nnd 
die  liyperbol  balbirt  b^de  Seiten  des  Dreiecks  Q^Qs  nnd  Qi  %. 
Dreht  sieb  0A|  noch  weiter,  so  flUlt  J  auf  Jt^H^  selbst,  der  Ans- 
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trittspunkt  der  Curvc  rückt  über  I^.  hinweg  auf  Qj  zu  nnd  der 
Wiukel  zwischeu  Ueu  Asymptoten  wird  immer  spitzer.  Schliesslich» 
entfernt  sich  A  iu's  Uneudliche,  die  Asyaiptoten  werden  parallel 
und  die  Curve  nähert  sich  der  Geraden  7?,     und  dertu  Verlängerung. 

Ganz  ahDlich  itt  der  TerlMl,  wenn  OB^  die  Seite  QgQg  darch- 

Wir  anterbredieB  an  dieser  Stelle  unsere  Betmehtnog  auf  einen 
AngeBblidt,  um  eine  Aufgabe  einsnscbalten,  deren  LOenng  sich 
nnmittelbar  ans  der  Figur  des  Paragraphen  ergiebt:  Oegeben  sei 
eine  Gerade  auf  ihr  ein  Pnnkt  femer  eine  zweite  Oerade  V 
■od  aosserbalb  ein  Pnnkt  J.  Man  soll  diejenige  Hyperbel  bestim- 
men, welebe  X  in  Jt|  berührt,  L'  als  eine  Asymptote  bat  nnd  dnreh 
Jgebt: 

LOsnug:  Man  verliagere  L  bis  snm  Schnitt  mit  L'  in  Qi  nnd 
Terlftngere  QaJSi  um  sich  selbst  bis  Gi,  Dann  verbinde  man  J  mit 
Ü^,  siehe  dnrch  die  Parallele,  welche  die  dnrch  i7,  zn  L*  ge- 
sogene Parallele  in  Q$  schneidet,  nnd  veriingore  OfRi  nm  sich 
selbst  bis  Q3.  Endlich  verbinde  man  mit  J  und  siebe  durch  t?, 
die  Parallele,  welebe  L'  in  A  schneidet.  Dann  ist  A  der  Mittel* 
pnnkt  der  Curve  und  G^A  die  andere  Asymptote.  Ferner  geht  die 
Cur\'e  noch  dnrch  einen  weiteren  Punkt  H,  den  man  bekommt,  wenn 
man  W,  mit  der  Mitte  von  QiQ^  verbindet  und  diese  Linie  verlän- 
gert, bis  sie  die  dnrch  zu  G^A  parallel  gezogene  Gerade  durch- 
schneidet. 

f  15. 

IHe  Lage  der  Mittelpankteb 

"Wir  wissen  bereits,  dass  nicht  zn  jcikr  beliebigen  nnibeschrie- 
beueu  Curve  äbulicbo  berührende  Curveu  gezeichuet  werden  können, 
«nd  haben  anch  schon  angegeben,  wo  der  Pnnkt  0  liegen  muss,  da- 
nit  solebe  mflgUch  sind.  Nnn  lassen  sich  aber  die  3  Hyperbeln, 
deren  SchnittpnnkCe  die  Ifitteipnnkte  der  bertthrenden  Cnrven  sind, 
in  jedem  Falle  constmiren,  woraus  mit  Notwendigkeit  zn  schliessen 
ist,  dass  dieselben  sich  flberbaapt  nidit  schneiden,  wenn  0  in  einem 
tndern  nis  einem  der  früher  angegebenen  RAnme  liegt  Für  die 
Untersncbung  gcnOgt  es  nur  zwei  der  Hyperbeln  zn  betrachten.  Da 
fisnier  einer  der  Mittelpunkte  stets  Innerhalb  des  Dreiecks  liegen 
DQuss,  braucht  man  diese  beiden,  um  zu  beurteilen,  ob  Schnittpunkte 
vorhanden  sind  odf-r  nicht,  anch  nur  innerhalb  des  Dreiecks  zu  ver- 
folgen Vorher  woiieu  wir  jedoch  uocb  einige  specielle  F&ll«  er- 
ledigen. 
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Ist  0  der  Sehwetpniikt,  so  gebt  Jede  Hyperbel  Aber  !■  die 
,  betreffende  8e$te  des  grossen  IMeeks  and  «Ue  logebArigo  Mittel- 
transversale.  Die  Uittelpankte  sind  deninaob  die  Ecken  des  grossen 
Dreiecks  ond  der  Scbwerpnnkt  des  gegebenen  selbst.  Da  die  Cure 

in  diesem  Falle  stets  eine  Ellipse  ist,  kann  man  das  Besnltat  aach 
in  der  folgenden  Weise  aasspreclien :  Um  den  Schwerpunkt  eines 

Dreiecks  lassen  sich  stets  2  concentrische  and  ähnliche  Ellipsen  con- 

strnircn,  von  denen  die  eine  durch  die  Ecken  dos  Dreiecks  hindurch 
geht,  die  andere  die  Seitr-n  iu  der  Mitte  berührt.  Ausserdem  giebt 
es  noch  aubeschncbcuc  ühnliche  Ellipsen,  welche  ebenfalls  die 
Seiten  im  Mittelpunkt  berühren  und  deren  Mittelpunkte  die  Schuitt- 
puukte  der  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  za  den  G^eoseiten  ge- 
sogeucQ  Parallelen  sind. 

Zweitens  nehmen  wir  an,  dass  0  sich  auf  einer  die  Seiten  hal- 
birenden  Geraden  bewege.   Z.  B.  auf  und  dessen  Verlänge- 

rung Dann  ist  die  zu  Q^Q^  gehörige  erste  Curvo  irgend  eine  GiQ^ 
in  Ji\  berührende  Hyperbel ,  welche  fr/f^  als  eine  Asymptote  hat. 
Die  zweite  auf  Qiti^  bezügliche  Hyperbel  geht  durch  nnd  Ä,, 
ihre  Asymptoten  sind  Crj/^  uud  o.sr/j.  Die  dritte  ru  Q^f^  gehörige 
geht  durch  Jl^  uud  A'i,  ihre  Asymptoten  siud  0\Ci\  uud  (J^G^.  Es 
gehen  somit  olle  3  Hyperbel u  durch  denselben  Punkt  Jt^  und  be- 
rühren die  Gerade  6^1  (^i ;  ferner  haben  sie  sAmUieh  die  eine  Asymp- 
tote G^G^  gemeinsam ,  troffen  sich  also  Iftngs  dieser  Geraden  nach 
beiden  Seiten  erst  im  Unendlicben.  In  diesem  Gronxfolle  sind  dem- 
nach die  beiden  mit  anf  einer  Geraden  liegenden  Jlittelpnnkte, 
von  denen  der  eine  bestandig  innerhalb ,  der  andere  ausserhalb  des 
Dzoiecks  ftllt,  anf  einander  zagerflckt  nnd  mit  der  Seite  siisammen- 
gefallcn ;  die  beiden  andern  auf  der  dnrch  Qj  zur  ersten  conjugirten 
Geraden  haben  sich  naoh  beiden  Selten  in's  Unendliche  ent- 
fernt. Dieser  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  0  eine  die  Seiten  hal- 
birende  Gerade  passirt. 

Düukeu  wir  uns,  dass  der  Puukt  U  sich  innerhalb  des  Dreiecks 
in  der  Richtnag  nach  hin  der  Linie  Jl^n^  nthert,  so  geht  die 
nmbescbriebene  Ellipse  aUmftblich  in  ein  Paar  paralleler  Geraden 
Uber,  nftmllcb  in  <2tQs  nnd  die  durch  hiersn  gezogene  Parallele. 
Die  einbeschriebene  Corve  wird  sich  dabei  immer  mehr  der  Seite 
QtQ§  nfthern  nnd  schliesslich  mit  ihr,  ihr  Hittelpnnkt  also  mit  JC| 
snsammenlsllen.  Dasselbe  geschieht  mit  der  aweiten  (2s  Qs  ^nhe- 
schriebenen  ElUpse;  aneb  sie  kommt  an  0^0^  heran,  ihr  Mittelpunkt 
rückt  anf  it|  an,  am  diesen  Pnnkt  an  der  Grense  wirldicb  sa  er« 
reichen. 

Anders  steht  es  mit  den  abrigcn  berUhrenden  Curven*  Sie 


Digitized  by  Google 


VON  Cvroen  xw^üen  Gradt. 


175 


güiieD  über  in  die  beiden  Geraden,  weldie  sich  TOn  Q|  auB  ttlier  (?f 
rwp.  fir,  in's  üneBdliche  entr^ckoa.  Die  fierflhniiigipaiikte  mit  deo 
Seiten  QiQs  «od  QjQ,  sind  in  soeemaieageMea,  der  Bertthrnng«* 
penlit  mit  der  driuen  Seite  <2t<4  ist  in  noendliclie  Ferne  gerttcIcL 

Wenn  0  sich  auf  R^Iii  bewegend  einem  dieser  beiden  Punkte 
selbst  nahe  komiat,  so  wird  die  erste  Hyperbel  sich  einer  der  beiden 
andern  näbeiu  und  schliesslich  mit  ihr  zusainmcufaileu.  In  diesem 
Falle  giebt  es  uueudlich  viele  nmbeschriebene ,  also  auch  nuendlich 
Viele  beralironde  Cunren;  der  geometrisclie  Ort  ihrer  Mittelpnnkto 
ist  eben  diese  dnrch  die  Mitten  der  beiden  andern  Dreieelcsseiten 
hindurchgehende  Hyperbel. 

Noch  ein  zweiter  Grenzfall  muss  geuaner  erörtert  worden,  der 
Fall  nämlich,  dass  0  die  Verlängerung  einer  Seite  des  Dreiecks 
passirt.  Nehmen  wir  au,  es  bewege  sicli  ü  iü  dem  Scheitelwinkc 
von  Q^QiQ^  auf  die  Verläugcraug  der  Seite  Q,Qi  zu. 

Der  erste  Zweig  der  ersten  Hyperbel,  welcher  bei  Jl^  in  das 
Dreieck  eintritt,  verlässt  dasselbe  dann  zwischen  und  7^,,  eben- 
falls verliisst  der  erste  Zweig  der  zweiten  Hyperbel,  welcher  bei  li^ 
das  Dreieck  betritt,  dasselbe  zwischen  und  A*3,  doch  liegt  dieser 
Austnttspunkt  weiter  von  Qj  entfernt  als  der  vorige.  Die  beiden 
Zweige  müssen  sich  daher  vor  dem  V  rrhissen  des  Dreiecks  schnei- 
den. Da  sich  aber  bei  weitereia  J?  ortachreiteu  diu  erste  Curve  der 
Asymptote  G^G^,  die  zweite  der  Asymptote  G^G^  näbert,  so  müssen 
sie  iicli  nach  dem  Aastritt  ans  dem  DroieclKe  noch  tinnal  treffen. 
Ansserdem  mnss  der  zweite  Zweig  der  ersten  Hyperbel  denselben 
entea  der  «weiten  noch  in  zwei  Pnnliten  treffen,  die  ausserhalb  des 
Dreiecks  gelegen  sind. 

Der  erste  Zweig  der  dritten  Hyperbel  stellt  nämlich  in  diesem 
Falle  eintä  Curve  dar,  die  von  ausgeheud  bich  sehr  bald  auf  bei- 
den Seiten  vou  ii^Wj  lu  der  lüciituiig  auf  zu  umwendet  ond  all- 
m&hlicb  in  dio  von  Jt^  Ober  iu's  Unendliche  sich  erstieckende» 
doppelt  bededcle  Gerade  flbengoht.  Dieser  Zweig  geht  erstens  dnrch 
die  beiden  aogegobenea  Punkte  swisehen  Jt^  nnd  Qu  trifit  ansserdem 
•her  den  zweiten  Zweig  der  ersten  nnd  den  ersten  der  zweiten  Hy- 
perbel in  zwei  anaserhalh  des  Breieeks  liegenden  Punkten,  welche 
sich  auf  verschiedenen  Seilen  der  Verlängerung  von  S^Qi  befinden. 
Es  liegen  also  bei  der  ersten  Hyi;erbelauf  jedem  Zweige  zwei  Schnitt- 
punkte, bei  der  zweiten  und  dritten  jedoch  sAmtUehe  Schnittpunkte 
auf  dem  einen  Zweige  allein. 

Gelicu  wir  non  zUi  Grenze  über,  SO  Verwandelt  sich  der  erste 
Zweig  der  dritten  Hyperbel  iu  die  doppelt  bedeckte  G  crade,  die  sioli 
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Ton  über  in's  Unendliche  erstreckt,  die  beiden  Scbnittpookte 
zwiscben  und  Qi  fallen  ia  einen  auf  a^Q,  selbst,  die  beiden 
ausserhalb  befindlichen  in  einen  anf  der  Verlingemng  von  R^Qi  ge- 
legenen sasammen.  Es  berührt  dann  der  erste  Zweig  der  aweiten 
Hyperbel  beide  Zwöige  der  ersten  in  zwei  Pnnkten,  die  anf  iZsQ,  nnd 
dessen  Verlängernng  liegen. 

Die  umbescliricbeno  Curve  geht  in  diesem  Falle  über  in  die 
beiden  Geraden  0*4  und  0(4-  Die  berührenden  Carven,  von  weL.- 
cheu  nnr  zwei  existiren,  sind  Hyperbeln,  welche  Q,  als  eine 
Asymptote  babcu  und  deren  andere  Asymptc  OQ^  parallel  läuft. 

Kahorn  wir  ans  Ton  der  entgegmgesetzten  Seite  her  der  Ver- 
längerung von  QiQi,  so  stellen  die  erste  nnd  zweite  Hyperbel  wieder 
Cnrven  vor,  welche  bei  nnd  JZ|  das  Dreieck  betreten  nnd  awischen 
<2i  nnd  R^  verlassen.    Sie  liegen  aber  jetzt  ganz  anadnander  und 

nähern  sich  erst,  wenn  man  der  Grenze  nahe  kommt,  um  sieb 
scblieslich  wieder  in  denselben  beiden  Punlvtcn  zu  berühren.  Anders 
steht  es  mit  der  drittou  Curve.  Dieselbe  biejft  jetzt  von  ans  auf 
beiden  Seiten  nach  ' hin  aus  und  nähert  pich  allmählich  der  vom 
i?a  tiber  (^3  bis  iu'a  Unendliche  sich  erstreckenden  Geraden.  Man 
gelangt  also  hier  nicht  zur  selben  Grenze  wie  im  vorigen  Falle. 

£s  hält  nun  nicht  schwer  zu  entscheiden,  In  welchen  Teilen  der 
Ebene  0  liegen  mnss»  damit  Schnittpunkte  der  Hyperbeln  vorhan* 
den  sind. 

"Wir  nehmen  au ,  dass  Ü  sich  in  dem  Räume  befinde ,  welcher 
von  dem  Winkel  Q^R^R^  und  seinem  Scheitelwinkel  begrenzt  wird. 
Dann  verlassen  die  sämtlichen  ersten  Cnrven,  die  bei  7?,  das  Drei- 
eck betreten,  dassilbe  zwischen  Q,  und  K^.  Es  wn  i  demnach  die 
zweite  Curve,  welche  bei  It^  eintritt,  die  erste  iuucrliaib  des  Drei- 
ecks schneiden,  wenn  sie  sich  so  wendet,  dass  ihr  Austrlttqpnnkt 
auf  Qi_%  oder  Q^R^  an  liegen  kommt.  Dies  geschieht»  wenn  der 
Pnnkt  0  Innerhalb  des  Winkels  R^R^Qz  oder  des  zogehörigen  Schei- 
telwinkels sich  befindet.  Durch  diese  beiden  Bedingungen  wird  aber 
die  Lage  des  Punktes  0  auf  8  Flleheastacke  besefarinkt,  namlieh 
auf  denjenigen  Teil  des  Dreiecks  R^R^^^  welcher  innerhalb  des 
Winkels  Q^R^R^  liegt,  auf  den  Seheitelwinket  von  RAQ^  und  anf 
den  Scheitelwinkel  von  QtRiR^* 

Nehmen  wir  zweitens  an,  der  Punkt  0  liege  in  dem  Baume« 
welcher  von  (liR^R^  und  seinem  Scheitelwinkel  begrenzt  wird,  so 
verl&sst  die  erate  Curve  das  Dreieck  zwischen  Q|  und  R^  nnd  wird 
deshalb  von  der  dritten  Curve,  welohe  bei  R^  eintritt,  nnr  dann 
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fMchBiUen,  wenn  te  AottrittspQnkt  tnf  QjQs  öder  liegt  Wir 
erhAlteo  dABit  drei  weitere  Bäume,  in  denen  0  liegen  darf:  den 
noch  flbiigen  Teil  dei  Dreiecki  i^iZfiZ^,  welcher  innerhalb  dei 
Winkeli  QAH^  ^  Scbeitelwinkei  von  iSt<^<3b  «ui  den 
Scheitelwinkel  von  Qgk^ 

Fassen  wir  beide  Kesoltate  zasammeu,  so  darf  also  0  liegen  in 
dem  Dreieck  R^R^R^  aod  inuerhalb  dur  bclieitelwinkol  zu  %Qx% 
and  RtRxR^. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  man  in  derselben  Weise  von  Her  zweiten 
Curve  ausgeht  und  die  Lage  des  Punktes  0  nach  einander  auf  die 
Winkel  Q^R^R^  und  Q^R^R^  uud  ilcren  Scheitelwinkel  beschränkt, 
man  %vl  ähnlichen  Resultaten  kommeu  mnss.  Dasselbe  wird  oadlieh 
auch  der  Fall  sein,  wenn  man  von  der  dritten  Corvo  ausgeht 

Wir  gelangen  somit  wirklich  zu  dem  schon  anderweitig  als 
richtig  erkannten  Resoltat,  dass  die  Hyperbeln  sich  nnr  dann  treffen 
nnd  nur  dann  tierflhrende  Gorven  vorhanden  sind,  wenn  der  Mittel- 
punkt 0  der  umbeschriebenen  Curve  im  Innern  des  Dreiecks  R^R^R.^^ 
innerhalb  der  Scheitelwinkel  dieses  Dreiecks  und  innerlialb  der 
Scheitoiwinkei  des  gegebenen  Dreiecks  liegt 

Wir  wollen  nun  die  Lage  der  4  Schnittpankte  zu  einander  und 
ihre  Yerteiluug  auf  die  eiuzelaeu  Zweige  der  Hyperbclü  zu  erkeuuou 
soeben. 

Wir  gehen  dabei  wieder  von  der  Annahme  aus,  dass  0  innerhalb 
des  Winkels  (l^R^R^  oder  des  zugehürigea  Scheitelwinkel s  sich  be- 
finde. Die  erste  H7perl>el  hat  stets  O^G^  als  eine  Asymptote,  be- 
rührt Q,<?i  in  Ä,  und  schneidet  Q^Q^  zwischen  und  R^.  Die 
andere  Asymptote  wandert  vonG',  bis  "Tr/y,.  Die  zweite  Hyperbel 
berührt  Q^Gj  in  /u,  hat  (i\(>s  als  eino  Asymptote,  während  die  an- 
dere mit  G^G^  hegiuueud  sicli  um  dou  Punkt  (r,  dreht,  die  Rieh- 
fangen  O^Q^  O^O^  passirt  nnd  sehliesslich  die  Richtong  der  dnreh 
Q%  m  Q^Qa  gezogenen  Parallelen  annimmt  Der  ICittelpnnkt  der 
«nton  Hyperbel  liegt  swisohen  nnd  C?«,  der  andere  rockt  ?on  &g 
au  ttber     and     ailmähUeh  in'a  Unendliebe. 

Znnächst  liegt  0  in  dem  Winkel.  Dann  wendet  sieh  die  zweite 
Cnrve  von  R^  ans  abwärts,  durchschneidet  die  erste  Curve  innerhalb 
des  Dreiecks  und  verlAsst  das  Dreieck  zwischen  Qt  und  Ri ,  um  sich 

bei  weiterem  Fortschreiten  der  Asymptote  ^^Cri  zu  nflhrrn  Die 
erste  Curve  nlüiert  sich  aber  der  Asymptote  G^A^  woraus  fol^t, 
dass  b^ide  Corven  sich  ausserhalb  des  Dreiecks  noch  einmal  trotte n 
mftssen    Aeholich  liegt  die  Sache  auf  der  andern  Seite.   Die  erste 

AMk.  4.  lUtk.  a.  Pkf*.  S.  JUUm,  T.  XUL  19 
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Com  vertftsst  das  Dreieck  iwieehen  «nd  «nd  Ulbert  Bich  der 
Asymptote,  deren  Biebtoog  zwiicben  G^G^  mid  G^Q^  gelegen  iit 

El  mflraen  eicb  darom  aneb  bier  die  beiden  Corren  noch  ein- 
mal schneiden.  Der  Yiorte  nnd  totste  Scbnittpankt  moas  dann  von 
seibat  auf  der  Seite  von  Q|Qs  Hegen,  welcbe     entgegengesetst  ist 

Die  vier  iScbuittpunkte  haben  also  die  erste  der  beiden  in  §  13. 
angegebeneu  Tagen i  die  äusseren  Punktelassen  sich  zu  einem  Drei- 
eck vei  biii  lrii .  auf  dessen  Seiten  selbst  die  Ecken  des  ge)?ebeueu 
Dreiecks  liegen.  Ferner  erkennen  wir,  dass  der  erste  Zweig  der 
ersten  Hyperbel  sich  mit  dem  ersten  Zweig  der  zweiten  in  3  Punkten 
schueidet,  während  die  beiden  andern  Zweige  nur  einen  Punkt  ge- 
meinsam haben. 

Es  erübrigt  nucb  die  Lage  der  Punkte  auf  der  dritten,  durch 
Jl^  gc'lH  nden  Hyperbel  festzustellen.  Diese  hat  i^xG^  als  eine  Asymp- 
tote ,  dit'  andere  liegt  zwischen  G<^0^  und  G^G^  Der  erste  Zweig 
deibelbeu  niusi  also  durch  den  jenseits  (^,Q,  liegenden  vierten  Puukt, 
durch  den  im  Innern  des  Dreiecks  gelegeneu  Puukt  und  durch  den 
einen  der  beiden  andern  liegenden  Punkte  gehen,  und  zwar  durch 
den  auf  der  Seite  von  ll^y  wenn  die  veränderliciiu  Asymptote  der 
Corvo  zwischen  G^G^  und  (r^Qg,  dagegen  dnrch  den  bei  befind- 
lieben, wenn  die  Asymptote  zwiaehett  G.^Q^  und  G^G^  liegt  Der 
totste  Punkt  liegt  aof  dem  andern  Zweige. 

Es  liegen  demnach  bei  allen  3  Hyperbeln  '6  Punkte  anf  dem 
ersten  und  einer  auf  dem  zweiten  Zweige.  2  Hyperbeln  schneiden 
sich  so,  dass  ihre  ersten  Zweige  3  Punkte  gemeinsam  haben,  die 
beiden  andern  sich  nur  in  einem  Punkte  treffen.  Die  dritte  Hyperbel 
aber  schneidet  mit  ihrem  ersten  Zweige  die  beiden  andern  ersten 
Zweige  nur  in  2  Punkten;  ausserdem  geht  derselbe  Zweig  dorob 
den  vierten  Funkt,  weleben  dio  indem  Zweige  der  oralen  beiden 
Cnrven  gemeinsam  baben,  wftbrend  der  andere  Zweig  dareb  den 
dritten  Ponkt  bindurcbgebt 

Dieses  ist  die  Lage  der  Punkte  fOr  den  Fall,  dass  0  sich  in 
demjenigen  viereckigen  Teile  des  Pretecks  RgR^  befindet,  welcher 
durch  QyKi  und  Q^R^  von  demselben  abgeaebnitten  wird.  Es  be- 
darf jedoch  keiner  weiteren  Begründung,  dass  man  zu  ganz  denselben 
Kesultaton  gelangen  muss.  wenn  man  von  einer  andern  Curvo  den 
Ausgang  nimmt  und  die  Lage  des  Punktes  0  aui  die  von  QfR^  uud 
QjiiFa  oder  die  von  Q^Il^  und  Q,7^i  begrenztoii  Teile  beschränkt. 
Unser  Resultat  gilt  daher  allgemein  fttr  den  Fall,  dass  0  innerhalb 
des  Dreiecks  H^h^K^  liegt 
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Deswegen  brauchen  wir  auch,  wenn  wir  nonmehr  die  bewegliche 
Asymptote  der  zweiten  Curve  weiter  drehen,  das  liitorvall  von  G^o^ 
bis  oder  die  Lage  des  Paiiktes  0  inoerhalb  des  Winkelraumes 
Qi^si?!  nieht  welter  so  berfleksichtigeu  nnd  gehen  sogleich  zu  der 
Annahme  Aber,  das«  sich  die  Asymptote  flher  G^G^  hinaus  bis  zu 
der  dorch  zu  QiQ^  parallelen  Richtong  drehe,  oder  dass  0  inaer- 
halb  des  Vinkels  RgStQt  nnd  dos  zngehOrigen  Scheitetwinkels  sich 
befinde* 

Dann  muss  die  zweite  Cur^e,  welche  bei  in  das  Dreieck  ein- 
tritt, die  erste,  da  diese  ^/a^"'»  als  Asymptote  hat,  schon  vor  dem 
Eintreten  in  das  Dreieck  schneiden;  sie  triür  noch  einmal  mit  ihr  im 
Innern  des  Dreiecks  zusammen,  verlässt  darauf  das  Dreieck  zwischen 
Q,  und  Äj  nnd  nühert  sich  immer  mehr  der  Geraden  G^G^,  Der 
;!weite  Zweig  <ler  ersten  Cnrvo  nähert  sich  aber  G^G^,  es  mnss  des- 
halb der  erste  Zweig  der  zweiten  Curve  navh  dem  Verlassen  des 
Dreiecks  den  zweiten  Zweig  der  ersten  mindestens  noch  in  einem 
Punkte  treffen.  Knn  bertthrt  der  zweite  Zweig  der  zweiten  Gurre 
die  dorch  G^  gehende  Asymptote,  der  erste  Zweig  der  ersten 
Onnre  die  YerUngening  von  G^A,  Es  mUssen  sich  deswegen  diese 
beiden  Zweige  in  einem  vierten  Schnittpunkte  treffen,  so  lange  die 
yerlftngeruDg  von  GfA  die  Asymptote  durch  G^  auf  dieser  Seite 
dorcbschntidet  Dies  ist  aber  der  Fall,  wenn  0  Innerhalb  des  Schei- 
telwinkels  von  Qt^^^  li^gt 

Dann  haben  also  die  4  Schnittpunkte  wieder  dieselbe  Lage  zu 
einander  wie  im  vorigen  Falle,  nnd  da  dann,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  die  dritte  Curve  mit  ihrem  ersten  Zweige  durch  die  erst- 
genannten 3  Punkte,  mit  dem  zweiten  dnrch  den  vierten  und  letzten 
Punkt  hindurchguht,  so  gilt  aucii  iur  die  Verteilung  der  Punkte  auf 
die  einzelnen  Hyperbeln  dasselbe. 

Es  bedarf  keiner  weiteren  BegrQndung  mehr,  dass  diesee  Be- 
snltat  nicht  nur  ftcr  Punkte  Innerhalb  des  Scheltelwinkels  von  Qg^^S^ 
sondern  überhaupt  fftr  alle  Punkte  0  gelten  muss,  welche  Innerhalb 
der  Scheltelwinkel  des  Dreiecks  SgEA  ^iog^ 

Fassen  wir  beide  Ftito  lüammen,  so  lautet  unser  Ergebniss: 
Liegt  0  in  dem  Dreieck  H^R^R^  oder  innerhalb  eines  Scheitelwln> 
kels  zu  diesem  Dreieck,  d.  h.  sind  die  berührenden  Cnrven  Ellipsen, 

80  bilden  die  äussern  Mittelpunkte  immer  ein  Dreieck,  auf  dessen 
Seiten  die  Pocken  des  e7cp:ebcnen  Dreiecks  liegen.  Der  crsto  Zweig 
einer  leden  Hyperbel  enthalt  ^  Punkte,  der  zweite  nur  einen.  Zwej 
der  Hyperbel  schneiden  sicii  mit  ihrem  ersten  Zweige  in  3  Punkten  j 

Ii* 
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eiita  Zweig  dieser  drittel  geht  ilier  nur  durch  xwei  dieser 
Punkte. 

Ist  aber  die  Asymptote  durch  <r,  parallel  GiA^,  liegt  0  im  Un- 
endlichen  und  ist  die  umbeschriebene  Curve  eine  Parabel,  so  liegt 
auch  der  vierte  Mittelpunkt  im  Uneudlicheu.  Diesem  entspricht  die 
einzige  in  diesem  t  alle  mugliche  r  berührende  Parabel 

Die  andern  Mittelponkte  liegen  im  Endlidien,  und  zwar  fallen 
dieselben  mit  den  Mitten  der  dnrch  die  Ecken  zo  AG^  parallel  ge- 

zoger.on  Transversalen  des  Dreiecks  '/u=afiimpii ,  and  diese  Trans- 
versalen selbst  Stelleu  die  entsprechenden  berührenden  Cnrven  dar. 

Dreht  sich  die  Asymptote  durch  Qf  noch  weiter,  lo  schneidet 
der  erste  Zweig  der  ersten  Cnrve  den  sweiten  Zweig  der  sweiten 
flherhanpt  nichti  es  gdit  der  erste  Zweig  der  zweiten  Onrve  dnrefa 
s&mtliche  4  Mittelpnnkte  hindurch,  während  jeder  Zweig  der  er- 
sten Corvo  zwd  derselben  enthält.  Dann  liegen  auch  sftmtliche 
Pnnkte  anf  dem  ersten  Zweige  der  dritten  Garve.  Dieser  Fall  tritt 
ein,  wenn  0  sich  innerhalb  des  Scheitclwinkels  von  Ä|Q,Qg  befin- 
det, doch  gilt  dieses  Result-at  mit  geringer  Modification  auch  für 
alle  Punkte  innerhalb  dos  Scheitel  winkele  von  R^Q^Q^  und  über- 
haupt für  jeden  Punkt  im  Iiiuern  eines  bcheitelwinkeis  znm  gegebenen 
Dreieck. 

Wenn  also  0  inneriuüh  eines  Scheitclwinkels  zum  gegebenen 
Dreieck  liegt ,  d.  h.  wenn  die  bertthrende  Curvc  eine  HyperlMl  ist, 
so  haben  die  Mittelpnnkte  die  zweite  der  beschriebenen  Lagen,  es 

lassen  sich  die  Süsseren  .Punkte  derart  verbinden,  dass  die  eine 
Ecke  des  Dreiecks  auf  einer  Verbindungslinie  seihst,  die  beiden  an- 
dern auf  der  Verlängerung  liegen.  In  diesem  Falle  schneiden  die 
ersten  Zweige  zweier  Hyperbeln  sich  gegenseitig  in  4  Funkten,  die 
beiden  Zweige  der  dritten  Hyperbel  dagegen  in  2  Punkten.  . 

%  16. 

Beweis  des  Snisest  fltsitaeie  IhiUehe  hsrUwewie  Carrew  sIms 
Dreleeln  werden  fen  der  ihnUehen  Gnrre  der  •  Pnkte  feerthrl* 

Aus  der  Planimetrie  ist  bekannt,  dass  der  durch  die  Mitten  der 
Seiten,  durch  die  Fusspunkte  der  üöhen  und  durch  die  Mitten  der 
ebenen  Höhenabschnitte  gehende  sogenannte  Feuerbach'sche  Kreis 
sowol  den  einbeschriebtiucn  ^vie  alle  3  anbeschriobenen  Kreise  des 
Dreiecks  berührt.  Nach  uuserm  i'nucip  mui5!i  deswegeu  auch  die 
Ellipse  dnrch  die  Mitten  der  Seiten,  dnrch  die  Fusspuukte  der  con- 
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jngirten  Ecktransversalen  ond  dnrch  die  Mitten  der  oberen  Ab- 
schnitt« derselben  die  sämtlichen  4  berührenden  ähnhchen  Ellipsen 
des  Dreiecks  berflhren. 

Wir  wollen  beweisen ,  dass  auch  dieser  Satz  allgemeinere  Gfil- 
tigkeit  be5;itzt  und  die  Cnnre  der  9  Punkte  Stets  die  sftmtlichen  be- 
röhrenden  ähnlichen  Cnr?en  berflhrL 

Die  berühiende  Cnnre  sei 

ferner  beieicliiiea  vir  wie  in  f  11.  die  Berthmngspnnkte  mit  ^„ 
die  Schnitt|Minkte  der  Tangenten,  d.  h,  die  Eeken  des  Drei* 
ecke  mit  <^  <3ti  ^s  vnd  die  CoonUnaten  derselben  mit  (t*|,  v,)» 

(«Si 

Man  bekommt  nun  den  Mittelpunkt  0  der  umbeschnebetieu 
Cnnre,  indem  man  Jfmit  B^,  B^,  verbindet  nnd  dnrch  die  Mitton 
der  Seiten  hlem  Parallelen  sieht,  welche  sich  in  0  trelfen.  Sind 
die  Coordinaten  desselben  a  nad  ft,  so  mttssen  die  Gleichnngen 
gellen: 


* — «  -  V* — r-)  h 

_  -   2- j  (1> 

*  ä-  -  V  ä-J  ä 

and  die  Gleichung  der  nmbeschriebenen  Corve  bat  die  Gestalt; 

(|-«)«+i(ij-.*)«-f«  (2) 

Man  erhält  ferner  den  Mittelpunkt  N  der  Cnnre  der  9  Punkte, 
wenn  man  0  mit  dem  Sehwerpnnkt  8  TOrbindet  nnd  diese  Linie  nm 
die  Hillle  yeriAngert  Die  Coordinaten  von  N  werden  danach 

nnd  die  Onrve  der  9  Punkte  hat  nur  Gleichung 

£s  soll  geseigt  werden,  dass  diese  Gurve  die  gegebene  berdhrt. 
Wenn  sich  2  ähnliche  Curven  berühren,  moss  der  Berührungs- 
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pnokt  auf  der  gemeinsamen  Centrale  liegen.  Wir  verbinden  des- 
wegen ^^  und  A'  uud  berechnen  lur  jede  der  beiden  Curveii  die 
Länge  des  zugehörigen  Kadiusvectors.  Hat  der  Schnittpunkt  B 
der  Centrale  mit  der  erston  gegebenen  Cnrve  die  Coordinaton 
(^41  ^4)«  80  ist  der  Radinsvector  fttr  die  erste  Gnrve  gleich 

VsV+»?4''  ^^^^ 

|4«W-»  «»«»  5.-^-"'i"-^-!..;. 
Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  Icommt 

und  es  wird 

_  (Uj  +  t^-f  u.^  —  a)*  -f-  (v^  -f-     -j-yg  —  &)» 
(m,  -f  - ti,  +  n.j  —  ^i)«  4-e(t?j  -f  17,4-     —  A)* 

Da  die  zweite  Corvo  der  ersten  Ahnlidi  ist,  so  mnsi  der  entspre- 
chende Badinsvector  derselben  gleich  ^  >'^4^  +  v«^  sein. 

Sollen  sich  nun  beide  Curven  berühren,  so  muss  die  Summe 
oder  die  Differenz  der  beiden  Radienvcctoron  gleich  der  Centrale 
MN  sein,  je  nachdem  der  Derühniugspiuiki  auf  MS^'  oder  auf  der 
Verlängerung  von  MN  liegt.  Es  muss  daher 

(i±i)'(V+ V)  -  {^^^)'+  (■"+"'+-♦ -J)' 

oder  mit  Einsetzung  des  obigen  Wertes 

(S±r)«Ä(uj-fM,4-M,-a)^H-f(vi4-i;^-ft>^— *)«  sein.  (4) 

Es  kommt  daranf  an,  den  Nachweis  der  Richtigkeit  dieser  Glei- 
chung zu  fahren.  Dieses  kann  geschehen,  indem  wir  zeigen,  dass 
der  Wert  von  r ,  der  sich  aus  dieser  Gleidinng  ergiebt,  identisch  ist 
mit  demjenigen,  der  sich  aliein  mit  Hülfe  der  Bediugnngfgleichangen 
fUr  17,  a,  berechnen  lässt.  Zunächst  gehen  wir  za  dieser  zweiten 
Berechnung  von  r  aber,  Aus  (1)  kommt: 

„  g(12)  _    — I     + tta  ^1     H±H  Vi 
Ersetzen  wir  die  hierin  vorkommenden  u  und  v  durch  die  in  §  11. 
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ntar  (2)  aDgegcbeneo  Werte,  so  ergiebt  sich  Dieb  geeigneter  Za- 
sammenfMSoiig  und  lioltipacation  mit 


— «  — 


2(12)(2ü)c3i) 


[Hvi-i|iK38H31)+t|,(81)(l  -^-eihii, 


«iid  et  wird  +«^.(23){l-W,-fW] 
"i-»  -  2(12)(23)(3r) [(»^t-  ihX23)(31) +«^-,(31)(l  - 6,^3  -  c,^,,/,) 
Lbenso  kommt 

•^■"^  2(12)0^(31) 

+«9t(23)(l-Mi-«Wi>] 

Diese  Ausdrücke  setzen  wir  in  die  Gleicbang 

ein  and  erlialten 


4(12)«(23)«(31)« 

woritt  oadi  VereiiiigiiDg  der  entsprecbenden  Otieder  beider  (^adrate 
mter  BemiUoiig  der  orspraDgUcben  BedingongsgieiGbongeD  fftr  1^  n 

«  -  2f(23)«(81)«(l tij,ih)-h(81)*(l -^-ifhV^* 
+(23)«(1  -.U,)»+2«(28)(31)»(12)(l  -|,fe-.fihi|,) 

+2«(a8)«(81)a2)(l  -«Wi) 

+ 2(31)(23J(l-f,ls  -  iifcibKl  -Ist,  -  +  «»^i  Vt) 

wird. 

Dm  vierte  und  filofte  Glied  dieses  Ansdrackee  ergeben  durch 
directe  Addition 

2i(12)^23)(31)  1  (12)  4-  (23)  +  (31)] 

Fftgt  man  femer  beim  zweiten  nnd  dritten  das  fehlende  doppelte 
Prodnct  binzn,  welebes  dann  natarilcb  beim  leisten  Gliede  subtractiv 
in  Yerrecbnen  ist,  so  kommt  das  Tollst&ndige  (Quadrat 

[(12) -f  (23) -j- (31)? 

\  creiüigen  wir  dauu  uucli  das  eiälo  und  daa  urwoitcrte  letzte  Glied) 
»0  wird 


Digitized  by  Google 


w  -  2f(12)(23)(311(12)-|-(23)  +  (31)]  +  [(12)-f  (23)-f(31)]* 

4- 2(31  )(23)(  1  -  H,  ^,  -  *i/,»/,)(iV^a-i- +ifSt+«»li^i) 
-2(31)(23)[1  -(|,{,+«ihV,)»J 

Der  letste  Teil  dieses  Ansdrodu  ist  aber  nach  §  11.  61elch«ng  (18) 
gleich 

—  2<(12)*(28)(31) 
der  Yorletsle  ergiobt  durch  direete  AosrecbDiiiiit 

-2«(12)(23)(31)[(23)-i-(31)] 
Addiren  «ir  beide  Ansdrttcke,  so  Icommt  demnach 

-  2«(12)(23)(31)  [(12)  +  m  -f  (ai) 

welcher  Audnick  sich  aber  gegen  das  erste  Glied  forthebt  Es 
bleibt  damit  ftr  to  nnr  noch  das  voUstSadlge  <)nadiat  Aber,  nnd  es 
wird 

(12)  4- (23)  4- (31) 
^  2(12)(23)(31) 

WO  das  Zeichen  so  zn  wlUen  ist»  dase  r  posItiT  ist. 

Noch  schwieriger  gestaltet  sich  die  Bcrcchuung,  wenn  wir  Ton 
der  Gleichuug  (i)  ausgcbcu.    Wciiu  wu  berückbichtigeD,  dass 

r«-(ti,-a)«+l(»*-Ä)« 

ist,  rerwandeit  sich  dieselbe  In  die  Oleicfairag; 

4_2^.ir  ■=  «,'-|-Uj^ -f^  2ujU3-|~2i*i(u3  —  o)-[-2ug(ug—  a) 

Nnn  ergiebt  eich  aber  dorch  Kiasetzeu  der  Werte  von  i»,  « 

2e 

2t 

2« 

2ui(uj-a)  +  2«t;j(i;,-  6)  -  + 

- 1  -  Esli — -  (xäylgäp [1  -  lif 8  -      'iai  [(31)  +  (12)] 

+  (12X31)  [  ^  ~     1 1 
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(23)(12)  Ö  ^  Ml 

Fassen  wir  diese  Ansdrflcke  in  passender  Weise  zasammen»  io 
ogiebi  tich  Ar  die  rechte  Seite  der  Oleicbuig  (6;  iiteli  Fortlesiasg 

^  (12)(23).(31)  ^ 

(1  -  ^s-  «^t^fiäi  tCl2)  -  (31)]-2(l2)+23)] 

+(1  - -  ifi^fi,)        [(12)  -  (23)]  ~2(12>+ (31)] 

+(1-  ^5,-  £17,1?,)  [2(12) -(23) -(31)] 

Um  denselben  noch  weiter  zn  transformiren,  benatzen  wir  die 
OleiGboiigen 

a«)a-gA-«fcif,)+<81Kl-5,l.-«i|i%)  <-  (12)+(23)+(Sl) 

||^-i.|,%)  +  (12)(l-|^~fi?,%)  -  (12)-f  (23}-i-(3l) 

(81K4— -•J*ite)+(28)(l-&|i-«Vi«7j>  -  (ia)+(28>+31) 
ans  welchen 

l-IA-.««.     [(12)+(a3)-K31)J  [(12)^  (88)+(3l) 
M  2(8l)(12) 

1-2?^  _  [(12)-f  (23)H-(31)3[(23)  -(31)+(12)] 

SSM    «Wi  2(12)(23) 


Setzen  wir  diese  Wert»  oben  ein,  so  fednoirt  ricii  der  Aus* 
dmclK  «of 

(12)(4)(31)  H«(lä)(a8)(31)((12)+(aS)+(31)j +2(13)W)« 
+  2(23)«(31)»4-  ^(ai)2(12)»-(i2)*-(23  *— (31)*] 
Nea  iai  aber  aadi  (14  in  §  11. 
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Forucr  findet  sich  aus  (IG)  dessclbcu  Paragrftphon 
and  deiluUb  müu  anch 


8— f(12)«— «(23)»-f(31)«  -  2y(l-«(l3)«Xl--  «(23)*)a  —  «(31)*) 
sein,  woraoB  durch  Qnadrinn 

(l2)*+(23)*+(31/  -  2(12)»(23)«+2(23j\31)«-i-2(31)«(12)« 

—  4i(12)»(23)>(31)« 

sich  crgicbt. 


Bfit  U&lfe  dieier  Relation  vereinfacbt  aich  die  rechte  Seite  von 

(6),  iudem  wir  nun  auch  deu  weggclasscueu  Factor  ^237(31) 
der  hinznfOgeo,  auf  den  Anadrack: 


(l2j«(23)  W  2(^''^>(23)(31)[(12)  +(23)  +  (31)J+ii(12>»(23)\31)«3 
oder  auf 

_Q.li?)  +  L23)+(3i)  .  . 
^*  (12)(23)(3"^l} 

Setzen  wir  hierin  den  ffür  r  gefondenen  Wert  ans  (5)  ein,  so 
ergiebt  sich  7 dir +4,  nnd  die  Gleichnng  (4)  lantet: 

(2+ er)»  —  (ug-fuj+tt,— o)»+«(t>j-f-i;,4-»8 -^)*  (7) 

Jenacbdem  der  Quotient  "'  2(12X23)(3l)     P<^^v       nogativ  ist 

Damit  ist  der  Nach  weis  geführt  ^  dasa  die  Cnrve  der  9  Fankte 
wirklich  die  berOhrende  Cnnre  berührt  Gldchaeitig  haben  wir  anch 
einen  Ansdrnck  fttr  r  gefunden,  d.  h.  für  das  YerfaäUniss,  in  welchem 

die  Axen  der  umbeschriebenen  Curve  zu  denen  der  berührenden  stehen. 
Nach  (9)  in  §  11.  ist  dieser  Ausdruck  dem  absoluten  Werte  nach 
weiter  nichts  als  der  an  jener  Stelle  mit  t  bezeichnete  Factor ,  mit 
dem  man  die  Determinanten  (12),  (*J3),  {'M)  multipliciren  muss,  um 
entsprechende  AusdrQcke  iu  "  und  v  zu  erlialton  Nun  stellen  aber 
diese  Determinanten  dem  al>«olnfen  Werte  nach  die  luballe  der 
Dreiecke  MB^B^y  MB^B^y  MB^B^,  (He  Ausdrucke  in  m,  »  die  Inhalte 
der  Dreiecke  MQ^Q^.  MQ^  <4^  dar.   Daher  ist  der  Wert  yoö 

r  auch  gleich  dem  coastauteu  V  erhiUtoiss  von 
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Mit  Httlfe  Ton  (4)  in  %  11.  IcaDU  der  Quotient,  von  denen  Tor- 
sflifilieD  es  abbftngt,  welche  der  beiden  in  (7)  enthaltenen  Gleicbungea 
im  gegebenen  FnÜe  anzuwenden  ist,  anch  in  der  folgenden  Wfflse 
gesehrieben  werden: 

(12)-f  (23)-f-(31)      tt|P»  —  «tPj  4-  «a^s  "  «><^+ «»t^  —  «a^s 

Da  t*  stets  positiv  i^t,  hängt  das  Vorzeichen  nur  von  dem  ia 
u,  V  dem  ersten  oacbgebildctcn  Ausdruck  ab.  Der  Zähler  ist  dem 
absoluten  Werlo  nach  gleich  dem  Inhalte  des  Dreiecks  Qi^^Q^t  der 
Nenner  gleich  dem  doppelten  Pioduct  der  Tcildreiccko  MQ^Q^^ 
^QtQzy  MQ^Ui.  Welches  Vorzeichen  der  C^uotieut  hat,  ist  allein 
von  der  Lage  des  Punktes  M  abhängig,  und  zwar  ist  derselbe  po- 
sitiv, wenn  M  innerhalb  des  Dreledcs  Qi  Q^Q^  oder  innerhalb  eines 
seiner  Scheitelwinkel  liegt,  negativ  im  ganzen  abrigen  Banme  (sofern 
von  der  spedeUen  Lage  anf  einer  Seite  des  Dreiecks  oder  auf  der 
Terlftngenng  einer  solchen  abgesehen  wird). 

Ist  nnn 

f  —  +  1 

so  liegt  nach  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  ein 
Winkelpunkt  im  Dreieck  selbst,  der  zogehörige  Quotient  ist  daher 
positiv,  die  andern  drei  liegen  in  dem  Teile  des  Baamos,  in  weichem 
der  Qaotieut  negativ  ist. 

Im  Falle  der  Ellipse  liegt  demnach  für  den  innerhalb  des  Drei- 
ecks liegenden  Mittelpunkt  der  Berttbrnoi^spankt  B  auf  der  Ver- 
Iftqgening  von  J£^,  ilBr  die  äasseren  Punkte  anf  MN  selbst 

Ist 

•  =  —  1 

so  liegt  ein  Mittelpunkt  innerhaib  des  Dreiecks,  ein  zweiter  inner- 
halb eines  Schcitclwinkels ,  für  beide  ist  also  der  Quotient  positiv, 
die  beiden  andern  aber  liegen  in  dem  Baume,  in  welchem  derselbe 
negativ  ist. 

Im  Falle  der  Hyperbel  liegt  demnach  B  auf  MN  selbst ,  wenn 
M  innerhalb  des  Dreiecks  oder  in  einem  Scheitelwinkel,  dagegen 
anf  der  Verlftngemng  von  MH^  wenn  M  in  dem  übrigen  Banme 
sich  befindet» 
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m. 

f  17. 

B«slebiingen  awiseken  Kreis  ind  l»«UebigtM  KegtlseluülU 

Wir  haben  in'  |  3.  bemerkt ,  dass  das  Prodact  aas  den  Ab- 
schiiHCen  der  SectDtes,  welchee  beim  Kreise  eile  dorch  dentelbea 
Paekt  gehenden  Secanten  eonetent  ist,  bei  der  Ellipse  nur  in  dem 
Felle  denselben  Wert  annimmt,  dass  die  Secanten  gleicbe  Neignog 
ZOT  Aie  haben  nnd  ihre  Winkdbalbirenden  parallel  den  Hanplaxen 
der  Ellipse  sind.  Der  Ornnd  lag  darin,  dass  nar  fflr  solche  Geraden 
das  Ycrhältniss  snm  Bilde  dasselbe  war.  Wir  wollen  nntersachen, 
ob  sich  dieser  Sats  nach  anf  die  Hyperbel  flbertragea  liest. 

Pie  Gleiehvng  des  Abbildes  sei 

Wir  nehmen  einen  Panict  i^^)  beliebig  an,  legen  durch  denselben 
eine  Secante  nnd  suchen  das  Prodnct  der  Abschnitte  ra  bereehnen. 
Es  ist  für  jeden  andern  Punkt  der  Secante 

worin  $  die  posltife  oder  negative  Entfernung  von  (|| ,  und  4^ 
den  Winkel  bedeutet,  den  die  Secante  mit  der  positiTcn  «aie  bildet. 

Für  die  Schuittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt  mdsseD  diese  Werte 
der  Gleichang 

genflgen,  woraus 

sich  ergiebt  Das  Prodnct  der  beiden  Wurselworte  von  s  ist  also 

gleich  ^^^J^^  Kreises  ist  dasselbe  constaDt 

gleich  ||'+%'— 1;  ^  ^dcbseitigen  Hypeibel  Ändert  es 

sich  jedoch  mit  &  und  ist  nur  fbr  solche  Worte  vod  »  gleich  fflr  welche 
die  Differenx  cos^  -  sitt^  denselben  Wert  hat  Dieses  ist  aber 
der  Fall ,  wenn  die  Secanten  gleiche  Neigung  zur  Axe  haben ,  also 

gerade  dann,  wenn  auch  die  Yerhätnisszahlen  dcnsolben  Wort  be- 
Bitzen  und  dpr  Sat?  von  der  Gloidiheit  der  Producto  sirh  auf  die 
bp?iehige  Hyjurbr'l  ulxTtrfipon  lässt.  Damit  ist  der  Satz  hf^wiosen: 
Für  joden  Kc^tIm  linitt  siiüi  die  Prodncte  ans  den  Abschuitten  zweier 
Secanten  gleich,  wean  diese  gleiche  Neigung  zur  Axe  haben. 
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Beim  Kreise  kiuia  jede  Richtang  als  Richtung  der  Haaptaxe 
wopAbu,  dtroni  nllasaii  hti  dontdlmi  die  Prodoete  ftr 
aUe  doidi  densellMii  Paukt  gehenden  Secanten  gleieh  sein.  Ferner 
«gielii  lieh  logldeh  der  Sttx:  Zieht  man  eine  Tangente  nnd  eine 
Seeante  gleieher  Kelgvng,  m  ist  das  Qnadrat  tther  der  Tangente 
gleich  den  Prodnct  ans  den  Absehnitten  der  Seeante. 

Ebenso  m&ssen  die  Uoikebningen  richtig  sein:  Sind  für  zwei 

Sacanten  eines  Kegelschnitla  die  Producta  ihrer  Abschnitte  gleich, 
80  habeu  dieselben  gleiche  Neignng  zur  Axe,  und  ihre  Winkelhalbi> 
renden  sind  den  Azen  des  JiegelschnitU  jkaraUei. 

lit  dal  Quadrat  Aber  der  Tangente  gleich  dem  Prodnct  au  den 
Afaaehnitten  der  Seeante,  to  haben  die  Tangente  nnd  Seeante  gleiclie 

Neigung  znr  Axe.  Im  ersten  Falle  liegen  die  4  Schnittpunkte  anf 
etnem  Kreise,  im  letsten  Falle  berührt  der  durch  den  BerQhrnngs- 
pnnkt  und  die  beiden  Schnittpunkte  der  Seeante  eonstmirte  Kreia 
die  Tangente  nnd  den  Kegelaehnitt 

Diese  8AtM  emögticfaen  et,  »i  B  beliebig  gegebenen  Pmkten 
einen  Kegeliehnitti  allein  mit  Hülfe  der  Biehtnng  der  Azen  den- 
jenigen iderten  Pnnkt  sn  finden,  in  welchem  der  dnrch  die  3  Pnnkte 
gelegte  Kreia  den  Kegelschnitt  trUlt  Hau  eonstmire  den  Kreis, 

verbinde  zwei  der  Pnnkte  mit  einander  und  ziehe  dnrch  den  dritten 
die  Seeante  gleicher  Neigung,  welche  den  Kreis  in  dem  gesuchten 
Schnittpunkte  trifft.  Man  kann  denselben  auch  ohne  Benntzong  des 
Kreises  finden,  indem  man  zwei  Mal  zwei  Punkte  verbindet  und  zu 

jeder  Verbindungslinie  durch  den  dritten  Punkt  die  Secauto  gleicher 
NeiguDg  zc  ichoetj  der  Schnittpunkt  der  beiden  Secanten  ist  eben- 
ialls  der  gesuchte  Punkt 

En  besteht  dernnneh  swisehen  den  Sehnitipnnkten  eines  Kreisee 
mit  einem  Kegelschnitt  nnd  der  Richtung  der  Axen  eine  derartige 
Beziehung,  dass  nuiu  immer  za  3  Schnittpunkten  mit  Hülfe  der  Azen« 
riehtmg  den  vierten  finden  kann. 

Aach  .im  Falle  der  Berflhmng  lisst  sich,  wenn  die  Tangente 
nebst  Berflhmngspnnkt  nnd  der  eine  Schnittpankt  gegeben  ist,  mit 
Leichtigkeit  den  andern  Schnittpankt  finden. 

Entweder  construiro  man  den  Kreis,  welcher  die  Tangente  iu 
dem  gegebenen  Punkte  berührt  und  durch  den  Schnittpunkt  gebt, 
nnd  zeichne  durch  den  Schnittpankt  eine  Gerade  gleicher  Neigung 
mit  der  Tangente,  welche  den  Kreis  im  gesuchton  Punkte  trifft  — 
Oder  mau  ziehe  durch  deji  Öchuittpuukt  zur  Tangente  und  durch 
den  BerObrungspaakt  zur  Verbindungslinie  mit  dem  Schnittpunkte 
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die  Geratiiii  gleicher  iseiguug,  welche  sich  ebenfalls  im  veriaagten 
PoDkte  schneideu. 

Es  ist  daher,  wemi  ein  Kreis  einen  Kegelschnitt  dorehschnddef, 
mit  der  Biohtong  der  Yerbindungslinie  sweier  SchnUtpnnl^te  die 
Riehtang  der  Terbindangslinie  der  beiden  Mdem  gegeben;  beide 
mflssen  dieselbe  Neiguug  zur  Axe  haben.  Daher  nrnss  für  alle  Kreise, 
welche  dieselben  beiden  Schnittpunkte  mit  einem  Kogelschnitt  ge- 
meinsam haben ,  die  Riebtang  der  Verbiadangslinie  der  beiden  an- 
dern Schnittpunkte  dieselbe  sein.  Dieser  Satz  Iftsst  sich  auch  in 
folgender  Weise  umkebren :  I!;il)eu  2  Kreise  einen  Punkt  mit  einem 
Kegelschnitt  gemeinsam  und  lauft  die  Verbindunpsliuio  /v.  oier  nudern 
Schnittpunkte  des  ersten  Kreises  i)arallel  der  Verbindungsliuie  zweier 
andern  Schuittpuidvto  des  zweiten  Kreises,  so  liegt  aucb  der  /.weite 
Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  auf  dem  Kegelschnitt,  und  es  hat 
die  Verhiiiduiigslinie  der  beiden  gcmeiusanion  Schnittpunkte  dieselbe 
Neigung  zur  Axe  wie  die  beiden  Parallelen. 

In  dieser  Form  wird  der  Sats  im  nftcbsten  Paragraphen  wieder- 
holte Anwendung  finden. 

Es  muss  auch  für  alle  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  in 
demselben  Pnukte  berühren,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte  gleiche  Richtung  haben. 

Lftsst  man  den  Radius  der  Kreise  sich  stetig  ftndem,  so  nicken 
die  beiden  Schnlttpnnkte  auf  dem  Kegelschnitt  weiter,  and  es  Ter* 
schiebt  sieb  ihre  Verbindungslinie  parallel  mit  sieb  selbst  Dabei 
kann  man  es  immer  so  einrichten,  dass  sich  der  eine  der  beiden 
Scbnittpunkte  dem  Berttbmngspankto  nftbert  and  schliesslich  mit 
ihm  sosammeoftllt  Man  gelangt  dann  zum  Krümmungskreis,  welcher 
im  Berührungspunkte  3  Schnittpunkte  vereinigt  und  ausserdem  nur 
noch  einen  Punkt  mit  der  Cnrve  gemeinsam  hat  Der  Mittelpunkt 
desselben  lässt  sich  also  in  einfacher  Weise  finden  Man  zeichne 
die  Tangente  und  errirhte  das  Lot;  dann  ziehe  mau  durch  den  Be- 
rührungspunkt die  beline  gleicher  Neigung  mit  der  Tangente  und 
errichte  das  Mittellot.  Der  Schnittpunkt  beider  Lote  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kreises. 

Es  ist  auch  der  Fall  möglich,  dass  beide  Bchnittpunkte  gleich- 
seitig mit  dem  Berührungspunkt  zosammenfitllen,  wobei  man  za 
einem  Kreise  gelangt,  der  in  seinem  BerQhrangspnnkt  4  Schnitt- 
punkte vereinigt  und  sonst  keinen  Punkt  mit  dem  Kegelschnitt  ge- 
meinsam hat.  Dieser  Fall  kann  nur  eintreten,  wenn  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  der  Tangente  parallel  Iftufit,  also  die  Tangente 
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parallel  ist  der  Ato,  d.  h.  weas  der  Ber&brungspunkt  der  Scheitel- 
punkt der  Curve  ist. 

Koch  eine  weitere  Folge  von  Sätzen  kann  hier  angefilhrt  wer- 
den, deren  Richtigkeit  ans  den  bisherigen  Beeoltaten  nDmittelbar 
sich  ergiebt: 

Sftmtliche  KegelB<^nitte,  welche  durch  4  anf  einem  Kreise  lie- 
gende Pnnkte  geseichnet  werden  können,  mflssen  dieselbe  Riditnng 
der  Ixen  haben.  Man  bekommt  diese,  indem  man  den  Winkel 
zweier  Gegenseiten  in  dem  Ton  den  4  Punkten  gebildeten  Viereck 
halbirt 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  3  beliebige  PuiikLü  gehen 
and  dieselbe  Richtung  der  Axen  beeitsen,  gehen  nach  noch  durch 
ein  und  denselben  vierten  Punkt  Dieser  liegt  mit  den  drei  ersten 
auf  der  Peripherie  eines  Kreises  und  wird  gefunden,  indem  man 
duieh  einen  der  Punkte  zur  yerbindungslinie  der  beiden  andern  die 
Sehnen  gleicher  Neigung  seichnet 

Sämtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  4  Punkte  gezeichnet 
werden  könneD,  die  nicht  aaf  einem  Kreise  liegen,  mflssen  darum 
Tcrschiedene  ftichtung  der  Axen  besitzen. 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben  3  Puukte  gehen  and 
in  dem  einen  derselben  den  Kreis  berühren,  welcher  dnrch  die  3 
Punkte  coiistruirt  werden  kann,  haben  dieselbe  Richtung  der  Axen. 
Die  Axen  laufen  parallel  den  Halbimngslinien  der  von  der  Tangente 
lad  der  Yerbindungslinie  der  beiden  Punkte  gebildeten  Winkel  oder 
aneh  parallel  den  Halbirungsliaien  der  Winkel,  welche  Ton  den  Ter^ 
Undnagsllnien  des  Berahrangspunktea  mit  den  lieiden  andern  Punkten 
gebildet  werden. 

Sämtliche  Kegelschnitte  derselben  Axennchtung,  welche  dieselbe 
Gerade  in  demselben  Punkte  berühren  und  ausserdem  einen  Punkt 
gemeinsam  habeu,  geheu  noch  durch  einen  dritten  PuukL,  Ueäsen 
Lage  leicht  bestimmt  werden  kann. 

SlmtUehe  Kegelschnitte  derselben  Axentichtung,  welche  durch 
3  Punkte  gehen,  die  so  gelegen  sind,  dats  die  Terbindungsllnien 
des  einen  mit  den  beiden  andern  gleiche  Richtung  zur  Aze  haben, 
berflhren  sich  in  diesem  Punkte  mit  dem  Kreise,  welcher  durch  die 
drei  Punkte  conatmirt  werden  kann. 

Für  alle  Kegelschnitte  dersoiben  Axonrichtung,  welche  dari  h  2 
feste  Punkte  gehen  uud  dieselbe  üerade     festen  Punkte  berahreu, 
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ist  der  Berthrongspankt  und  die  Biditoiig  dw  A10&  bMtinimt  Xm 
findet  den  BeraiiraDgtpnilkt,  indem  man  denKnis  seiehnet,  weteher 
die  Gerade  berlUirt  and  dorcli  die  beiden  Ponkte  gellt  Die  Axeii- 
richtang  haltnrt  den  Winkel  zwischen  der  Geraden  and  der  Ter* 
biodangsliaie  der  l»eiden  Punkte. 

Allerdings  lassen  sieb  auch  uueudlich  viele  Corvoo  zeichnen, 
wdeke  durch  die  beiden  Punkte  und  die  Gerade  iu  einem  andern 
Ponkte  berflhien.  Diese  haben  aber  amtUeh  versdiiedeiie  Biditung 
der  Azen,  wfthrend  sie  in  dem  dnen  Falle,  in  welchem  der  Berflh- 
rnngsi^nkt  die  aamebene  bestimmte  Lage  hat,  alle  von  derselben 
Axenrichtnng  sein  mOssen. 


S  18. 

ConstmetioiisanfgabeD. 

Die  bisherigen  Angaben  reichen  hin  aar  iMmg  einer  gansen 
Beihe  von  Aoi^iaben,  in  denen  es  sich  dämm  handelt,  snr  Azenrich- 
tnng  eines  durch  Punkte  uud  bertthrende  Geraden  oder  Kreise  be- 
stimmten Kegelschnitts  den  IGttelpunkt  oder  umgekehrt  lum  Mittel- 
punkt die  Bichtung  der  Azen  zu  finden. 

Aufgabe  1:  Gegeben  sind  die  Punkte  C,  D^,  welche 

nicht  auf  einem  Kreise  ließen.  Es  so!!  zu  einer  gegebenen  Axen- 
richtnng  der  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  gefunden  werden,  welcher 
durch  diese  4  Punkte  hindurchgeht 

Lösung:  Mau  coubLruiiO  den  Kreis,  welcher  durch  A,  C 
geht  und  zeichne  die  Sehne  CE,  welche  mit  AB  gleiche  Neigung 
sur  Aze  hat  Dann  liegt  E  auf  dem  Kegelchnltt  Hierauf  lege  man 
dnreh  A,  D  einen  Kreis  und  suche  wiederum  zu  AB  die  Sehne 
gleicher  Keignng  DF,  Dana  liegt  auch  P  auf  dem  Kogelschnitt,  es 
ist  CE  par.  DF^  und  die  Yerbindnngslinie  der  lOtlelpunkto  geht 
durch  den  Uittdpunkt  der  Gurre.  Drittens  seichoe  man  einen  Kreis 
durch  C,  />,  F,  lege  durch  C  die  Sehne  gleicher  Neigung  mit  DF, 
deren  Endpunkte  4t  abermals  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  mnss. 
Dann  ist  CG  par.  BA^  und  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
liefert  einen  sweiten  geometrischen  Ort  fOr  0. 

Liegen  die  gegebenen  4  Punkte  auf  einem  Kreise,  so  fallen  die 
3  zur  Construction  verwendeten  Kreise  rait  diesen»  zusammen  und 
die  Verbindungslinie  der  Mitten  paralleler  Sehnen  schneiden  sich 
stets  in  demselben  i^uui^le,  welches  auch  die  Kichtuug  der  Aieu  sein 
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mag.  Mau  eibiiit  also  zu  einer  beliebig  äugeuüuuiieüeu  Uichlung 
ißt  Azen  ttoCs  dieselbe  Carve,  nämlich  den  durch  dio  4  I'uukto 
lundorcbgehendeii  KreiB.  Wenii  aber  die  Axenricbtiing  parallel  l&oft 
der  HalbinrngBlinie  des  Winkde,  «elcher  tob  zwei  gcgenaberltagen- 
den  Seilen  des  Yierecks  ÄBCD  oder  von  den  Diagonalen  gebildet 
wird,  so  geht  jede  Curve,  welche  durch  drei  der  Punkte  biudorcb- 
gebt,  Ton  selbst  anch  darch  den  vierten.  Mao  kann  in  diesem  Falle 
noch  einen  fBbften  Pnnkt  der  Curve  annehmen ,  der  nnr  nicht  mit 
den  vier  ersten  anf  demselben  Kreise  Uogen  darf. 

Aufgabe  2:  Gegeben  4  Pankto  A,  /?,  C,  D,  welcb«^  auf  *  inem 
Kreise  liegen.  Es  soll  der  Mittolpimkt  des  Kegelschnitts  gefunden 
werden,  der  dnrch  diese  4  ruiikte  und  ausserdem  dorch  einen  fflnften 
Packt  E  hiudurcbgcht,  welcher  ausserhalb  der  Peripherie  des  Kreises 
liegt. 

Lr  sung:   Man  zeichne  den  Kreis  durch  E  and  ziehe 

EF  parallel  DC.  Ebenso  zeichne  man  den  Kreis  durch  C,  D,  E 
und  ziehe  EG  parallel  Aß.  Der  Miffolpunkt  0  lit  gt  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  Mitten  von  CD  und  EF  und  auf  der  Verbindunjjs- 
linio  der  Mitten  von  Ali  und  EG.  Die  Axen  des  Kegelschnitts  sind 
parallel  den  llalbiruugsinueu  der  Winkel,  welche  von  je  2  ROgcn- 
flberliegenden  Seiten  des  Vierecks  ABCÜ  oder  von  den  Diagouaieu 
desselben  gebildet  werden. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Aufgabe,  von  welcher  in  §  9.  die  Rede 
war,  QDd  deren  Lösung  wir  dort  in  analytischer  Weise  versackt 
haben. 

Aufgabe  3:  Gegeben  fr,  C  und  0.  Man  soll  die  Axen- 
richtnng  des  Kegelschnitts  bestimmen,  welcher  0  als  Hittelpnokt  hat 
nad  durch         C  hindurchgeht 

Lösung:  Man  verbinde  0  mit  der  Mitte  von  BC,  verlängere 
diese  Linie ,  bis  sie  die  durch  A  zu  IW  gezogene  Parallele  iu  D 
IriflFt,  und  verlüiigerc  AD  um  sich  selbst  bis  F..  iJaun  ist  E  der 
Endpunkt  der  durch  A  zu  BC  parallel  gezogenen  behne. 

In  gleicher  Weise  zeichne  man  sich  den  Endpunkt  F  der  durch 
C  zu  AB  parallelen  Sehne.  Hierauf  construire  man  durch  A,  B,  C 
and  E  Kreise,  die  sicli  in  G  schneiden.   Dann  ist  G  eben- 

falls ein  Pnnkt  der  Curve  und  die  üalbirungsliuie  der  zu  EG  und 
AU  oder  von  EO  und  CF  gebildeten  Winkel  liefern  die  Richtung 
der  Hauptazen  des  Kegelsöhuitts. 

A  u  f g  a b 6  4:  Gegebun  die  Gerade  JS;  anf  derselben  der  Ponkt 
arIu  s.  ifatt.  m.  rh|«.  a.  Mh«,  T.  xni.  IS 
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ausseriialb  die  Paukte  B  and  C.  Es  wird  der  Mittelpankt  0 
des  KegelMlmltts  gesttcht,  to  diid  hmUmm^  Azenriclitiiiiff  hftt ,  t 
in  A  berfthrt  und  durch  B  und  C  geht 

Losung:  Man  zeichne  «Ion  Krois,  welcher  />  in  A  berührt 
und  durch  A  gehl,  und  suclu-  dvn  Schnittpunkt  D  dieses  Kroiaos  mit 
dem  Kegelschnitt  Ebenso  construirc  man  den  Kreis ,  welcher  L  in 
A  berührt  und  durch  O  geht  und  suche  deu  Schnittpunkt  K  mit  der 
Curvo.  Dauu  ist  HD  par.  CE  und  die  Verbinduu^jaliuie  der  Mittel- 
punkte geht  durch  0.  Kon  zeichne  mau  den  Kreis  dorch  D 
und  siehe  CF  panllel  der  Tangente  £.  Es  liegt  dann  noch  F  nnf 
der  Gnrve  nnd  die  Verbindungslinie  von  A  mit  der  Mitte  von  CF 
geht  ebenialls  durch  0. 

Ist  L  du;  Taii^'(  Ute  an  den  durch  A^  B,  C  gehenden  Kreis,  und 
weicht  die  liiclitung  der  Axeu  ab  von  der  Richtuug  der  Ualbiruugs- 
linie  des  von  /.  und  BC  oder  von  Ali  und  AC  gebildeten  Winkels, 
bu  ialleik  iiamiliche  Kreise  der  Coustruction  iu  eiucu  zusammen  nnd 
wir  erhalten  als  einzige  Curve  deu  umbeschriebenen  Kreis  der  Punkte 
seihst 

Stimmt  jedoch  dio  Axenrichtung  mit  der  Riclitung  der  genannton 
llalbiruugalinieu  übereiu,  so  wird  jede  Curve,  welche  Z.  in  vi  be- 
rührt und  durch  den  einen  der  beiden  Punkte  geht,  von  selbst  auch 
durch  deu  andern  gcheu.  Mau  kanu  daher  in  diesem  Falle  noch 
einen  vierten  Punkt  der  Curve  annehmen,  der  nur  nicht  auf  dem 
Kreise  durcti  die  drei  auderu  liegen  darf.  Ilierauf  bezieht  aich  die 
nächste  Aufgabe. 

Aufgabe  5:  Gegeben  L.  A  aaf  Zi,  ausserhalb  M,  C.  Zr  he< 
rOhrt  den  Kreis  durch  A^  By  C, 

Man  soll  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  finden,  welcher  L 
in  A  berührt,  durch  C  und  ausserdem  noch  durch  einen  vierten 
Punkt  D  hindnrchgeht,  der  mit  .i«  B,  C  nicht  auf  deauelben  Kreise 
liegt. 

LöBunu;:  Man  zeichne  den  Kreis  durch  D,  welcher  Z  in  il 
berührt,  und  ziehü  J)K  parali.  BC\  Dann  liegt  0  auf  der  Verbin- 
dungslinie der  Mitten  von  BC  und  DE.  Feruor  coustruire  mau  den 
Kreis  dar^  A  ^«  O  and  ziehe  DF  parallel  sn  L,  Dann  liegt  0 
sweiteos  anf  der  Yerbindungslinie  von  A  mit  der  Mitte  der  Sehne 
DF  Die  Axenrichtung  halbirt  den  von  L  und  BC  gebildeten  Winkel. 

Aufgabe  6:  Gegeben  L,  A  auf  ausserhalb  B^  ferner  0.  Es 
soll  die  Axenrichtuug  des  Kegelschnitts  gefunden  werden,  der  0  als 
Mittelpunkt  hat,  durch  B  geht  und  2.  in  ^  berührt. 
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Lotung:  Hui  suche  den  Endpunkt  C  der  durch  A  in  pa- 
rallel gezogenen  Sehne.  Dann  verlängere  man  Ad  um  sich  selbst  bii 
D,  beschreibe  den  Kreis  durch  JB,  C,  D  und  den  Kreis,  welcher  L 
in  A  berührt  ond  dorch  D  geht  Beide  treffen  sich  in  dem  Pankte 
E  der  Curve.  Die  Axcd  sind  dann  parallel  den  Halbimngi^nien 
der  von  J>E  und  L  oder  SC  gebüdeten  Winkel. 

Anlgabe  7:  Gegeben  L  mit  L'  mit  B.  Es  wird  der  Mit- 
telponkt  eines  Kegelschnitts  von  bestimmter Kich tu ug  der  Axcu  ge- 
mcbt,  weldier  L  in  A  nnd  L*  iA  B  berflhrt. 

Lösung:  Man  beschreibe  durch  B  den  Kreis,  welcher  L  m  A 
berührt,  und  bestimme  den  zweiten  Schnittpunkt  C  dieses  Kreises 
mit  der  Curve.  Ebenso  zeichne  man  durch  A  den  Ki  i  is,  welcher 
L'  in  B  berührt  und  suche  den  zweiten  Schuittpuukt  D  dieses  Kreises 
mit  dem  Kegelschnitt.  Dann  construire  man  einen  Kreis  durch  A, 
C,  ziehe  CE  parail.  L'  und  verbinde  die  Mitte  von  Ct:  mit  B, 
Endlich  zeichne  man  einen  Kreis  durch  C,  Z>,  ziehe  DF  parail.  E 
nnd  verbind»  die  llitte  dieser  Sehnen  mit  Die  beiden  Yerbin- 
doBgslinien  treffen  sieb  dann  in  0. 

Weuu  A  und  B  vom  Schnittpunkte  von  L  und  L'  gleich  weit 
entfernt  liegen,  so  fallen  alle  bei  der  Coustruction  vorkonmunden 
Kreise  in  einen  zusammen  und  man  erhält  für  gewöhiilich  als  ein- 
zige Losung  den  Kreis,  welcher  h  in  A  und  L'  in  B  berührt.  Wenn 
jedoch  in  diesem  Falle  die  angenommene  Eichtung  der  Axen  pa- 
ndlel  iet  der  Halbimngtlinie  des  von  L  und  L'  gebildeten  Winkeli, 
10  kann  noch  ein  dritter  Punkt  der  Cnrve  angeooinmen  werden,  der 
nnr  nl«bt  «if  dem  Kreise  liegen  darf,  welcher  L  iA  A  nnd  V  in  B 
berührt 

Anfgabe  8:  Gegeben  L  mit  A^  V  mit  B.  A  nnd  B  sind 
gleichweit  vom  Schnittpunkte  der  Geraden  L  nnd  V  entfernt.  Es 
soll  der  Mittelpunkt  0  eines  Kegelschnitts  gefunden  worden ,  der  in 
L  in  ^1,  L'  iu  B  lierührl  uud  ausserdoia  noch  durch  einen  Paukt  C 
gebt,  der  nicht  auf  dem  Kreise  liogt,  der  X  in  ^  nnd  L*  \^  B 
berflhrt 

Lösung:  Man  zeichne  durch  c  den  Kreis,  welcher  />  m  A 
berührt,  ziehe  CD  parail.  V  und  verbinde  die  Mitte  von  CD  mit  B. 
Ebenso  construire  man  den  Kreis,  welcher  durch  C  geht  und  L'  in 
n  berührt,  lege  CE  parail.  L  und  verbinde  A  mit  der  Mitte  von 
CK.  Beide  Verbindungslinien  treffen  Bich  in  ü.  Diu  eine  Axe  hal- 
birt  den  Winkel  zwischen  L  und  L\  die  andere  ist  parallel  AB. 

Anfgabe  9:  Gegeben  h  mit  A^  V  nnd  0*  Man  aoU  die  Axen- 
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richtnog  des  Kegelschuitu  iiudeu,  der  0  als  Mittclpuukt  hat»  L  in 
A  ond  L'  berttbrt 

Lösung:  Mau  verbinde  A  mit  0  und  vcrlnnrrrrr  dinse  Linie 
um  sich  sdbst  bis  B.    Dann  ziehe  mau  durch  B  eiue  raralielc  zu 

L,  welche  L'  in  E  trifft,  verbinde  den  Schnittpunkt  F  vou  Z»  inul  // 
mit  0  und  verlängere  diese  Linie,  bis  sie  die  Verlängerung  von  KU 
in  G  trifft.  Endlich  ziehe  mau  durch  G  eine  Parallele  zu  L\  welche 
L  iü  Ji  schneidet 

Dann  werden  die  Seiten  des  Parallelogramms  HFEO  von  der 
geanebten  Cnnre  berührt,  es  geht  die  Verbindungslinie  HE  doreh  0 
nnd  ist  zu  FG  conjngirt.  Man  bekommt  daher  den  Berührungspunkt 
C  der  Seite  UG  als  Schnittpunkt  von  HG  mit  der  durch  A  zu  FG 
gezogenen  Parallelen.  Zieht  man  ferner  durch  C  eine  Parallele  zu 
L,  welche  AB  in  J  trifft,  und  verlängert  CJ  um  sich  selbst  bis  Z), 
so  ist  J)  ein  weiterer  Punkt  der  Curve.  Jetzt  lege  man  einen  Kreis 
durch  B^  C  nnd  construire  den  Kreis,  welcher  durch  B  geht  und 
L  in  A  berührt.  Beide  treffen  sich  in  K.  Daun  läuft  die  Axcn- 
richtung  parallel  der  lialbiruagslinio  des  von  L  uud  BK  gebiidetcu 
Winkels. 

Aufgabe  10s  Gegeben  ein  Kreis  aof  demselben  der  Ponkt 
A  nnd  die  Tangente  L  in  diesem  Punkte;  ferner  anssertaalb  des 
Kreises  der  Punkt  B.  Es  soll  der  Mittelpunkt  des  Kegeisehnitte 

gefunden  worden ,  welcher  eiue  bestimmte  Richtung  der  Axen  hat, 
durch  B  geht  nnd  mit  dem  Kreise  K  ia  A  eine  doppelte  Berüh- 
rung hat 

Losung:  Man  sdcbne  den  Schnittpunkt  C  des  KrQmmnngs- 
kreises  mit  dem  Kegelschnitt,  construire  den  Kreis,  welcher  durch 
B  gebt  nnd  Lia  A  berOkrt,  und  siehe  BD  parsU.  CA, 

Dann  liegt  0  auf  der  Ycrbiuduugälinie  der  Mitten  von  BD  nnd 
CA.  Hierauf  ziehe  mau  eineu  Kreis  durch  B,  C,  D  und  ziehe  CE 
parall.  L.   Daun  liegt  0  zweitens  auf  der  Vcrbmdungslinie  von  A 

mit  der  Mille  von  CE. 

Liegt  B  Auf  K,  so  bekommt  man  immer  den  Erümmungskreis 
selbst,  sofern  nicht  die  Richtung  d^r  Axen  parallel  ist  der  Halbi- 
rungslinie  des  von  L  und  AB  gehUdeteu  Winkels. 

Ist  dieses  der  Fall,  so  kann  man  noch  einen  sweiten  Punkt 
ausserhalb  des  Kreises  annehmen  und  bestimmen,  dnss  der  Kegel- 
schnitt ausserdem  noch  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen  soll. 

Aufgabe  11:  Gegeben  der  Kreis  E  und  im  Punkte  A  desselben 
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die  Taagente  Zr,  ferner  dor  Pnnkt  0.  Es  soll  die  Axenriclituni^  des 
Kegelschnitts  gefandea  werdeu,  der  0  als  Mittelpunkt  hat  uud  K  In 
A  doppelt  berOhit. 

Lösung:  Man  verbinde  A  mit  0  and  verlängere  dirso  Linie 
nm  sich  selbst  bis  B.  Dann  ziehe  mau  durch  B  eine  Parallclr*  zu 
A"  uud  beschreibe  mit  dem  RadinR  von  K  eiiicu  Kreis,  welcher  dio 
Parallele  in  B  berührt;  ferner  besclireibo  man  den  Kreis,  weh  hör 
L  in  A  berührt  und  durch  B  geht.  Beide  Kreise  treffen  sich  iu  C. 
Daun  iät  die  Axcnrichtuiig  parallel  den  iialbiningsliaieD  der  tou  BC 
und  L  gebildeten  Winkel. 

I  19. 

Bexiebvof  en  zwiseheii  fiUipse  and  beliebigem  Kegelsciinitt. 

Die  Beaehoagen  zwischen  Ellipse  and  beliebigem  Kegelschnitt, 
zn  denen  wir  naomehr  übergehen,  lassen  sich  mit  Leichtiglcoit  auf 
die  Beziebangen  zwischen  Kreis  nud  beliebigem  Kegelschnitt  znrttck- 

führen,   indem  wir  die  Ellipse  mit  Hülfe  unseres  Princips  iu  einen 
Kreis   abbilicn.    Die  Kegelschnitte,  mit  welchen  die  Ellipse  in  Be- 
ziehung gebracht  werden  soll,  liefern  dabei  wieder  Kegelschnitte  der 
selben  Gattung ,  deren  Dimensionen  und  Axeoricbtong  vorher  unter- 
sacht  werden  muss. 

Wir  betrachten  einen  Kegelschnitt  von  beliebiger  Riehtnng,  be- 
liebiger Dimension  der  Axcn  and  beliebigem  Mitfeelpanict  und  bilden 
denselben  nach  der  Sabstitation 

ab.  Sind  die  Halbaxen  u  und  «,  die  Coordinaten  des  Hittelpnoktei 
C|,  fi  und  der  Drehungswiukel  der  ersten  Axe  gegen  die  Üchtnog 
der  positiven  »  gleich  ^,  so  lantet  die  Gleichung  der  Garve: 

Die  Gleichung  dos  Abbiides  wird  dann: 
[«(4  -  §i)  cos  -  %  sin  1« 

+  ^,Ha{i-$i)sio^+Kv-i|,)cos^]''  -  1 

sofern  mit  (i,,  das  bild  des  Mittelpunktes  bezeichnet  wird.  Die-  - 
selbe  stellt  eine  Corvo  zweiton  Grades  derselben  Gattung  dar.  Vor 
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iebj«ben  wir  das  Coordinatensystem  bis  som  Punkte  (fi,  fji)  und. 
nennen  die  Coordinaton  in  Bezog  nol  das  neae  System  i%  so 
beiast  die  Qieicbang: 

^«coBdH-^*l'nn»)'+  *^(— »S'sin^+V«»^)*  - 1 

Dieselbe  Gleiehnng  wfliden  wir  aber  aacb  erhalten  baben,  wenn 
wir  nm  den  nrsprUnglicbeD  Anbngsponkt  eine  der  gegebenen  oon- 
graente  Cnrve  mit  derselben  Bicbtung  der  Axen  constmirt  nnd  diese 
abgebildet  bitten.  Man  kann  daher  das  Bild  einer  Cnrve  anch  in 
der  Weise  bekommen,  dass  man  nm  den  An&ngspnnkt  eine  con* 
gmento  Curve  mit  gleicher  Axenrichtnug  zeichnet,  diese  abbildet 
und  das  Bild  parallel  mit  sich  selbst  vorscliiebt»  bis  der  Mittelpunkt 
mit  dem  Bilde  des  Mittelpunktes  der  Curve  zusammenfällt  Daraus 
geht  hervor,  dass  das  Bild  einer  Curve  der  Gestalt  nach  nur  ab- 
hängig ist  von  dnn  Dimcnsioueu  derseibt  n  und  von  der  Richtung 
der  Axen,  aber  unabhängig  ist  von  der  Lage  des  Mittolpuuktos. 
Ferner  ergiebt  sich,  dass  ähnliche  Curvou  bei  der  Abbildung  wieder 
ähnliche  Curven  liefern. 

Es  handelt  sich  nun  hanptsichlich  dämm,  die  Lage  der  Azen 
beim  Abbild  zu  bestimmen.  Dieselben  entstehen  aus  demjenigen 
Paar  von  conjugirten  Durchmessern  der  Carre«  welches  bei  der  Ab- 
bildung senkrechte  Geradt^ii  liefert.  Nun  werden  aber  ans  sämt- 
lichen conjugirten  Durchmessern  der  Abbildungsellipse  senkrechte 
Geraden. 

Wir  müssen  also  diejenigen  coi^jogirten  Bichtangen  der  Ellipse 
aabneken,  welche  auch  in  Besag  anf  die  absnbfldende  Cnrre  oon- 
jngirt  sind.  Zu  dem  Ende  eonstmiren  wir  um  den  Anfangapankt 
eine  der  gegebenen  ähnliche  Curve  mit  gleicher  Richtung  der  Axen, 
welche  die  Abbildungsellipse  berührt.  Die  Richtung  zu  den  Be- 
rührungspunkten und  die  hierzu  conjagirto  Richtung  der  gemein- 
samen Tangcnfo  geben  dann  die  Richtungen  der  beiden  Durchmesser 
an,  welche  bei  der  Abbildnng  Hauptazon  des  Kegelschnitts  worden. 

Ist  die  abzu bildende  Cur?e  eine  Ellipse,  so  kann  man  diese 
Dnrchmesser^auch  ohne  Hülfe  der  Taogcnte  ändeu.  lu  dicscut  Fallo 
lassen  sich  aimlich  3  fthnlicke  GorTon  zeidmen,  welche  die  Abbil- 
dnngsellipse  berttkren.  Die  Berflbrungspunkte  derselben  sind  dann 
die  Endpnnkte  der  gemeinsamen  conjugirten  Dorcbmesser.  Ist  die 
absabildende  Cotto  dsgegen  eine  Hyperbel,  so  giebt  es  nur  eine 
berikrende  ähnliche  Cnrve;  man  erkllt  jlso  andi  direct  nur  die 
Endpnnkte  des  einen  Durchmessen,  den  andern  Dvduneifer  be» 
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kommt  Qiau  danu,  indem  mau  durch  den  Mittelpunkt  eiue  Parallele 
zur  Tangente  zieht 

Dauns  gebt  benrort  dAU  die  BicbtiiDg  der  gemeioMmeii  con- 
JvgirteD  DoTcbnMsaer  dieselbe  bleibt  fllr  alle  Corven ,  wdcbe  den 
Carveii  ftbalicli  sind,  die  sieh  am  den  Miltelpoidrt  der  Abbildongs* 
eUipse  constrniren  lassen  und  diese  in  den  Endpunkten  desselben 
eder  in  den  Endpunkten  des  conjugirten  Durchmessers  berObrcu. 
Soweit  diese  Curven  Ellipsen  sind,  iässt  sich  zu  jeder,  die  in  den 
Flndpiinkten  des  einen  berührt,  eine  ähnliche  zeichnen ,  welche  in 
denen  des  andern  berührt;  wir  erschOpfon  also  alle  möglichen  For- 
men der  Ellipse,  wenn  wir  ans  aut  diejenigen  beschränken,  welche 
in  de»  Endpunkten  des  einen  allein  berühren.  Anders  liegt  die 
Sache  bei  den  Hyperbeln.  Die  Ilyperbeln,  welche  in  den  Eiidpunk  ii 
des  einen  bcrübrüu,  smd  nicht  denjenigen  ähnlich,  welche  in  Uencu 
des  andern  berflhren,  sondern  stehen  zu  ihnen  im  Verhältuiss  von 
Hyperbdn  n  ibreo  coojagirten  Hyperbeln.  Deswegen  mOssen  bier 
Endpnnkte  beider  Dnrcbmesser  bertteksichtigt  werden. 

Die  Aufgabe,  die  Carven  zn  seiebnen,  welcbe  dieselbe  Richtung 
der  gemeinsamen  con|jagirten  Axen  haben,  läuft  biemacb  aaf  die  im 
Torigen  Paragraphen  bebaadelte  Aufgabe  hinaus,  um  einen  festen 
Mittelpunkt  die  Curven  zu  construiren,  welche  eine  Gerade  in  einem 
bestimmten  Punkte  berühren  Es  giebt  deren  unendlich  viele,  und 
LWüT  kann  noch  ein  zweiter  Punkt  beliebig  angenommen  werden  und 
jedesmal  bestimmt  werden,  dass  die  Curve  durch  denselben  iundnrch- 
geheo  soll.  Zu  jedem  Paar  von  conjugirten  Durchmessern  der  Ab- 
bilduogfiellipse  gehören  demnach  niu  ndlich  viele  Curven,  für  welche 
dasselbe  dio  Richtung  der  geineiubarncu  conjugirtcu  Durchmesser 
darstellt,  eine  Schar  Ten  £llipseu  und  2  Scharon  von  Hyperbeln, 
Ton  welcben  die  einen  in  den  Endpunkten  des  einen  Durchmessers, 
die  andern  in  denen  des  andern  bertthren. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  man  irgend  eine  ans  der  Reibe  dieser 

Ellipsen  herausnimmt  nnd  um  ihren  Mittelpunkt  zu  sämtlichen  übrigen 
gbnliche  berührende  Curven  zeichnet,  dio  Hyperbeln  der  einen  Schar 
in  denselben  Endpunkten  eines  Durchmessers,  die  Hyperbeln  der 
andern  Schar  iu  denselben  Endpunkten  des  conjugirten  Durchmessers 
berühren,  während  zu  jeder  Ellipse  2  berührende  Ellipsen  möglich 
sind,  von  welchen  die  eine  in  den  einen,  die  andere  iu  den  andern 
Endpunkten  berührt.  Greitt  man  eine  Hyperbel  bcrans  und  be- 
8chreH)t  wieder  ähnliche  berührende  Curven,  so  wird  dieselbe  von 
den  Hyperbeln  derbeibeii  Schar  in  denselben  Punkten  berührt,  ebousu 
von  sämtlichen  Ellipsen  ^  doch  l&sst  sich  keiae  einer  Curve  der  au- 
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deru  Schar  älinlicho  Hyperbel  zcichnco,  welche  die  augenommene 
Hyperbel  berührt. 

Geben  wir  mm  rar  Anwendung  flbor.  Wir  betrachten  einen 
beliebigen  Eegelsehnitt  nnd  scbneiden  denselben  durch  eine  Ellipse. 
Die  Abbildung  liefert  dann  wieder  einen  Kegelschnitt  geschnitten 
von  einein  Kreise.  Wir  haben  aber  gefunden,  dass,  wenn  ein  Kegel- 
schnitt von  einem  Kreise  geschnitton  wird,  die  gof,'oiiüberlicgenden 
Seiten  des  von  den  Schnittpankten  gebildeten  Vierecks  wie  nuch  die 
Diagonalen  desselben  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  gleiche 
Winkel  biMcn,  wofür  hier  besser  der  Aof^dmck  zu  wählen  ist,  dass 
die  Tangenten  parallel  den  Gegenseiten  oder  den  Diagonalen  sich 
auf  der  Verlängerung  der  Hanptaxeu  treffen.  Damit  gewinnen  wir 
den  Satz:  Wird  ein  Kegels(^hnitt  von  einer  Elliiisc  geselinitten  ,  so 
treflfeu  sich  bei  jeder  der  beiden  Ciirven  die  Tangenten  parallel  /u 
den  Gegenseiten  oder  den  Diagouuleu  des  von  den  Schnittpunkten 
gebildeten  Vierecks  in  Pnnkten ,  welche  auf  den  durch  den  Mittel- 
punkt der  Curve  zur  Richtung  der  gemeinsamen  cooijagirten  Dnrch- 
messer  parallel  gesogenen  Oeraden  Hegen.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
dass  im  Falle  der  Hyperbel  entweder  alle  4  Schnittpunkte  auf  dem- 
selben Zweige  oder  auf  jedem  Zweige  2  derselben  liegen  mfissen;  im 
letzteren  Falle  können  natOrlich  nar  Tangenten  parallel  den  Seiten 
des  Yiereeks  gebogen  werden,  welche  Punkte  desselben  Zweiges  ver- 
binden. 

Da  ferner  für  ähnliche  furven  derselben  Axem  ii  litnng  <\w  Rich- 
tung der  gemeinsamen  conjugirteu  Durchmesser  dieselbe  bleibt,  so 
muss  für  alle  Ähnlichen  Ellipsen  derselben  Axenrichtung,  welche 
dieselben  beiden  i' unkte  mit  einem  Kegelsehnitt  gemeinsam  haben, 
die  Vcrbiudungslioie  der  beiden  andern  ächuitlpuukto  unter  sich 
parallel  sein. 

Diese  SAtze  bleiben  nattirlich  auch  richtig,  wenn  zwei  Schnitt- 
punkte zusammenfallen,  und  die  Hlipsa  den  Kegelschnitt  berObrt 

Wird  ein  Kegelschnitt  von  einer  £llipse  berflhrt,  so  schneidet 
sich  bei  jeder  der  beiden  Carven  die  gemeinsame  Tangente  mit  der 

zur  VerbindnnffPlinio  parnllo]  go/ofrpnen  Tangente  in  einem  Punkte 
der  gemcinsanuMi  <  oujugirteu  Durchmesser.  Ist  der  betraehtete 
Kegelschnitt  selbt  eine  Ellipse  oder  liegen  im  Falle  dor  Hyperbel 
die  beiden  andern  Schnittpunkte  mit  dem  BerQbrnngspuiikt  auf  dem- 
selben Zweige,  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Tangenten,  t?elche 
parallel  zu  den  Verbindungslinien  des  Berührungspunktes  mit  den 
beiden  andern  Scbnit^unkten  gezogen  werden  können. 
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Aendert  mau  die  Dimensionen  dor  berührenden  uhnlichon  El- 
lipsen stetig,  80  rückt  die  VerbindangsliDio  der  beiden  Schnittpunkte 
pÄralld  mit  aich  selbst  weiter.  Fällt  bei  dieser  Bewegung  der  eine 
der  beiden  Sebnittpnnkte  anf  den  Berflhmngspunkt,  so  erhalten  wir 
dic|jenige  Ellipse,  welche  mit  dem  Kegelschnitt  eine  Berflbrang 
sweiter  Ordnung  bat  Es  kann  anch  der  Fall  eintreten,  dass  beide 
Sebnittpnnkte  mit  dem  Berflbmngspankt  zusammenfallen,  nnd  die 
berührende  Ellipse  vier  Schniftpankte  in  ihrem  Berührungspunkt 
Tereinigt,  wenn  nämlich  der  Berflhmngspunkt  Endpunkt  eines  ge- 
meinsamen  conjngirton  Durchmessers  ist,  und  die  Verbindungslinie 
der  beiden  Schnittpunkro  dor  TriTTjcnto  parallel  läuft.  Alle  diese 
Fälle  können  natürlich  nur  dauu  ciiklrtton,  wenn  die  gegebene  Cfirvo 
selbst  eine  Ellipse  ist,  oder  wenn  im  Falle  der  Hyperbel  die  Inndtii 
Schnittpunkte  mit  dem  Berührungspunkt  auf  demselben  Zweige  liegen. 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Ellipsen 
den  Kegelsebaitt  in  4  Punkten  durdischneiden.  Wir  fanden,  dass 
für  alle  der  Abbildangscllipso  ähnlicbo  Ellipsen,  welche  dieselben 
beiden  Scboittpnnkto  mit  dem  Kegelschnitt  gemeinsam  haben,  die 
Verbindungslinien  der  andern  beiden  Schnittpunkte  parallel  sein 
rafissea  Der  Grund  dafür  lag  in  dem  Umstende,  dass  die  Richtung 
der  gemeinsamen  coi^ugirten  Durchmesser  sich  für  ähnliche  Gurven 
nicht  ändert  Dieselbe  bleibt  aber  nicht  nnr  gleich  fttr  alle  unter 
sich  ähnlichen  Ellipsen,  sondern  überhaupt  für  alle  Ellipsen,  die 
denjenigen  ähnlich  sind,  welche  sich  in  dem  Mittelpunkt  der  Ab- 
bildnupsollipso  beschreiben  lassen  und  diese  im  selben  Puukte  be- 
rühren. Für  alle  dio^e  muss  also  auch  die  Verbindungslinie  der 
beiden  andern  Schniiipunkte  parallel  sein  und  dieselbe  Richtung 
babou  wie  für  die  AbbildungsclMpsc  selbst.  Conatruirt  man  dann 
zu  jetier  einzulneu  dieser  verscbicilruartig  gestaltcteu  Ellipsen  wieder 
ähnlichei  so  rückt  bei  stetiger  Aenderung  der  Dimensionen  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Schnittpunkte  parallel  mit  rieh  selbst  fort 
und  man  kann  die  Dimensionen  stets  so  wählen ,  dass  die  Verbin- 
duBgiliiiie  durch  dieselben  Schnittpunkte  hindurchgeht  wie  bei  der 
Abbildangsellipse  selbst.  Daraua  folgt  aber,  dass  es  unendlich  viele 
Ellipsen  geben  muss,  welche  durch  dieselben  auf  einer  Ellipse  lie- 
genden 4  Punkte  gehen  und  dass  dieselben  sämtlich  gleiche  Richtung 
der  gemeinsamen  conjngirton  Durchmesser  besitzen.  Wir  kommen 
so  ganz  TOD  selbst  auf  die  Frage  nach  den  Kegelschnitten,  die  sich 
dnrch  beliebig  gegebene  Punkte  legen  lassen,  anf  die  wir  später  noch 
genauer  eingeben  wollen. 

Für  den  Fall  der  Berührung  lauten  unsere  Resultate:  Sämtliche 
Ellipsen,  welche  eine  gegebene  Ellipse  in  demselben  Funkte  berühren 


202     Glaser:  AnwtHAuig  eittes  Abbädwtgsprtnap*  zur  UiUtrtuchutig 


und  awierdem  noch  2  feite  Punkte  mit  dnnielben  guneininni  Inben, 
betiteen  gleiche  Bichtang  der  geneintanen  oonjngirton  DnrchmeMer. 

Es  gicbt  unendlich  vielo  Ellipsen,  welche  sich  mit  einer  gegebe- 
nen Ellipse  in  demselben  Punkt  doppelt  berühren  und  äusserem 
noch  einen  Punkt  mit  denselben  gemeinsam  haben.  Diese  haben 
sämtlich  gleiche  Richtaug  der  gemeinsamen  conjugirten  Borcb- 
messer. 

Sämtliche  Ellipsen^  welche  eine  gegebene  Ellipse  in  einem  Punkte 

so  berühren,  dass  der  Berührnngspnnkt  \  Schnittpunkte  in  sich  ver- 
einigt, haben  dieselbe  Uichtang  der  gcnieinsairiL  ti  conjugirten  Durch- 
niesäcr  und  zwar  gieht  der  Durchmesser  zum  Bertthrangspuakt  und 
der  coujugirte  die  Kichtuug  derselben  au. 


I  90. 

Bedfhnagen  iwliehen  beliebig ea  Kegetodudtten.  Ten  den 
SegelMhnnten  «nreh  4  belieUfn  Pnükte.  «eenetriieher  Ort  der 

nttelpinkto. 

Bis  jetzt  haben  wir  den  betrachteten  Kegelschnitt  nur  in  Be- 
ziehung gebracht  zn  don  Ellipsen  von  gleicher  Richtung  der  gemein- 
samen conjugirten  Durchmesser.  Ks  fragt  sich,  ob  unsere  Siitze 
auch  gelten,  wenn  wir  denselben  mit  den  /um  selben  System  ge- 
hörigen Hyperbeln  durcbschneideo.  Ist  der  angenommene  Kegel- 
schnitt seihst  eine  Ellipse,  so  bedarf  es  keiner  weiteren  Ausein- 
andersetzung, dass  der  Satz  von  den  Taugenten  parallel  zu  den 
gegenttberliegeaden  Seiten  des  von  den  Schnittpunkten  gebildeten 
Viarecke  and  damit  ancb  alle  Übrigen  8itie  ihn  Bichtigiieit  behtl- 
ten.  Wir  haben  alao  nnr  den  Fnll  zn  belvnehten,  daei  wir  ea  nnr 
mit  Hyperbeln  an  Um  haben. 

Wir  denken  uns  also  eine  Hyperbel  und  schneiden  dieselbe  durch 
eine  zweite,  welche  mit  der  enton  und  der  Abbildungsellipse  gleiche 
Richtung  der  'gemeinsamen  ooigiigirten  Durchmesser  besitzt  Wir 
erhalten  dann  als  Abbild  zwei  sich  schneidende  Hyperbeln  derselben 
Aienrichtniig  Wir  haben  aber  früher  gefunden,  dass  alle  Kegel- 
schnitte durcli  4  Punkte  auf  der  Periiihcric  eines  Krf^ises  gleiche 
Richtung  der  Axen  haben,  und  dass  umgekehrt  2  Kegelschnitte  von 
gleicher  Axcerichtung  sich  nur  im  Punkte  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  schneiden  können.  Es  müssen  daher  in  uuserni  Falle  die 
Schnittpunkte  beim  Abbilde  aui'  einem  Kreise ,  bei  den  ursprQng- 
Jichen  U^gerbeln  selbst  auf  einer  der  AbbildungseUipse  ihnliclieii 
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Ellipse  liegen.  Kau  konnte  aber  jodo  der  Ellipsen  ?on  gleicher 
Bicbtottg  der  gemeiotimeii  conjugirten  Durchmesser  als  Abbildungs- 
cBnre  benotet  werden ,  es  aus  also  auch  mögUch  sein  durch  die  4 
Sduiit^iiiito  der  HjperbdD  zn  Jeder  derselben  eine  ihBliche  sn 
sn  scbamden.  Sehneiden  sich  deniiaeh  2  Hjperbeln,  die  zam  selben 
System  Ton  Gnrven  gleicher  Bichtang  der  geneiniuneii  cosjngirten 
Dnrehmesser  gdiAren,  so  lassen  sich  dorcb  die  Schnittpunkte  nnend- 
lieh  viele  EUipsen  legen,  welche  xnm  gleichen  System  gehören  nnd 
alle  Aber  das  Schneiden  nnd  Berllbron  der  Canren  aasgeiprochenen 
Sätze  behalten  ihre  GQltigkeit.  Es  fragt  sich,  woran  man  es  er- 
kennen  kann,  ob  '2  beliebige  Hyperbeln  als  zum  selben  System  ge- 
hörig betrachtet  werden  kuiincn  oder  uicbt?  Lftsst  sich  um  den 
Mittelpunkt  der  einen  eine  zur  au  lei  i]  Mhnliche  construiren,  welche 
die  erste  berührt,  so  ist  es  klar,  dass  beide  zum  selben  System 
nnd  sogar  zur  selben  Schar  gehören,  und  der  Durchmesser  zum  Be- 
rührungspunkt uud  die  gemeinsame  Tangeute  geben  die  KichtuiJg 
der  gemeinsamen  conjugirten  Dnrchmesssr  so.  Lftsst  sich  diese 
Constrnetion  nicht  aosflUiren,  so  versache  man  nm  den  Mittelpunkt 
der  ersten  Byperbel  eine  Hyperbel  sa  zeichnen,  welche  der  conju- 
girten snr  sweiten  Ähnlich  ist  nnd  die  erste  berührt.  Ist  dies  mög- 
lich, so  gehören  die  beiden  Hyperbeln  wiedemm  demselben  System, 
aber  verscUedenen  Scharen  an  und  der  Durchmesser  snm  Bertth- 
mngspuikt  und  die  Tangente  geben  wieder  die  Richtung  der  gemein- 
samen coiqiigirten  Dnrehmesser  an.  Ist  weder  die  eine  noch  die 
andere  Constroction  ausfahrbar,  so  gehören  die  beiden  Hyperbeln 
nicht  demselben  System  au.  Die  Schnittpunkte  liegen  dann  so,  dass 
es  aberitaapt  unmöglich  ist  eine  Ellipse  durch  dieselben  zu  logen. 

Wir  kommen  damit  wieder  sa  der  Frage  nach  den  Eegel- 
schnittea,  welche  sich  durch  4  beliebige  Punkte  legen  lassen. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  4  Punkte  hätten  eine  bolchc  Lage 
zu  einander,  dass  es  möglich  sei  Ellipsen  durch  diesclbeu  zu  legen. 
Wie  mau  sich  leicht  überzeugt,  tritt  dieser  Fall  ein,  wenn  dieselben 
sich  zu  einem  Vieredi  mit  lauter  conca? en  Wiakdn  verbinden  lassen. 
Es  ist  ^es  die  Lege,  welche  wir  bei  der  Untersnchung  der  Mittel- 
paukte  der  herflhrenden  Curven  eines  Dreiecks  als  die  sweite  be- 
seichnet  haben,  die  dann  immer  eintrittt,  wenn  die  berfthreaden 
Curven  Hyperbeln  sind,  und  der  Mittelpunkt  der  umbeschriebenen 
Curve  Innerhalb  der  Scheitelwinkel  des  Dreiecks  liegt 

Bilden  wir  nun  sämtliche  durch  die  4  Punkte  gehenden  Kegel- 
schnitte mit  Hülfe  einer  der  Ellipsen  ab,  so  bekommen  wir  als 
Abbild  4  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegende  Punkte  und  sämt- 
liche durch  dieselben  gehenden  Kegelschnitte. 
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Dicso  müssen  dann  aber  gh^iche  Uiciitung  der  Aica  haben, 
woraus  für  Uio  ursprüuglicbeu  Curvcn  der  Satz  folgt:  Alle  Kogel- 
scbnittOf  welche  durch  4  auf  einer  Ellipse  liegende  Punkte,  oder 
welclie  doreb  die  Eeken  ^nes  YicrMlis  mit  concATen  WSnkdo  ge- 
zeichnet werden  kOnDen,  haben  dieselbe  Richtang  der  gomeimamen 
conjagirteD  Dnrehntoiser. 

Ferner  für  dcu  Füll  dor  ik-rulirung:  A!lo  Kogolschnitte,  welche 
darch  3  beliebige  Puukto  cozcicUnct  werden  können  und  iu  denen 
einer  derselben  eine  dnrcli  die  3  Punkte  gelegte  Ellipse  berührt, 
haben  dieselbe  liiclitüng  der  gemeinsamen  conjagirten  Durchmesser. 
Desgleichen  alle  Kegelschnitte,  welche  mit  einer  Ellipse  in  demselben 
Punkte  eine  Borflbrung  sweiter  Ordnung  haben  nnd  aosserdem  nodi 
durch  einen  festen  Punkt  der  Ellipse  geben.  Endlich  alle  Kegel- 
schnitte, welche  eine  Ellipse  in  einem  bestimmten  Punkte  so  be- 
rühren, dass  sämtliche  4  Schnittpunkte  mit  dem  Bcrfthrungspunkt 
znsammen&Ueo.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Richtung  der  gemein- 
samen coigogirten  Durchmesser  durch  den  Ihirehmesser  zum  Be- 
mhrungspnnkt  sogleich  bestimmt 

Soweit  diese  Sätze  sich  auf  Ellipsen  beziehen ,  sind  dieselben 
bereits  im  vorigem  Paragraphen  ausgesprochen  worden.  Wir  sehen 
jetzt,  dass  sie  allgemeine  ütUUgkoit  fUr  alle  möglichen  Kegelschnitte 
besitzen. 

Was  die  Verteilung  der  Punkte  auf  die  Hyperbeln  angeht,  so 
liegen  in  diesem  Falle  entweder  alle  4  Punkte  auf  demselben  Zweige 
oder  auf  jedem  Zweige  zwei  derselben.  Die  Richtung  der  gemein- 
samen conjngirten  Durchmesser  wird  gefun  len ,  indem  man  irgend 
eine  der  Curven  zeichnet  und  zu  den  gegcnüberiu^^»  nd<'n  Seifen  des 
von  den  Punkten  gebildeten  Vierecks  parallele  Taiii,riiten  zieht  und 
diese  bis  zum  Schnitt  verlängert.  Die  Verbiudungblinie  des  Schnitt- 
punktos mit  dem  Mittelpunkte  und  die  hierza  conjugirto  Gerade 
geben  die  Richtung  au. 

Wir  nehmen  nun  ferner  au,  die  Lage  der  Punkte  sei  eine  der- 
artige, dass  es  nicht  möglich  ist  Ellipsen  durch  dieselben  za  legen. 
Es  ist  der  Fall,  den  wir  früher  als  den  ersten  bezeich  not  haben. 
Es  können  stets  drei  der  Punk'o  so  zu  einem  Dreieck  verbunden 
werden,  dass  der  vierte  innerhall)  l  eses  Dreiecks  zu  liegen  kommt. 
Sämtliche  Keuelbcluntte  durch  die  1  Punkte  sind  dann  Hyperbeln, 
und  es  giebl  nicht  2  unter  ihnen,  die  demselben  System  von  Curvcn 
mit  gleicher  Richtung  der  gemciiisanien  conjugirten  Durchmesser 
augcbOreu.  Denn  wonu  wir  annehmen  wollten,  dass  sich  am  den 
Mittelpunkt  einer  von  ihnen  eine  ähnliche  zu  einer  zweiten  oder  zur 
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toiijugirteu  einer  zweiten  construiren  Hesse,  welche  die  erste  berührt, 
so  würde  man  nm  deuselbea  Mittelpunkt  auch  eine  Ellipse  zeichnen 
können,  welche  beide  in  demselben  Punkte  berührt.  Benutzt  man 
diese  aber  zur  Abbildung,  so  würde  mau  2  KegolschTiitte  derselben 
Aicnrichluiig  eriialteu,  woraus  folgen  würde,  dasb  die  -1  Schnitt- 
paukte  im  Abbilde  anf  einem  Kreiee,  ia  Wirklichkeit  also  auf  einer 
EUipM  liegeo«  welebe  der  AbbildnDgselUpse  ähalieh  iit  Dies  wider* 
ipriebt  aber  der  Vorannetzong. 

Es  Terlieren  damit  auch  die  Sätze  tou  den  Tangenten  panülel 

den  Vcrbindangslinien  der  Punkte  ihre  Gültigkeit,  es  lassen  sich 
übci  iiaupt  die  Punkte  nicht  so  aiiordueu,  dass  es  möglich  wäre, 
Taugeuteri  parallel  zu  der  Verbiuduugsliuie  zweier  Punkte  und  t^leich- 
zeitig  auch  parallel  zur  Verbindongslmie  der  beiden  auderu  zu 
ziehen. 

Es  liegen  stets  3  Punkte  auf  dem  einen,  der  vierte  auf  dem 
andern  Zweige  der  Hyperbeln ,  wie  für  diesen  Fall  anch  schon  die 
Untersuchung  von  §  15.  fUr  die  Hyperbeln  ergeben  hat,  welche 
durch  die  Mittelpunkte  der  berfibrenden  Corren  einee  Dreiecks 
geben. 

Einen  tieferen  Einblick  In  diese  Yerbiltnisse  bekommen  wir, 
wenn  wir  die  BeCradbtaog  auf  die  Untersncbosg  des  georaetriscfaen 
Orts  aller  dsrcfa  4  Punkte  gebenden  Kegelscbnilte  aosdebnen.  Wir 
Selxen  dabei  als  bekannt  voraus,  dass  derselbe  selbst  wieder  ein  K^el- 
scboitt  ist.  Dann  liest  sieb  in  Betreff  der  Gestalt  von  vom  berein 
folgende  Bemerkung  maebw:  Im  Falle  mch  durch  die  4  Punkte  nur 
Hyperbeln  zeichnen  lassen,  mnss  der  geometrische  Ort  eine  im  End- 
lichen verlaufende  Curve,  also  eine  Ellipse  sein;  sind  auch  Ellipsen 
durch  die  4  Punkte  möglich,  so  ist  er  eine  Hyperbel,  und  zwar  eut- 
sprecben  dem  einen  Zweige  derselben  uur  Ellipsen,  dem  auderu  nur 
Hyperbeln,  uud  es  muss  dieser  letztere  Zweig  durch  die  3  Punkte 
geben,  die  man  als  Durchschuittspuukte  der  Verbindungslinie  von 
je  2  Punkten  mit  der  Verbindungslinie  der  b^Md*  n  andern  oder  mit 
der  Verlängerung  derselboa  erhält.  Deu  uuuudUch  ierucu  Punkten 
der  Hyperbel  entsprechen  2  Parabeln. 

Der  geometriscbe  Ort  muss  aber  nicht  nur  im  letzteren  Falle» 
sondern  stets  dnreb  die  angegebenen  Scbnit^nnkte  geben.  Es  sind 
dieses  die  Stellen,  an  welcben  die  Corvo  in  2  sich  scbneidende  6e- 
reden  ausartet  und  die  Terteilnng  der  4  Punkte  auf  die  einzelnen 
Zweige  der  Hyperbel  sich  ändert.  Ausserdem  gicbt  es  in  jedem 
Falle  aber  anch  6  Punkte,  durch  welche  der  geometrische  Ort  bin- 
dnrcbgeben  mnss,  nAmlich  die  Mitten  der  Yerbindongslinien  der 
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Paukte  bt  lbst  Da  sich  um  jeden  Punkt  em  Ke^elsclmitt  boschreibRn 
Iftsst,  der  durch  3  feste  Punkte  geht,  so  kann  man  auch  um  dio 
Mitte  der  Verbindnngslinie  zweier  Puukte  stets  eine  Curve  legen, 
welche  durch  den  eiueu  Endpunkt  der  Vcrbiudungsimie  und  durch 
die  beiden  andern  Punkte  hindurchgeht;  diese  Curve  geht  dann  aber 
▼en  lelbet  anch  dorcb  den  andern  Endpnnkt  Damm  mtlssen  die 
HiUea  der  6  Yerbtndnngsliniea  anf  dem  geometrischen  Ort  liegen. 
£8  Bind  also  steta  9  Pnnkte  des  geometrischen  Orts  bestimmt 

Vereinigen  wir  3  der  gegebenen  Punkte  zu  einem  Dreieck,  ver- 
bluden den  vierten  Punkt  mit  den  Ecken  dieses  Dreiecks  und  ver- 
längern die  Verbindungslinien,  bis  Bie  die  gegenüberliegenden  Seiten 
oder  die  VrritlngeruH«,'  derselben  treffen,  zirhen  wir  ferner  durch  die 
Mitten  der  Seiten  l'araiielen  zu  den  Verbindungslinien ,  welche  sich 
in  U  tretfen,  und  sehen  wir  diesen  Punkt  0  an  als  Mittelpunkt  einer 
dem  Dreieck  umbeschriebenen  Cune,  so  sind  die  Verbiudungsluiien 
des  vierten  Punktes  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  oder  mit  den  3 
übrigen  ruukten  die  zugehörigcu  coujugirtcu  Lcklitiiisvcrsaleu,  der 
vierte  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  derselben,  und  der  gesuchte  geome- 
trisdie  Ort  ist  weiter  niehu  als  die  in  §  10.  betrachtet^  durch  die 
Mitten  der  Dreiecksseiten,  durch  die  Fasspunkte  der  conjugirten 
Eektransveraalen  und  dnrdi  die  Hitten  der  oberen  Abscbnitte  gehende 
Cnrre,  welche  der  umbescbriebenen  Onrve  des  Dreiecks  ähnlich  ist» 
dieselbe  Biehtnng  der  Axen  besitst,  und  deren  Azen  gleich  der  Hälfte 
der  Axen  derselben  sind.  Den  Mittelpunkt  N  bekommt  man,  indem 
man  U  mit  dem  Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  verbindet  und  diese 
Linie  um  dio  Hälfte  verlängert.  Da  a1)er  die  weitere  Verlftngomng 
durch  den  Schnittpunkt  der  Trasversaleu,  hier  also  durch  den  vierten 
Punkt  hindurchgehen  muss,  und  der  Scljwerpunkt  dio  ganze  Strecke 
von  0  bis  zu  diesem  Punkte  im  Verhältniss  von  t  :  2  teilt,  so  kann 
man  den  Mittelpunkt  A'  aiieh  finden,  indem  man  den  vierten  Punkt 
mit  0  verbindet  und  diese  Linien  halbirt  Ist  der  Mittelpunkt 
des  geometrischen  Orts  gefunden,  so  lässt  sich  nach  §  Id  mit  Leich- 
tigkeit auch  die  iiichluijg  der  Uauptaxeu  bestimmen. 

Der  Punkt  If  Iftsst  sich  aber  noch  dnroh  eine  dritte  Cooftmetion 
finden,  die  sich  auf  die  in  }  10.  gemachte  Bemerkang  statst,  dass 
die  Verbindnngslinie  der  Mitte  jeder  Dreiecksseite  mit  dem  Mittel- 
punkt des  oberen  Abschnitts  der  sugehOrigen  Transversale  durefa  N 
geht  und  von  N  halbirt  wird.  Wir  erhalten  so  den  Sats:  Sind  4 
beliebige  Punkte  gegeben  und  verbindet  man  die  Mitte  der  Yerbin- 
dindungslinie  von  je  2  Punkten  mit  der  Mitte  der  Verbindnngslinie 
der  beiden  andern,  so  trefien  sich  diese  3  Linien  in  ilirem  Mittel- 
punkte und  es  ist  dieser  Schnittpunkt  der  Mittelponkt  für  den  geome- 
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trischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  sich  durch 
die  gegebeueu  4  PoDkie  legen  lassen.  Der  geometrische  Ort  sdbBt 
aber  geht  durch  die  Mitten  der  6  Verblndttiigiliiiien  ond  ausserdem 
■eeh  dirdi  die  S  Ponkte,  in  welchen  die  yeit>iiidiuigsliiiie  von  je 
2  PnakCeii  die  VerblnduigsKiiie  der  beiden  nndern  oder  die  Ver- 
Ungemnf  dersellMn  tritt. 

Liegt  der  vierte  Pnnkt  innerhalb  des  Dreiecks,  so  liegen  die 
FusspuukLe  der  Transversalen  sÄmtlich  auf  den  Seiten  selbst^  der 
geometrische  Ort  resp.  die  Corve  der  9  Punkte  ist  notwendig  eine 
EUipae,  deren  einzelne  Bogen  nur  durch  solche  Teile  des  ßaumes 
fUmw,  Ar  «elelie  nndi  den  Erörterungen  von  §  9.  die  den  Eclwn 
des  JMeeiis  iindbeBcliriebene  Cnrve  eine  Hyperbel  ist,  nnf  deren 
^nem  Zweige  nur  eine  Ecke  des  Dreiecks  liegt,  wihreod  der  andere 
2  E^a  ond  ^ckaeitig  den  vierten  Pnnkt  enthftlt 

Liegt  der  vierte  Punkt  ausserhalb  dos  Dreiecks  der  drei  andern, 
so  lässt  sich  zunächst  keine  Aussage  in  Botreff  dos  geomotrischen 
Ortes  maclien ,  derselbe  kann  ebensowol  eine  i^ipse  als  auch  eine 
Hyperbel  sein. 

Es  wurde  bisher  noch  nicht  davon  gesprochen,  dass  bei  vier 
gegebenen  Punkten  die  Zusammenfassung  von  drei  Pnnkten  sn  einem 
Dreieck  auf  vier  verschiedene  Arten  möglich  ist,  dass  der  geome- 
trische Ort  also  gleichzeitig  Cnrve  der  9  Punkte  fQr  4  verschiedene 
Dreiecke  ist  Es  mtlssen  sich  also  auch  durch  die  Ecken  der  4 
Dreiecke  4  congruente  Cur?en  zeichnen  lassen  ,  welche  dem  geome- 
trischen Orte  ähnlich  uud  mit  ihm  gleichgerichtet  sind,  und  welche 
doppelte  L&nge  der  Axou  besitzen.  Die  Mittelpunkte  dieser  4  um- 
beschriebenen congruenten  Curven  bilden  wieder  ein  System  von 
Punkten,  weiches  dem  gegebenen  congruent  ist.  Man  erhält  das- 
selbe, wenn  man  durch  die  Mitte  jeder  Terblttdungslinio  zweier 
Fnnkto  mr  Terhindmigslirfe  4ßr  beidMi  andern  eine  Fazaliele  sidit. 
Diese  6  Parsllelen  schalen  sich  in  den  4  Ifitteipnnkten  der  vm- 
beschriebenen  Cnrren.  Jedem  der  gegebenen  Pankte  entspricht  der- 
jenige Pnnkt  des  Systems  der  Mittelpunkte,  welcher  so  dem  Drei- 
eek  der  andern  8  Punkte  g^rt.  DieTerbindnngsUnien  entsprechen« 
der  Pttnkte  gehen  simtlich  dorcfa  den  Hittoipnnkt  des  geometrischen 
Orts  und  werden  von  demselbem  halblrt 

Nun  ist  es  klar,  dass,  wenn  bei  einer  Zusammenfassung  der  ge- 
gebenen Punkte  der  vierte  Punkt  innerhalb  des  Dreiecks  der  drei 
andern  liegt,  dies  bei  jeder  andern  Zusammenfassung  nicht  mehr 
der  Fall  sein  wird.  Derselbe  liegt  für  jedes  andere  Dreieck  draussen 
ond  zwar  innerhalb  eines  Scheitelwinkels.  Da  aber  für  alle  4  Drei- 
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ecke  die  Gurve  der  ^  Punkte  dieselbe  ist,  muss  auch  für  eiue  solche 
Lage  des  Tierten  Pauktes  der  gcometrbdie  Ort  eine  Ellipse  seiu, 
wie  flbrigens  anch  die  Anschanang  sogleich  erkeDnen  Iftsst.  Auch 
hier  paasirt  die  Corre  nar  solche  Teile  dea  Raomes,  fUr  welche 
die  rnnbeachriebene  Canro  eine  Hyperbel  ist,  aiid  awar  gehen  diese 
Hyperbeln  fOr  alle  Punkte  des  geometrischen  Orts  mit  Ausnahrae 
derjenigen»  welcbe  innerhalb  des  Scheitclwinkcis  lic^'eUi  mit  ihrem 
Zweige  durch  2  Ecken  des  Dreiecks  und  gleichzeitig  durch  den 
vierten  Punkt,  mit  ihrem  andern  durch  die  dritte  Ecke. 

Für  die  Teile  der  Curve  innerhalb  dos  Scheitelwinkeln  geht  der 
eine  Zweig  durch  alle  Ecken,  der  andere  durtli  den  vierten  Punkt 
allein,  so  dass  auch  hier  in  allen  Fällen  wieder  3  Punkte  auf  dem 
einen,  der  let^to  auf  Ueui  auUeru  Zweige  liegen. 

Wenn  man  aber  bei  einer  Zusammenfassung  der  Punkte  der 
vierte  Punkt  innerhalb  eines  Scheitelwinkels  liegt,  so  giobt  es  stets 
eine  andere  Zusammenfassung,  bei  welcher  derselbe  innerhalb  des 
Dreiecks  zn  liegen  kommt.  Wir  kOnnen  daher  das  Resultat  zusam* 
menfassend  dahin  aussprechen,  dass  der  geometrische  Ort  eine  £1* 
lipse  ist,  wenn  sich  flberhaupt  3  Punkte  so  zu  einem  Dreieck  ver- 
einigen lassen,  dass  der  vierte  Punkt  innerhalb  dieses  Dreiecks  liegt. 

Lst  eine  solche  Zasammonfassnng  nicht  möglich,  so  liegt  der 
vierte  Punkt  für  jedes  Dreieck  auch  ausserhalb  der  Scheitelwinkel, 
lü  diesem  Falle  ist  der  geometrische  Ort  eine  Hyperbel.  Der  eine 
Zwci(?  geht  nur  durch  solche  Teile  dos  Kaumes,  für  welche  die  uni- 
beschriebeuen  Curven  Ellipsen,  der  andcru  nur  durch  solche  Teile, 
für  welche  dieselben  Hyperbeln  sind,  und  zwar  liegen  entweder  2 
Ecken  des  lireieckä  aut  dum  einen  Zweige,  der  dritte  und  der  vierte 
Punkt  auf  dem  andern,  oder  es  liegen  alle  4  Punkte  auf  demselben 
Zweige  der  ll>i;erbel.  Der  letztere  Fall  tritt  ein  für  alle  Punkte 
des  geometrischen  Orts,  welche  innerhalb  der  Scheitelwinkel  sich 
befinden. 

Was  die  Lage  und  Gestalt  fttr  einzelne  besondere  FftUe  angeht, 
so  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  geometrische  Ort  nur  dann  ein 
Kreis  sein  kann,  wenn  der  vierte  Punkt  Scbuiltpaukt  der  Höhen 
des  Dreiecks  der  andern  ist,  <l;i  nur  iu  diesem  Falle  die  conjugirien 
Kichtungeu  senkrecht  zu  einander  stehen.  Uebrigens  ist  hei  dieser 
Annahme  für  jejo  Anordnung  der  vierte  Punkt  nur  auf  einer  Höhe 
des  Dreiecks,  so  ist  damit  die  Richtung  der  Hauptaxon  beslinimt; 
dieHclheu  laufen  der  betreffeuduu  Hoho  und  der  xugehorigeu  Seite 
des  Dreiecks  parallel. 
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Wenii  dflr  tierte  Paukt  mit  dem  Schwerpnakt  des  Dniedu  s«- 
aunmenfiUlt,  so  bembrt  der  geometriflche  Ort  die  Seiton  tn  der 
Mitte^  VBd  der  fierle  Psnkt  lelbet  ist  der  M ittelpoiikt  der  Cur? e. 
Baaa  ftllt  auch  der  Hittelpankt  der  nrnbeidtfiebeiieii  Cnrre  mit 
dem  Schwerpunkt  niamraen.  Liegt  der  vierte  Pankt  nur  auf  einer 
Vitteltransversele,  lo  liegt  auch  der  Mittelpnnkt  auf  dieser  Trana- 
tersale  and  der  geometrische  Ort  berOhrt  die  iQgehörige  Seite  dei 
Dreiecks  in  ihrem  Mittelpunkte. 

BeiliBt  im  Jeamur  18M. 


▲nk.  d.  lUik.  o.  Pbr*.  2.  K*ib«,  Tl.  XUI. 
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Ifiscellon» 


1. 

Zur  TrlsecUon  des  Winkelt. 

Es  ventebt  sich  wol  von  selbst,  dass  der  praktiBehe  Zeicbner 
eioeii  Winkel  dadnrcli  einfMh  in  drei  gleiche  Teile  zerlegt«  dtss  er 
ans  dem  Scheitel  einen  entsprechend  grossen  Kreisbogen  scbligt 
und  diesen  swischen  den  Winkelschenkein  durch  Prohiren  dreiteilt 

Immerhin  bleiben  aber  jcuc  Auweuduugeü  uicLt  ausgesehlüsson, 
wo  es  sich  um  ciufachc  Apparate  bandelt,  durch  welche  die  Winkel- 
dreiteHoog  sehr  hfibsch  nnd  geneu  erfolgen  kann. 

Wir  haben  in  einer  frübirou  Arbeit:  „Beitrage  zur  Geschichte, 
Theorie  und  Praxis  der  Zeichen- Instrumcuto"  ')  zwei  Coustractioncn 
erw&hnt  and  wollen  eine  dritte  hierher  gehörige  Art  hier  beifagen. 

Die  gedachten  swel  Constmctionen  sind  folgende: 

Die  eine  Lösung,  Fig.  1.  ist  auf  den  ersten  Blick  verständlich, 
die  Dreiecke  123  und  2  34  sind  gkicbs  lu  nkli^,  der  Winkel  213; 
oder  der  demselben  gleiche  Winkel  doc  ist  gleich  \abc. 

Der  Gebrauch  des  lostrameutchens  ist  folgender:  abe  sei  der 
gegebene  Winkel,  von  welchem  der  dritte  Teil  gewflnscht  wird-,  man 

verlängere  den  Schenkel  hc  in  der  Richtung  nach  o,  lege  das  mit  C 
bezeichnete  Lineal  nn  die  Linie  ba  an  ,  halte  das  Instrument  mit 
einer  Hand  fest  und  bringe  mit  der  auderu  Hand  das  £ode  des 


1)  Vergl.  Dingler*!  pol/lcchn.  Jonm^  ISS5.  Bd.  S5S.  8.  ISS  ff. 
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Lineales  Ä  in  dio  verlängerte  Gerade  a/^r,  so  ist  od  die  gewünschte 
Richtung.  Man  braucht  also  durch  b  nur  eiue  Parallele  od  za 
liehen,  so  wird  diese  mit  bc  den  Winkel  ^abc  einschliossen.  Der 
Rest  dos  gegebenen  Winkels  (ahr—labc)  ist  dann  nur  noch  zu 
halbireu  and  die  Dreiteilung  ist  vorgenommen. 

Bei  der  zweiten  Lösnog,  Fig.  8.  besteht  der  Apptrat  aas  einem 
Paare  zosammengesetster  Cirkd  mit  vier  Beinen,  welche  so  mitein* 
and«r  verbunden  sind,  dass  in  jeder  Stellnng  des  Glrkels  das  sweite 

Bein  den  Winkel  halbirt,  welcher  durch  das  erste  und  dritte  Bein 
gebildet  wird,  während  gleichzeitig  das  dritte  Bein  den  Winkel  hal- 
birt,  welchen  das  zweite  und  vierte  Bein  mit  eiuanJer  umscbliosen; 
auf  diese  Weise  wird  der  Winkel  zwischen  dem  ersten  und  vierten, 
Bein  in  drei  gleiche  Teiie  geteilt 

In  Fig.  2.  sind  0(7,  OH,  OJ  und  O/T  die  vier  ßeiiic  des  Cirkels 
AK,  CE,  DF  und  Zti»  biud  istaugeuluimige  Verbindungsglieder,  dreh- 
bar und  feststellbar  m  C  und  verbunden  mittelst  Stiften 
in  B  imd  F,  welche  in  Scblitsen  der  Beine  OH  nnd  OJ  i^eiten 
kOnoeii.  In  den  Dreiecken  GAE  und  OCB  ist 

OA  —  OC»  AE  i-  CE 

uud  OE  gemeinschafüich  j  folglich  ist 

Wkl.  OOH  =  Wkl.  HOJ 
In  derselben  Weise  findet  sich,  dass 

WU.  SOJ  —  Wkl.  JOK 

ist  Es  sind  daher  die  drei  Winkel  einander  gleich. 

Man  bat  also  beim  Gebrauche  des  Instrumentes  nur  die  Seiton 
PG  und  OK  auf  die  Schenkel  des  gegebene n  Winkels  zu  legen,  dio 
Punkte  J7  und  y  genau  zu  niarkiren,  schliesslich  HO  und  Jü  zu 
ziehen,  und  die  Triscction  ist  geschehen. 

Diese  Oonstmction  setzt  eine  Methode  der  Dreiteilnng  eines 
Winkels  voraus,  durch  swei  Paare  von  parallelen  Linealen;  vefgL 
Fig.  8.  Hache 

OA  OD 

und  mit  derselben  Grösse  als  liadius  beschreibe  aus  den  Punkten 
A  und  I)  zwei  Bögen.  Der  Punkt  E  auf  der  Linie  OH  wird  durch 
den  einen  Bogen  gefunden  und  der  Punkt  F  auf  der  Linie  OJ  durch 
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deo  andern.  Stecbo  Kadeln  in  O,  A  nnd  A  bringe  die  inneren  Knuten 
des  PnraUe]Qgraoim>LineaIeB  LMNR  gegen  die  Nndeln  in  A  nnd  O, 
in  der  gleichen  Weise  dts  PnmUeULinenl  ORST  «n  die  Nadein  in 
o  und       bewege  dann  die  Lineale,  dieselben  gegen  die  Nadeln 

haltend,  horum,  bis  LP  die  Linie  QT  aaf  dem  einen  nnd  MN  die 
Linio  RS  auf  dem  andern  der  snerst  bcscbriebeneD  Bögen  schoeidot, 
ziehe  bieraof  die  Geraden  lAngs  QT  nnd  MN,  womit  der  Winkel 
dreigeteüt  sein  wird. 

Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  LP  und  /i\S  sich  auch  auf  der 
llalbirungslinic  des  gegcbcueu  Wiukels  scbueiiitiu ,  eine  Wahrheit, 
welche  als  gute  Probe  dienen  Iianu,  wenn  mau  die  Liueaiti  m  dtc 
gewanschte  Stellung  bringt.  Ergänat  man  in  dieser  Weise  die  Pa- 
rallelogramme  OAEC  nnd  ODFB  der  Fig,  8.,  so  ist  der  Beweis 
derselbe. 

Sehr  origiucll  ist  die  dritte  Lösung:  Man  schneidet,  Fh^.  4. 
eitlen  Apparat  der  hier  dargestellten  Form  aus  Cartou,  gross  oder 
klein,  je  nach  Ikliobcu.  Ucber  HA  {BA  ist  beliebig  gross),  ist  aus 
O  ein  Halbkreis  geschlagen,  uiu  dessen  Radius 

OA  —  OB 

die  Kante  BA  nach  rechts  rerl&ngert  ist;  AS  steht  senkrecht  sn  BA, 

m 

Der  ganae  Apparat,  nnr  mathematisch  lietrachtet,  ist  also  ans 

zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  und  einem  Halbkreis  gebildet ; 
der  Radios  des  letzteren  ist  gleich  i  der  Lftnge  der  einen  geraden 
Strecke. 

Ist  nnn  XSY  der  sn  dreiteilende  Winkel,  so  ist  der  Apparat 
folgender  Massen  anznlegen:  Da  chtsseitige  Ende  der  gedreiteilten 
Strecke  gleitet  auf  dem  Schenkel  fiF,  die;  in  A  senkrechte  Gerode 
gleitet  dnrch  den  Sekenkel  S,  nnd  der  Kreisbogen  wird  rar  Be* 
rflhmng  mit  dem  Schenkel  XY  (hier  in  C)  gebracht 

Markirt  man  nun  die  Punkte  n  und  0  auf  dem  Zeichenpapier 
nnd  zieht  die  Sphenkel  SA  und  ßO^  so  ist  die  Trisection  vollzogen. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach :  Es  eutstehen  drei  gleiche  Drei- 
ecke, jedes  derselben  ist  rcciitvviiikiig;  nämlich  die  beiden  Drei- 
ecke in  A  in  Folge  der  Construction  des  lustrumentes;  das  dritte 
bei  C,  weil  die  Tangente  8L  anf  dem  Radina  CO  senkrecht  steht; 
die  Gleichheit  der  drei  kleinen,  so  wie  jene  der  drei  grossen  Ka- 
theten ist  an  nnd  tüt  sich  klar;  folglich  sind  anch  die  drei  spitze« 
Winkel  bei  S  einander  gleich.  — 
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In  Oehler's  matbematischem  Wörterbuch  ist  die  im  Altortum 
Bchoii  sehr  berabmte  Aufgabe  von  der  Trisectioa  eines  Winkels  oder 
Bogens,  «rett  die  Krifte  der  enkUdiachen  Geometrie  ftbentoigend, 
nent  Maljttocb  gelöst,  nnd  daao  der  BoaiHhiingen  der  grieehisehea 
Oeemeter  gedieht  Die  AnalyBis  fahrt  nämlich  anf  gleichseitige 
Hyperbeln,  welehe  dnrch  ihron  Schnitt  den  Bogen  teilen. 

Also  abenteigt  das  Problem  die  Kräfte  der  Geometrie  der  ge- 
raden Linie  nnd  des  Kreises.  Anch  der  Parabel  nnd  Concboide  bat 
man  sich  bedient 

Dergleichen  Tcilunjjen.  bemerkt  Gehler  übrigens  ganz  richtig, 
»Hiii  ioilea  nie  vun  praktischem  Nutzen,  sondern  nur  als  Anwen- 
dangen  der  Theorie  der  Cnrven  zu  betrachten;  unsere  oben  ange- 
gebenen Teilungen  hingegen  sind  rein  praktischer  Natur,  da 
bei  denselben  höhere  Conren  nicht  auftreten.  — 

Alt  wir  die  Torstebenden  Zeilen  abgeschlosseo  hatten,  fanden 
wir  infiUIig  in  ,,Grunert's  Archiv  der  Mathematik  und  Physik** 

2.  Reibe,  12.  Tl.  Heft  1893,  S.  177  ff.  eine  Abbandlnng  des  Herrn 
Artbar  Stranss,  Lehrer  am  Realgymnasium  zu  Schwelm,  be- 
titelt: „Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  eine  belie- 
bige Anzahl  gleicher  Teile  mit  Hülfe  von  Modellen^', 
Unter  den  Modellen  sebeiut  Ilr,  Stranss  eine  verhältnissmässig 
grosse  Anzahl  von  Curveuhneaieii  zu  verstehen  uud  sein  Apparat  be- 
steht aus  zwei  uuserm  A})parat  (Fig.  4.)  ähnlichen  Formeu,  nebst 
zwei  Federn.  Die  Ausluhruiig  ist  also  ziemlich  cumplicirt. 
Hr.  Strauäs  sagt  unter  Anderm;  „Wir  können  also  theoretisch 
mit  Hälfe  einer  Curre  nter  Ordnung  alle  Winkel  von  0  bis  {2H-\-i)n 
in  (2r»4-l)  gleiche  Teile  teilen".  „Praktisch^  sagt  Hr.  Straosi 
weiter,  „Iftsst  tich  diea  jedoch  nicht  dnrchfflhren,  schon 
deawegen,  weil  wir  die  Corren  nach  beiden  Richtungen  bin  nur 
iiBTollstindig  constmiren  können.  Ffir  die  Ansflkbmng  der  Tei- 
lung ist  dieser  Umstand  ja  auch  bedeutungslos,  da  wir  durch  Zwei« 
toilnng,  bzhw.  wiederholte  Zweiteilung,  die  TeiluDg  eines  grösseren 
Winkelt  steu  aaf  diejenige  eines  kleineren  rarUckftthren  kftnnen 
nnd  nmgekehrt^. 

Hüneben,  den  lü.  Mai  1894. 

Ernst  Fischer, 
o.  0.  Professor  an  d.  kOnigl.  tcehnischen  Hochschule. 


Digitized  by  Google 


2U 

2. 

üe^er  eine  Allgvmetne  Etgenscluift  ier  Carra  der  reeli^rekeii 

OriiBaten. 

Wenn  man  statt  der  Curvonordinate  den  reciprokeu  Wert  der- 
selben aufti'ägt,  80  crbült  man  oino  neue  kruüiiiio  Linie,  welche  die 
Curvo  der  rcciprokcn  Ordinate  genannt  worden  soll. 

Ein  rechtwinkeliges  Coordiiiatensystcm  vorausgesetzt,  ist  die 
Curvc  der  reciproken  Ordinate  für  eine  Gerade  eine  glcichscitigo 
Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  die  Absci*;'^onarhsc  ist,  während  die 
zweite  durch  den  Schnittpunkt  der  letzteren  mit  der  Geraden  geht. 

Beweil.  Wfthlt  man  den  Scbnittponkt  der  Geraden  mit  der 
Abscissenaie  som  CoordiQatennnpmng,  so  lantot  die  Gleichung  der 
Geraden 

y  ^  ax 

die  reeiproke  Ordinate  ist  daher 

^  1 

woraus  die  Asymptoteugleichung  der  Hyperbel 

=  ^  folgt 

Nun  lasst  sich  leicht,  ohne  Differentialrechnung,  synthetisch  der 
Satz  nachweisen: 

^Fttr  dieselbe  Abscisso  ist  die  Snbuormale  der  Curvc 
der  reciproken  Ordinate  gleich  der  ontgegengeeetzten  Sal>- 
normalc  der  ursprünglichen  Curve*\ 

Beweis.  Wenn  die  gegebene  Corre  steigt,  so  fftUt  jene  der  re- 
ciproken Ordinate.  Bs  liat  daher  die  Snbtangente  der  letzteren  eine 
entgegengesetzte  Jjage  zn  jener  der  ersteren. 

Es  'sei  ferner  P  ein  Punkt  der  ursprünglichen  Curvo  ,  P'  der 
aus  ihm  abgeleitete  der  Curve  der  reciproken  (Jrdiuate,  Q  der  Eud- 
punkt  der  ihnen  gemeiuschaftlicbou  Abscissc.  Die  Tangente  der  ur- 
sprünglichen Curvo  in  P  sei  T,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Abscissen- 
achse  M,  IMe  Tangente  T'  an  die  Cnrve  dar  redprdcen  Ordinate 
in  findet  man,  wenn  man  den  unendlich  nahen  Pnnkt  ü'  zn  P* 
der  Cnrve  mit  P*  yerbindet  Ist  N  der  Schnittpunkt  tou  T'  mit 
der  AbseisBenaehse,  so  ist  zn  zeigen,  dass 

<2iV  »  QAf  ist 
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R'  findet  man  aus  dem  unendlich  nabcn  Punkte  R  zu  P  auf 
der  orspranglicheB  Cum.  M  li«gt  iber  siigl«kh  in  7*.  We«i  aaii 
nicht  Bir  Ml  JZ,  wndeni  ms  ftUon  Fonkton  von  3*  die  enCaprocIien- 
den  Punkte  ableitet,  so  erbftlt  man  nacb  obigem  eine  gldcbseitige 
Hyiierbel,  die  doreb  P'  und  A*  hindorcbgeht,  die  AbBoissenncbse 
zur  Asymptote  nnd  M  mm  ICittelpanlct  bat  Diese  Hyperbel  bat 
daber  in  P*  dieselbe  Tangente,  wie  die  Car?eder  reciproken  Ordinate. 

Da  aber  die  Hyperbeltangente  durch  don  Bcrührunf^sptinkt  P, 
zwisrlu  ii  den  Asymptoten  halbirt  wird,  so  findet  man  ibrou  Scboitt- 
puokt     mit  der  Abscissenaclise,  wenn  man 

macht,  wodorcb  der  Satz  bewiesen  ist. 

Die  ans  der  Scheitelgleichang  der  Parabel  abgeleitete  Corre,  deren 
Ordinate 

1 

ist,  und  deren  Gleichung  demnach 

lastet,  bat  eine  sebr  einftebe  Tangenteneonstmetion  nnd  dne  be- 
merkenswerte Eigensdiaft  besttgUcb  der  Flache. 

Der  Abschnitt  der  Tangente  auf  der  Ordinatenachse  ist  nämlich 
1*/,  mal  so  gross  als  die  Ordinate  des  Bertthrungspunktos ,  und  die 
von  den  Coordinatenacbsen  der  Gurve  und  einer  Ordinate  begrenzte 
Fläche  ist  doppelt  so  gross,  als  das  ans  den  Coordinaten  des  End- 
panktes  gebildete  ßechteck. 

Beweis.  Ist  O  der  CoordinatcnnrsjiruDg,  zugleich  Scheitel  der 
Parabel,  so  ist,  obige  Be^^eichuuugen  beibchiUtou,  QM  als  Subtaugente 
der  Parabel  gleich 

Da  nnn 

ist,  SO  ist 

Es  verhält  sich  daher  der  Tangentenabschnitt  auf  der  Ordinaten- 
achse zur  Ordinate  des  Bertlhmngspnnktes  wie  3 : 2  w.  z.  b.  w. 

Besekbnet  naii  die  oben  genannte  Fliehe  mit  F,  so  ist 
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 i_  «Vi _^v* 


0 

wdcber  Ausdrack  asch  lo  geschrieben  werden  kann: 


woraus  folgt 

F      2a;y   w.  z.  b.  w. 

Wilhelm  Rulf. 


3. 

Veber  die  Poteuen  der  Zahlen  tob  der  Form 

Ei  sei  eine  lUihc  von  Zahlen  von  der  P'orm  xn  +  l,  z.  B.  die 
Doppelreihe  6nq:i  («^1,2,  3,.  .  .oo)  gegeben.  Es  eoth&lt 
dieie  Reihe  die  folgenden  Zahlen: 

5,  n,  17,  23,  29,  36,  41,  47,  63,  69, .  .  . 
7,  13,  19,  26,  81,  37,  43,  49,  66,  61, .  .  . 

£rhebt  man  diese  Zahlen  zur  2.,  3.,  4.  o.  s.  w.  Potenz,  so  be- 
stehen die  folgenden  Gongruenzen: 

6>s  +l(mod.  6)  nnd  s  +l(mod.  12) .  7>  =  +l(fflod.  6)  und 

^  + 1  (mod.  12) 

5»  =  —  l(mod.  6)  und  =  4-ö(mod.  12) .  7«  =  +l(mod.  6)  und 

s+7(mod.  12) 

<>^^+l(inod.  6)  and  s  +1  (med,  12) .  7*  s=  -f-Kmod.  6)  nnd 

=  +l(mod.  12) 

6»s  —  l(mod.  6)  und  s-f  6(mod.  12)  .  7*s-f  l(mod.  6)  und 

s+7(mod.  13) 

_  Ü-    B.    W.  U.    8.  W, 

Ferner: 

ll>  =  +l(niod.  12)  nod  =-^l(niod.  24) .  13s  =  +l(mod.  12) 

nnd  ^  -|-l(mod.  24) 
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U>  =  — l(mod.  12)  and  =-J-ll(mod.  24)  .  1 3»  =  -f- 1  (mod.  12) 

Dud  s+13(mod.  24) 

11«  =  + 1  (mod.  12)  und  »  + 1  (mod.  24)  .  13«  ^  +1  (mod.  13) 

ttod  5+l(iDod.  84) 

12«  s  — l(mod.  12)  uod  s  4-ll(mod.  24)  .  13^  =  +  l(mod.  12) 

and  5 +13  (mod.  24; 

o.  t.  w.  n.  8.  w. 

AU^mein  ist  eine  Zahl  von  der  Form  6nTli  wenn  sie 
«iner  geraden  Fotens  erhoben  wird,  =  + 1  (mod.  6»  und  mod.  2 .  6n) 
and  wenn  sie  zu  einer  angeradeo  Potenz  erhoben  wird,  =  +  l(mod. 
6^)  und  =  CmT  i(inod.  2  .  6n).  —  Acbnlicfae  Gesetze  gelten  allge- 
meia  für  die  Zahlen  von  der  Form  xn'^l, 

Oldenborg  im  Gr. 

G.  Speekmann. 


4. 

]*eteMeoignieBiea. 

Bildet  man  ein  Reibcnsystom  mit  dem  Modal  oder  der  Differeni 
p  (p  eine  Primzahl)  in  der  folgenden  Weise: 

h  P+1..  .  . 
2,  .... 

»  

•  •    >  •  • 

•  »    •  •  • 
2^»  ... 

10  sind  die  Anfangsglieder  1  bis  p  — 1  ond  alle  Glieder  der  zu  diesen 

Anfangsglicdern  gehörigen  Horizontalrcihcn  nicht  durch  den  Modul 
P  tc'!bar.  Bio  Gliedpr  dieser  Reihen  werden  aber  =0(Tnod.  p), 
wenn  man  zu  deuseiben  resp.  p — 1,  ;j  2,  .  .hinzuzählt,  denn 
l-|-p  —  1,  2-}-p  — 2  u.  8.  w.  sind  =  0(müd.  ;)).  Erhebt  man  die 
Glieder  der  Reihen  1  bis  7'  -  1  zu  irgend  weliheu  Potenzen,  so  sind 
auch  diese  Potcuzcn  sämtlich  incongrnont  zum  Modul  p.  Mau  kann 
dieselben  aber  in  leichter  Weise  durch  Hinzuuahme  eines  bestimmten 
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Zusfttzglied»  ^  0(mod.  p)  machen.  la  Botref  der  Poteoxen  der 
Zahlen  1,  3, .  .  .p  — l(niod.  p)  bcBCehen  nämlich  die  feigenden 
Gesetze: 

(f»-l)»+(f»-[p-ll)(p-l) 

2»H-(p-2)2« 
3»H-(p-3)3« 

■  « 

U.    8.  W. 

Allgemein  gelten  alao  die  Congmensen 

l»^(p_l)lH-I 

3i»+(j»-3)3«»~» 

(j»  - 1)-+ (p  -  [p  -  IJXJ»  - 
Beiipiel: 


Es  sei  ]>  ^  7.   Dio  Anfangsglieder  der  Reihen  des  SjBiüms  sind 


=  1.  2,  3, 

4,  5  uuii 

6. 

P  + 

l=s  7 

l»4-6 

.  1« 

«  7 

1^  +  6 

7 

2«  +  5. 

2  =  14 

2*H-5 

.2« 

28 

2*4-6 

.  2»-. 

56 

3*  +  4. 

3-21 

3».+ 4 

.3« 

^  63 

3«  +  4 

.3»- 

139 

4S  +  3. 

4-^28 

4»  +  3 

.4« 

-112 

4«  +  3 

.4»- 

448 

5«  +  2. 

6sd5 

5»+ 2 

.6« 

sl75 

6«  +  2 

875 

6«  +  l  • 

6«42 

6»  +  l 

.6» 

-252 

6«+i 

.6»- 

1512 

l»  +  6. 

1*- 

7 

i»+e 

.1«- 

7 

2»+5.2*-  112     2«  +  5.2»-  224 


0(moJ.  p) 


=  O(mod.  p) 
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3*  4-  4  .  3«  —   567  3«  -I-  4  .  3»  -=  5068 

4  4-  3  .  44  =  1792  4«  -f  3  .  4*^  =  7168 

5^  -f  2  .  5*  =  mb  ö«  +  2  .  5»  -  21875 

66+1  .  6«  —  9072  6*-f  1 .  6»  =s 64432 

n.  8.  w. 

Die  euistandeiieu  Producte  sind  alle  =  0  (mod.  p). 

Dio  Potenzen  der  Glieder  der  sn  den  AnfanisBgliedern  1,  2.  3, 
•  •  .  (|>~i)  gehörigen  Horixontalreilion  werden  nach  Hinsaoahme 
des  bei  dcu  Potenzen  von  1,  2,  3. .  .  »  (p — 1)  augegelienen  Zü' 
MtxgUedee  auch  alle  =  0(mod.  jp}. 

G.  Speckmaun. 


5. 


lal  «  eine  beliebige  Zahl  und  sind  y  oud  »  zwei  Zahlen,  die 
saBammen  gleich  «  «ad,  so  bestehen  die  folgenden  Coogmensen : 


Beispiele: 


^   —1^    s  0(mod.  a») 

=  0(mod.  x) 

«  s  33.  y  —  16.  •  s  7 

16«—  256 
—  7*=— 49 


907  SS  0(iiiod.  83) 


16**4096 
+  7»-"  343 

4439  =  0  (mod.  23) 

Beweis.    Es  ist  »  =  -{-^("'"d.  x)  uud  y  =  — c(aood.  x) 

—  0 

««>»-»+(-»)»«-»  — 0 

G.  Speckmann. 
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6. 

Vtkw  ebene  xuMaeateiigeBie  UslepgeM^e* 

Vorbemerkmigeii. 

Ein  LinieDgebilde  heisst  Eosammenhangend,  wenn  man  von  jedem 
Ponkto  desselbon  su  jedem  andern  gelangen  kann,  ebne  andere  Wege 
als  die  dorcb  die  Linien  des  Gebildes  vorgescbriebenen  so  benntsen. 

Ein  Punkt  lioi«?«!  gerade,  wenn  in  ihm  eino  gerade  Zahl  von 
von  Liiiientoilen  zusammonstossen,  im  andern  Falle  ungerade.  Unter 
ciuer  Linie  kurzweg  soll  eine  solche  verstanden  sein,  die  aus  einer 
Geraden  dnrcb  Yerbiegung  in  einer  Ebene,  bei  welcher  nur  Punkte, 
nie  Linienteile  zur  Deckung  gelangen ,  entstanden  ist  Eine  solche 
kann  man  immer  in  1  Zuge  zeichnen,  d.  h.  so,  dass  dabei  bereits 
gezeichnete  Linienteile  nicht  mehr  befohron  werden. 

Satz  1:  Verbiegt  man  eine  Gerade  In  einer  Ebene  in  beliebiger 
Weise  derart,  dass  dabei  nur  Punkte,  nie  Linienteile  sich 
decken,  so  kann  da!^  dadurch  entstandene  Liniengebiide  höch- 
stens 2  oder  keinen  ungeraden  Punkt  haben. 

Bew.:  Wenn  gerade  Punkte  auf  gerade  Punkte  falleu,  so  entstehen 
wieder  gerade  Punkte.  Nun  sind  aber  alle  Punkte  der  Linie 
ausser  ihren  Eudpunktcu  gerade.  Also  künneu  bloss  2  un- 
gerade Pankte  entstehen ,  wenn  pie  Endpunkte  auf  gerade 
Punkte  fallen  oder  frei  endigen.  Fallen  die  Endpunkte  zn- 
sammen,  so  entsteht  kein  ungerader  Pnnkt. 

Da  jedes  zusammenhangende  Linieiit.'childe ,  das  sich  in  1  Zuge 
zeichneu  lässt,  auf  obige  Weise  eutstauden  gedacht  werden  kann, 
so  folgt: 

Ein  Liniengebiide,  dm&  sich  in  1  Zuge  zeichnen  lässt^ 
(bereilä  gezuichnete  Linienteile  dürfen  dabei  nicht  befahren 
werden)  hat  2  oder  keinen  uugeraden  Punkt. 

Satz  II:  II  Linien,  die  in  eine  Ebene  so  gelegt  werden,  dass  nur 
Pankte,  nieLinienteile  zorDecknog  gelangen,  and  welche  «a 
zttsammenhaogendes  Liniengebiide  bUdeo,  eneogen  2h  ange* 
rade  Punkte,  wobei  k  höchstens  gleich  n  sein  kann. 

Bew.:  l>ie  n  Linien  hnbrn  zusammen  2«  ungerade  Ponkto.  Es 
können  daher  ungerade  Punkte  nur  dadurch  entstehen,  dass 
diese  frei  endigen  oder  mit  geraden  Punkten  zusammenfallen. 
Die  höchste  Zahl  derselben  ist  folglich  2n.  Fallen  2  ungerade 
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Punkte  zusaianien,  so  hat  man  2  weniger.  Es  kauu  also  ihre 
Zahl  bloss  vou  der  Form  2?*— 2jj  sein. 

Da  jedes  zasammenbangcndc  Linicngebildo  aof  letztere  Art  ent- 
ttiaden  gedacht  werden  kauD,  so  folgt: 

Jedes  soMmmeDbaiigeiide  LtnieDgebüde  kaoo  nur  eine 
gerade  2Sabl  nngender  Punkte  haben. 

Sata  III:  Hat  ein  zasammenhangendes  Liniengebilde  keinen  nn* 
geraden  Punkt,  so  kann  dasselbe  in  1  Zage  gezeichnet  wer- 
den (bereits  gezeichnete  Linienteile  dflrfen  dabei  nicht  mehr 
(»esctirieben  werden.) 

Bew.:  Man  nirnint  zuerst  ao,  dass  das  Gebilde  aus  Linien  ent- 
stauiieü  iäi,  bei  welcheu  die  Kudpuukte  zusammenfallcu.  Eine 
solche  geschloiaene  Linie  Inuin  man  stets  von  einem  beliebigen 
Pnnkte  aas  in  1  Znge  leiebnen.  Wir  beschreiben  sie  aber 
aber  bloss  bis  zn  einem  Pnnkte,  den  sie  mit  einer  zweiten  Linie 
gemein  bat»  beschreiben  dann  die  letztere  wieder  bloss  bis 
zn  einem  derartigen  Punkte,  dann  die  dritte  Linie  ete., 
mflssen  aber  dabei  berflcksichtigen ,  dass  Linien,  von  denen 
Teile  bereits  gezeichnet  sind,  von  solcheu  Punkten  ans  nicht 
geieiehnet  werden.  Anf  solche  Weise  fortfahrend  kommt  man 
stets  zu  einem  Punkte,  von  dem  aus  eine  Linie  ganz  be- 
schrieben werden  kaun,  sodass  man  wieder  ihm  zurück- 
kehrt. Von  diesem  aus  wird  dann  die  zuletzt  unterbrochene 
Linie  wieder  fortgesetzt  und  uur  au  einem  solchen  Puukt  unter- 
brochen, den  eine  ganz  neue  Linie  mit  ihr  gemein  hat.  So 
fortfahiüod  ujuäi  uiaa  wieder  zum  eräteu  Ausgaugspuukt  zu- 
rückkommen. Angenommmen,  die  Linien  sind  teils  g^hlosseu, 
teOs  oien,  nnd  betncbteo  wir  irgend  eine  der  letztem»  dann 
mnss  der  eine  Endpunkt  mit  dem  Iten  Endpunkt  einer 
zweiten,  der  2te  Endpunkt  dieser  mit  dem  Iten  Endpunkt 
einer  dritten  n.  s.  w.  zusaaunenCillett,  schliesslich  aber  der 
2te  Endpunkt  der  letzten  Linie  wieder  mit  dem  1  tcn  End- 
punkt der  iten.  Diese  zosammen  bilden  dann  wieder  eine 
einCache  geschlossene  Linie  und  alle  offenen  Linien  zerfallen 
demnach  in  eiufach  geschlossene.  Damit  ist  dieser  Fall  auf 
den  vorigen  aurfickgeftthrt. 

Satz  IV:  Um  ein  Liuiengebilde  mit  2n  ungeraden  Pankton  so  zu 
leiehnen,  dass  bereits  beschriebene  Linienteile  nicht  mehr 
befiduren  werden,  muss  man  mindestens  (it^l)mnl  abaetien» 
d.  b.  ein  solebes  kann  in  höchstens  «  Zagen  gezeichnet  werden. 
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Bew.:  Ein  zusammonhangendes  Linicngebildc  mit  2n  ungeraden 
Punkten  muss  aus  mindcstCDS  n  Tänicn  cutstauden  gedacht 
werdeu,  weil  weniger  keine  2n  ungerade  Punkte  liefern  können. 

Jede  dieser  Linien  kann  in  1  Znge  gezeiclinet  werden.  Ist 
aber  das  Gebilde  ans  mehr  als  n  Linien  bcrvorgegangeo.  so 

müssen  diese  doch  wieder,   da  dann  Endpunkte  aufeinander 
fallen,  in  u  einfache  Linien  zerfallen,  von  denen  jede  in  1 
Zuge  gezeicLiif  t  werden  kann    Wäre  die  Zahl  der  Züge 
80  könnte  das  Lioicngebilde  aus  weniger  als  aus  n  lanien 
entstanden  gedacht  werden,  was  aber  unmöglich  ist. 

Umkehrnng:  Lässt  sich  ein  sneaminenbangendes  Liuiengebilde  in 
n  Zügen  und  nicht  weniger  seichnen,  so  hat  dasselbo  2n  un- 
gerade Punkte. 

Ladenhnif  in  Baden. 

0.  Steinert, 
Lehramt^raktikant. 


7. 

Preleektsats. 

Lehrsats:  Verhalten  sich  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  a:b:e 
=  4  :  d  :  6,  80  ist  der  Winkel  welcher  der  Seite  e  gegenaberliegt, 
zweimal  so  gross,  als  der  Winkel  «,  welcher  der  Seite  a  gegenflber- 
liegt. 

Das  Dreieck  sei  ABC,  nnd  swar 

a  «  nC'y   b=>  CA\    e  ^  AB 
a  -  Wkl.  BAC-,   ß  —  Wkl.  CBA-,  f  ^  Wkl.  ACB 

mithin  die  Bedingung: 

« :  &  •       4 :  5  :6 

die  Bchaoptang: 

Beweis:  Die  Transversale  CD  halbire  den  Winkel  ABC  nnd 
teile  AB  in 

AD  ^  c  —  a   und   JiD  ^  x 

Dann  Yerhallen  sich  die  Stflcke  bekanntlich  wie  die  anliegenden 
DreieeksseitOD,  d.  h.  es  ist 
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odMT,  di  lieh  die  SunniAn  der  2  enCea  and  S  letsteo  Propoitioiie- 
gHader  verhalten  mflisen  wie  die  Hinterglieder: 

also,  ugeimndt  nnf  die  Figur, 

BDiBC--'  BCiAB 
Der  Winkel  /I  bei  £  iet  den  folgenden  Dreleclcen  gemeinsam,  daher  ist 

Dreieck  CBD  ähnlich  ABC 

weil  ein  Winkel  gleich  and  die  ihn  einschliesaenden  Seiten  propor- 
tionirt  sind.  Daraus  folgt: 

WU.  CAB  —  DGB 

oder: 

was  zo  l>ewei&eQ  war. 

Anmerkung.  Die  Grösse  der  Winkel  ist  von  Anfang  an  dnrch 
die  Seitenverliältnisse  belcannt.  Demnach  sind  die  Winkel 

«=5arceoa|  — 41»24'34^64.  .  . 
/f-arccos^g-W'de'ie",  07.  .  . 

y  =  arccos|  =  2arcco8|  — 82»49'9"29  .  .  . 

mit  Lineal  und  Zirkel  construirbar. 

Dorpat  F.  Specht 


8. 

flerleltnof  der  trif onometrischen  Formel  fUr  die  Tangente  des 
halben  Winkels  aus  den  Seileu  de»  ilreieck». 

Dan  Dreieck  sei  ABC^  seine  Seiten 

a  =  BC,   b=sCA^   c  —  AB 

deren  Gegenwinkel  bihw.  «,  Als  bekannt  sei  angenommen, 

dais  deren  Halbirende  AO^  AO,  CO  sich  im  Mittelpnnkte  O  des 
einbeeebriebenen  Kreises  treffen,  dass  die  Fnsspnnkte         F  der 
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Lote  von  o  auf  a,  h,  c  die  Berti brungspuukto  dieses  Kreises  siodi 
und  dass  dessea  Kadius  den  Wert  hat: 

wo    *  I 

Sei  überdies 

m  —  il£  •»  i4F;   p  =s  BF  ^  BD-^    q^ss  CD^  CB 

Dann  hat  man: 

aaB>p-|-g;    6«a9-{-m-,  ©«"•«»-f-J' 

woraus: 

Kan  ist 

also  nach  Einsetzung  der  Werte: 
DorjjMit 

F.  Specht, 
Oberlehrer  eneritus. 
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XUI. 

lieber  rlon  Flachen-  und  lliiumiuhalt  der  durch 
Bewegung  von  Curvcii  und  Flachen  erzeugten 
Flächen-  und  Baumgrössen. 

Chr.  Nehls, 

Wasserbaudircctrr  in  Itauburg. 


Einleitong. 

Dio  Torli^geade  AbhandtiiBg  bescliftfligt  tich  mit  d«r  LOtung 
der  folgenden  Aufgabe: 

„Kino  begrenzte  liaumcurve  oder  oiiio  bogroiiztc  bolirhi^ 
„gekrümmte  Fläche  bewegt  sich,  von  einer  gewissen  An- 
,,fang8lage  ausgebend,  nach  einem  gegebenen  Gesetz,  bis 
„zu  einer  bestimmtou  F^ndlagc  hin  uml  beschreibt  dabei 
„eine  gesetzmässig  begrenzte  Fläche,  bzhw.  ein  gesetzmässig 
„begrenztes  Volamcn;  für  letztere  sind  die  Grösse  der 
„Oberflilche,  bzhw.  die  QrOsae  des  Volnmeiis  zwischen  An- 
„Inngs-  nnd  Endlage  der  bewegten  Gorve  oder  Fläche,  die 
„beide  während  des  entsprechenden  Teils  der  Bewegung 
„unverändert  bleiben  oder  sich  gesetzmässig  ändern  kdn- 
„nen,  allgemeiner  zwischen  zwei  beliebigen  Lagen  derselben 
„ZQ  ermitteln.** 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  im  allgcmciustcu  Sianc  ist  Sache 
der  Integralrechnaug,  wo  sie  in  den  Capitcln  über  die  Complanation 
begrenzter  Flächen  und  aber  die  Knbatnr  begrenzter  Tolnmina  Auf- 
nahme findet;  sie  ist  hier  in  jedem  einzelnen  Fklle  in  endlicher 

Ateb.  d.  ÜXh.  a.  Phjs.   2.  Usike.  T.  XIII.  Ift 
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Form  oder  mit  Auweadang  von  BeiheneDtwickluiigcn  müglicb,  sobald 
die  Natur  der  ia  Rede  stehenden  Bcwegang,  durch  weiche  eben  die 
fraglichcu  Flächen-  und  Raumgrösson  beschrieben  werden,  in  vollem 
Umfang  durch  die  eutsprochenden  Gleichungen  uud  die  Grcii/in  der 
Bewegung  bestimmt  ist.  Auch  dtr  graphischen  Behandlung,  ein- 
schliesslich der  Lösuug  der  resultircndcn  Integrale,  wird  manche 
Aufgabe  dieser  Art  ohne  Weiteres  zugänglich  sein.  Nichtsdesto- 
weniger wird  es  im  einen  wie  im  andern  Falle  unter  Umständen 
die  Arbeit  wesentlich  erleichtern  uud  lurdern  künueu,  wonu  man 
von  den  allgemeioen  Beziehungen  oder  Gesetzen,  welche  auf  diesem 
Gebiete  gelten,  Gebranch  machen  kann.  Um  die  Entwicklung 
aolcber  Beziehangen  und  Gesetze,  soweit  solche  mir  nicht  anderweitig 
bekannt  geworden  sind»  handelt  es  sich  hier,  nnd  Ich  habe  dabei 
namentlich  die  graphische  Lösnag  der  gestellten  Aufgaben  mit  HUtfe 
der  darstellenden  Geometrie  und  der  graphischen  lutegrationsmelhode 
im  Auge;  selbstvorstAndlich  wird  man  bei  diesem  Ver&hren  die  ge- 
legentliche Benntsang  erleichternder  Hülfsrechnnigen  nicht  ans- 
schliessen  wollen,  im  Gegenteil  unter  Umständen  sogar  eine  voll- 
ständig analytische  Lösung  der  graphischen  Behandlung  vorziehen. 
Bezüglich  der  letzteren  vorweise  ich  zuvor  noch,  insofern  es  sich  um 
die  Autlüsnng  bestimmter  Integrale  handelt,  auf  die  am  »Schlüsse 
dieser  Abhainiiuug  benannten,  früher  von  inir  vorfasstou  Schrifteo, 
wobei  ich  bemerke,  dass  andere  Arbeiten  uliuiichor  Art,  so  weit  sie 
mir  bekannt  sind,  nichts  ^^cscuiiich  ^euus  mehr  bieten. 

1)  Ueber  deu  Amsler^schen  Polar-Plaaimeter,  nnd  Aber  gra- 
phisch-mochanisches  Integriren  im  Ailgemdnen.  —  Givll- 
Ingenionr,  Band  XX,  1874;  auch  alt  ergftnster  Sep«rat-Ab> 
druck  erschienen. 

2)  Graphisch-mechanische  Bestimmung  des  aequatorialen  Träg- 
heitsmoments einer  gegebenen  Figur  in  Bezug  anf  eine  be- 
liebige Schwerpuaktsachse  derselben.  —  Civit-Iugeoiear, 
Band  XX,  1874. 

3)  Ueber  graphisch-mechanisches  Integriren.  Gi?il-Ingeni6ar, 
Band  XXI,  1875. 

4)  Ueber  graphische  Integration  und  ihre  Anwendung  in  der 
graphischen  Suitik.  1877.  Hannover,  Verlag  von  Carl 
RUmpler;  jetzt  Dresden,  GhistaT  Kahtmann's  Verlag. 

b)  Graphische  Bestimmung  der  Momente  von  Fliehen  und 
>  Bögen  ebener  Gnrven  nnd  Polygone.  —  Zeitechrift  fttr  Bau- 
wesen,  Jahrgang  XXIX,  1879. 


^ — \ 
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6)  Der  einftche  Balken  »iif  mi  Eiulttateen  nnter  roheiider 
und  bewegter  Lt8t  Hamborg  1885. 

7)  Die  hfthern  Integralcnrven  und  die  Momcnto  der  Flächen 
ebener  Ciu  veu.   Zeitschrift  für  Bauwesen,  Jabrgaug  XXXIX, 


Ich  verweise  aosserdem  noeh  auf  swei  hOchtt  intereuaate 
Schriften  Yon 

1)  Br.  Abdank-Abakanowiez:  LeB  Int^grapbei,  In  eonrbe 
%at£gr«le  et  see  appUeationt.  l&tnde  snr  nn  neoTean  ajsUme 
d*iBUgTateor8  m^caniqneB.    Paris,  Gauthier Villars,  1886. 

In  deutscher  Uebersetznng  unter  dem  Titel.*  Die  Integraphen. 
Die  IntegriUcurve  und  ihre  Anwendung  von  Br.  Abdank- 
Abakanowiez.  Deutsch  bearbeitet  von  Emil  Bittcrii.  Mit 
130  Fignrco  im  Text.  Leipzig.  Druck  and  Verlag  ven  B. 
G.  Teubner.  1889. 

2)  Alfred  Amaler:  Ueber  den  Flicheninbalt nnd das  Yolamen 
dnrch  Bewegnng  enengtor  Cnrven  nnd  Flleben  nnd'  Uber 
meebaniscbe  Integrationen.  Sehaffhansen,  H.  Maier,  1860. 

In  beschränktem  Urafiiiig  wird  die  auf  Seite  22Ö  zur  Lösuug  ge- 
stellte Aufgabe  in  dea  Lehrbüchern  der  Physik  und  Mechanik  be- 
handelt in  der  Theorie  des  Sebwerpookts ,  wo  das  Yoinnien  des 
sebief  abgeschnittenen  Qylinders  und,  mit  Hfllfe  der  Qnidin'scben 
Segeln,  Obeiflftcbe  nnd  Volnmoi  solcher  BotationB-Flftehen  and 
KArper  bestinunt  werdsii,  welebe  dnrch  Drehnng  ebener  Cnrven  nnd 
FIlGhen  mn  eine  in  Ibnr  Ebene  liegende  Aebse  erzeagt  werden. 

Ich  führe  hier  deshalb  /uuäch&t  die  Darstellung  dieses  Gegen- 
sUudes  an,  and  zwar  fasL  würüich  in  der  Bebaudlung,  welche  die- 
selbe findet  in  dem  bekannten  „Lehrbuch  der  analytischen  Mecha- 
nik** von  Dabamel;  deotecb  beraasgegeben  von  Dr.  Oscar  ScidO- 
milch.  8to  Anflige.  Leipzig,  B.  0.  Teabner,  ISSS,  Band  1,  Seite 
I63^156b 

§  1.  Volumen  des  schief  abgeschnittenen  Cyiinders. 

Das  Yolamen  V  eiaee  abgeetampftea  —  d.  b.  eines  schief  ab* 
gesehattteaen  —  Cyiinders,  dessen  Grnndfliche  in  der  «y-Ebene 
liegt,  and  dessen  erzeugende  Geraden  senkrecht  aaf  dieser  Ebene 
stehen,  wird  aasgedrflckt  durch 


l889. 
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Nektt:  (kbv  dat  ÜiAolf  Ar  dwvk  BcrnyiiNy  von  Cunm 


dabei  ist  «  die  zu  «  und  y  gehörige  dritte  Coordineto  einee  Penktos 

seyz  der  oborn  Grundebone,  and  die  Integrationsgrenzen  bestilliacB 
sich  dorcb  die  Peripherie  der  gerad-  oder  krommlinig  begrenzten 
Basis.  NeoDen  wir  ^  den  Meigangswinkcl  der  oberen  gegen  die 

Onnd-  oder  ^Eben«,  »>  ist  -^^^  dM  Etoneirt  d«r  oben. 

*^  COS  9 

Fläche,  mithin  deren  Gesamtinhalt 

~  COS  V 

wenn  B  den  Inhalt  der  Basis  bezeichnet  Ferner  wird  der  Abstand 
des  Schwerponlits  der  obem  Flftche  von  den  Ebenen  bestimmt 
durch  die  Formel 

B  p  pz .  d«  dy 


19»   ^    JJ  c< 


COS^     '     J  J  C0B9 

oder 

woran»  in  Verbindnng  mit  dem  Vorigen  folgt: 

Pas  Volnmen  ist  also  gleich  dem  Prodnct  ans  der  Basis  in  die  Höhe 
des  Sehwerpunkts  der  ehern  Flftche  Ober  der  Basis. 

Fflr  die  (ibrigeu  Coordinaten  und  jfi  des  Schwerpunkts  der 
uberu  BegriMi/ungsflächc  hat  mau 


cosy        «/  «/  ^9 

oder 


dxdy 


oder 


108  9>  J  J      COB  9 

•  yi  =  ^  ^  y  .didi/ 


Die  Formeln  für  .  ,  .  yi  und  /; .  «i  sind  ganz  dieselben ,  als 
wenn  es  sich  um  den  Schwerpunkt  der  Basis  handelte,  folglich 
liegen  die  SL'hwerpnnktc  <ler  beiden  Endflächen  in  einer  und  der- 
selben Senkrechten  auf  der  Basis. 

Einen  abgeslnrnpflon  Cylinder,  dessen  erxcngende  Gerade  schief 
gegen  beide  Begrensnngsebenen  gerichtet  sind,  kann  man  als  den 
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ÜBterwbied  zweier  Cyliuder  ansehen,  welche  den  Normalqucrschnitt 
zur  gemeinschaftlichen  Basis  haben;  die  Differenz  der  beiden  Per- 
pcndikcl  von  den  S«'hworpunkten  der  boition  Eudfliichcu  dos  ur- 
sprüiiglicben  Cylindcrs  auf  die  gemeinsame  Basis  des  neuen  Tvlinders 
ist  nichts  Anderes  ^als  die  Verbindungslinie  jener  Schwerpaukto. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

,,Das  Volumen  eines  beliebigen  scblef  abgeschnitleuon 
„Cylindcrs  ist  gleich  dem  Product  aus  dorn  Normalquor- 
„schnitt  des  K(irpers  in  die  Verbindungslinie  der  Schwer- 
„paukte  seiner  beiden  ebenen  Endflächen.'^ 

Man  fcano  diesen  Sata  auf  einen  andern  Ansdrnck  bringen,  wenn 
man  berflcksicbtigt,  dass  das  Yerhftltniss  des  Nornialscbnitts  m  einer 

der  £ndfiäeheu  gleich  ist  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  beiden 
Ebenen  oder  gleich  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  einer  ei/^cu- 
gendun  Geraden  des  Cylindcrs  und  jener  Euddäche,  und  fulgltch 
gleich  ist  dem  Verhältnisse,  in  welchem  der  Abstand  des  Schwer- 
punkts der  zweiten  Endfläche  von  der  ersten  zur  Entfernung  beider 
Schwerpunkte  steht.  Der  Satz  lautet  nunmehr: 

„Das  Yolumon  eines  beliebigen  scliief  abgeschnittenen 
„Gylinders  ist  gleicb  dem  Product  ans  der  einen  B<^(n}n- 
„sangsfl&che  in  die  aus  dem  Schwerpunkt  der  zweiten  Bo- 
^grenzuugsfl&che  auf  die  Ebene  der  ersten  ge^Uto  Senk- 
„recbte/^ 

§  2.  Die  Gnldin'schen  Regeln. 

Sind  Tg  und  x  die  Ahsiisscn  der  Endpuuktc  eines  ebenen 
Curvcubogeus  «,  so  bestimmt  sich  die  Ordinate  des  Schworpankts 
von  s  durch  die  Formel 

litsst  man  tienbeiben  Üogen  a  um  die  j-- Achse  sich  drehen,  so  be- 
bchreibt  er  eine  Fläche,  doreu  Inhalt  F  bei  einer  vollen  Umdrebnug 
durch  die  Formel 

X 

gegeben  ist;  ans  der  Vergleicbvng  beider  Formeln  erliftlt  man 
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„Der  Inlnlt  der  BotationifflftGlie,  welche* ein  ebener 
„Giirv«ilK»g6n  bei  ümdreboog  um  eine  in  aeiner  Ebene 
„liegende  Achse  besehreibt,  ist  gleich  dem  Prodnct  aas 
„der  Länge  des  erzeugenden  Bogens  in  die  von  seinem 
MSchwerpankt  beschriebene  Kreisperipherie.'* 

Ein©  obcno  Fläche  F  werde  ciuerseits  durch  zwei  iu  den  Eut- 
femnngcu  und  x  parallel  vst  y-A^e  gelegte  Gerade,  andererseits 
durch  2W6i  Cnrven  begrenzt,  deren  snr  Absefsse  x  gehörende  Ordi- 
dinaten  nnd  y  hoissen  mögen;  die  Ordinate  des  Schwerpunkts 
Ton  F  ist  dann  dorch  die  Fermel 


bestimmti  lä^st  mau  ferucr  die  Fläche  F  um  die  ^-Achse  &ich 
drehen,  so  beschreibt  sie  einen  KOrpor,  dessen  Yolamon 


„Das  Volümen  des  Kolatiouskurpurs,  den  eine  ebene 
„Fläche  bei  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  EbeDC  liegende 
„Achse  beschreibt,  ist  gleich  dem  Producte  aus  dem  Inhalt 
„dieser  Fläche  iu  die  von  ihrem  Schwerpunkt  durchlaufene 
„Krelsperipherie.^* 


Diese  beiden  Sätze  zusammen  bilden  die  sogen.  Guldin'aohen 
Recreln*),  nach  weichen  man  Complanationcn  von  Umdrehun^^'s- 
flächen  und  Kubaturen  von  Kütalioiiskörpcru  leicht  ausführen  kann, 
sobald  der  Schwerpunkt  der  cr/uugendcu  Corvo  oder  Fläche  ohne 
besondere  Rechnung  aas  einfachen  geometrischen  BetiachtUDgon  za 
crniiUL'lii  ibt.  


*)  AnD«r1ittng.  Pmal  Onldimif  (1677—1  SIS)  bMchr«ibC  dine  Regeln 
In  stlncn  Werk:  Centrobaryc*  sen  de  cratro  gravttatij  etc.  (Wien  1C35), 
doch  k'-mm^n  flic^rihon  ^rhon  t)oi  Pnpptis  vor,  der  am  die  Wende  des  Sten 
und  4teD  Jahrhaoderta  in  AlsMadrien  lebte. 
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Bei  einer  Loilweisca  Umdrehung  sind  dit>  beschriebenen  Fliiclicu 
oder  ^'(Jluraeu  proportional  dem  Winkel,  um  welche  sich  die  erzeu- 
gende üurve  oder  Curvenüftche  gedroht  hat;  daraus  folgt,  dass  dio 
Gnldiu'scben  Regeln  auch  für  teilweise  Rotaüoneu  gelten,  wenn  man 
bUtt  des  ganzcu  Kreisamfangs  nur  den  vom  Schwerpunkt  darch- 
Uofenen  Kreisbogen  in  Rechnung  stellt. 

Dreht  sich  eine  ebene  Flilche  der  Reihe  nach  um  mehrere 
Achseii ,  so  erhält  man  das  orTmQto  Vohimrn  ilan-h  Mnltiplication 
des  Inli&Ites  dvr  hcwej^ten  Fläche  mit  der  ^Summe  «Irr  stKvessiv  von 
ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Bögen.  Hierbei  konmit  auf  den 
Abstand  der  Drehungsachsen  nichts  an  und  daher  bleibt  der  Satz 
auch  bei  unendlich  kleinen  Entfernungen  der  Achsen  noch  richtig, 
vorausgesetzt,  dass  letztere  immer  in  der  Eheiie  der  bewegten  Figur 
Ueiben;  in  diesem  Falle  können  zwei  aufeinander  folgende  Drehungs- 
aebsen  ebensowo)  parallel  sein  alfl  sieh  schneiden. 

Ein  Beispiel  hier/n  p^iebt  die  Bewegung  einer  ebenen  Figur, 
wenn  diese  immer  normal  auf  einer  bestimmten  Plancurve  bleibt, 
von  letzterer  immer  in  dem  nämlichen  Punkte  getroffen  \vird ,  und 
wenn  alle  ihre  Punkte  Curven  beschreiben,  die  jener  Directrix  pa- 
rallel liegen.  Die  Bewegung  besteht  in  diesem  Falle  ans  einer  ste- 
tigen Folge  unendlich  kleiner  Drehungen,  deren  Mitteipuukie  die 
KrOmronngsmittelponkte  der  Leitcnrre  sind  auch  kann  man  sich  die 
Bewegung  so  Torstellett,  als  ivflre  die  eneogende  Planfignr  erst  am 
einen  Cylinder  heromgelegt  gewesen,  dessen  Basis  die  £?olnte  der 
Direetriz  ist,  und  würde  na<ihher  abgewickelt  Der  vorigen  Be* 
merlniiig  nfolg«  behSlt  die  Gnldin'sche  Begel  ihre  GflUigkeit  nach 
fb>  diesen  JMl 

Dasselbe  findet  noch  allgemeiner  statt,  wenn  man  eine  Plantigur 
so  fortbewegt,  dass  sio  von  einer  gegebenen  Curve  dü]ii) citri-  Krtlm- 
mung  in  immer  demselben  Punkte  normal  geschnitten  wird  und  wenn 
man  zu  Achsen  der  anf  einander  folgenden  Drehungen  die  Perpen- 
dikel itiiumt,  weiche  in  den  KrQmmungsmittelpunkteu  der  Directrix 
anf  den  entsprochenden  oscolirenden  Ebenen  derselben  errichtet 
sind.  Denn  obschon  die  sneoasriTen  Drehangsachsen  sich  In  «fiesem 
Falle  nicht  schneiden,  so  verschwindet  doch  beim  Uebergtnge  lar 
Orense  der  entstandene  Fehler,  well  die  Eatfemnng  swder  Nach- 
baradisen  eine  anendlich  kleine  OiOsse  von  höherer  als  erster  Ord- 
nang  Ist  Han  kann  die  genannte  Bewegung  dadnrch  veranschaa- 
lichen,  dass  man  sich  die  Planfignr  erst  anf  die  Fläche  gelegt  denkt, 
welche  den  geometrischen  Ort  der  suooesriven  Drehungsachsen  bildet, 
«nd  nachher  die  Figur  ohne  Gleitong  abwickelt.  Bei  diesen  anf 
einander  folgenden  Drehnngen  beschreibt  die  Planfignr  ein  Yolnroen, 
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wdcbos,  der  Galdin'schcn  Begel  zafolge,  dem  Producte  aus  dem 
Inhalte  der  Figur  iu  den  Weg  ihres  Schwerpunktes  gleidikoniint. 
Der  Satz  modifidrt  sich  jedoch  in  dem  Falle,  wo  die  erzeugende 
Fignr  von  den  sttccesBiTeo  DrebuDgsacliBen  geschnittea  wird. 

In  dem  Boche;  ,^e8  Ingeniears  Taschenbuch.  Hcraosgegeon 
▼on  dem  Yerein  ,3ot(e*S  Auflage  13.  Berlin,  Yeriag  von  Ernst  & 
Koro,  1887",  Seite  106  wird  der  wesentlich  mit  den  ang«gebonen 
Wortlaut  ttbereinstimraenden  Fassung  der  Regeln  noch  die  Bemer- 
kung hinzugefflgt:  „vorausgesetzt,  dass  die  erzengcudo  Linie  — 
bzhw.  Fläche  —  auf  einer  Seite  der  Achse  liegt  —  Diese  Regeln 
gelten  tlberhaupt,  wenn  die  sich  bewegende  Ebene  stets  auf  der 
Richtung  der  Bewegung  senkrecht  steht  und  die  Figur  atif  oiiior 
Seit«  der  Drehachse  liegt."  Dass  die  Figur  auf  eiuir  S-  ito  der 
Drcbacbso  liege,  ist  natttrlicb  auch  bei  Dubauicl  Voraussetzung. 

Die  Grenxen  dieser  Darstellnng  werden  anch  in  den  mir  be- 
Icannten  Werlfen  anderer  SehriftsteUer  höchstens  nach  der  Richtung 

bin  noch  überschritten,  dass  sie  auch  die  Oberfläche  des  schief  ab- 
geschnittenen Cflinders  mit  in  Betraclit  ziehen.   Ich  werde  im  FoU 

genden  zeigen,  dass  eine  systematische  Behandlung  der  Aufgnbo  zu 
einer  erheblichen  Erweiterung  der  Grenzen  des  ganzon  Gebiets  fülirt, 
jedoch  nur  in  dem  Falle,  wo  man  es  mit  der  Bestimmung  des  durch 
eine  gesotzniässig  bewegte  Flüche  beschriebenen  Rauminhalts  zu  tuu 
hat.  Zunächst  füge  ich  noch  einige  Worte  hinzu  in  Bezug  auf  den 
schief  abgeschnittenen  Cyliuder,  welche  für  graphische  Behandlung 
der  betreffenden  Auigabea  nicht  ohne  2>utzeu  sind. 


i  S.    Ergänzung  iu  Bezug  uulVulumcu  uud  Ober  fluche 
des  schief  abgeschnittenen  Cylinders. 

In  Figur  1.  stelle  OA  eine  durch  die  7-Achso  gelegte  Ebene 
dar,  welche  mit  der  JCy-Ebene  den  Winlcel  S  bildet.  Zwischen  den 
Ebenen  OA  und  JTF,  welche  letztere  hier  d«r  Gleiehidrmigkclt  wegen 
mit  OX  bezeichnet  werde,  liege  ein  beliebiger  Cylinder,  auf  dessen 
Volumen  sieh  die  folgende  Betrachtung  bezieht 

Die  y*Acbse  ist  die  gerade  Linie,  in  welcher  sieb  die  Lbuueu 
der  Endflaeben  des  Cylinders  schneiden.  Es  sei  F'  die  untere,  F** 
die  obere  Endfläche,  P*  ein  Punkt  in  jener,  P*'  der  entsprechende 
Punkt  in  dieser  Flftche,  u'  der  Abstand  des  Punktes  P'  von  der 
Ebene  CM,  der  Abstand  des  Punktes  P"  von  OX  Die  Coordi> 
naten  von  P*  seien  x  und  und  das  an  P'  liegende  EUement  der 
Flftche,  bestimmt  durch  dse  und      sei  d>F';  dann  ist 
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1)  d*F'  '•^dxdy 

M QltiplicirC  mau  das  mit  so  erhilt  man  das  ao  dem  Punkt  P' 
stebende  Volomouolomout  dos  Cyliuders  mit 

fiK-  Ii"  .  rf«  .      =  t*"  .  dxdy 

and  wenn  man  diese  Gleichung  iutegrirt  iu  Bezog  anf  die  ganxe 
FIflcho  F\  so  erhält  man  das  Volamen  des  üy linders 

2)  y^j'J u"  .^F*—  J    vi'  ,d»d9 

Au  dieser  Gleichung  ist  intoressant,  (T?iss  sie  ganz  unabhängig  ist 
vou  der  Neigung  der  Scittni  des  Cyliuders  gegen  die  zu  OK,  der 
Dorchschnittsliiiiü  der  Eudflächou,  uormale  Ebcucu  .VZ.  Man  kauu 
demnach  die  Endflächen  F'  und  F"  iu  der  Richtung  jeuer  Liurch- 
schuittsliuiü  beliebig  gegen  cinaudcr  verachiubeu,  ohuü  da»s  dadurch 
au  dem  Voluaieu  des  Cyliuders  etwas  geäudcrt  wird.  Ich  uthnio 
deshalb  den  einfacbten  Fall  als  Grandlago,  wo  uftmlich  der  Cyliuder 
parallel  zur  XZ-£beue  Hegt;  die  bezügliche  Untersochung  ist  in 
diesem  Falle  wesentlich  rein  planimetrischer  Art  fttr  letztere  Ebene. 

FQr  den  Scbwcrpuukt  von  F'  werde 

uud  cbcuso  für  denjcuigeu  vou  werde 

es  ibt  aisü  "5'  der  AbaLaud  dos  Schwcrpuuiaes  der  1  iaclio  F'  vou 
OA^  UfI'  der  Abstand  des  Schworpuukts  der  Fläche  F"  \uu  OX. 
£s  sei  ferner  noch 

Wkl.  AOZ  -  d,   Wkl.  P"P*X  -  tt 

Setzt  mau 

op"  V 

so  folgt  ans  dem  Dreieck  ÜP'P"  nach  der  Sinosregel: 
•'"sin(«~d)«-«-* 

also: 

do  —  -7—}  jT  «fo;  «■  it  .  ooe 

8in(a  — d) 

also: 

4)  ^dv  .dy^n,dmdymmn.  d*F' 

Ans  der  Fignr  entnimmt  man  weiter: 
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6)  dB* 

X  ü 

ebenso  i&t 

6)  sind- 5^'-. 


Mit  Httlfe  der  Otdclinngeii  3)  und  4)  kann  man  die  Gleichang  3) 
auf  folgende  Formeii  bringen 

« yy*  ••'•^''^•"iyy 
« i  yy* 

Die  Aatfttbrnng  der  Integrftüonen  ergiebt  mit  Berngnabme  nnf  die 
Scbwerpunktc  von  F'  uud  F"t  für  welche  die  Gleicbnngen  6)  ent- 
wickelt aiad,  folgende  Beiiehaogen,  in  denen 

ein« 

ist: 


8)  F- yy* V'i^— n.v •^'-«••»«^•«to-f' 
«yy  .   -  V .  -  i .  V . 

—  i ,  sind  •    .  JF" 
II  ■ 

Diese  GlcichuDgon  wiederholen  in  ihren  ersten  Tcileu  nur  ein  in 
Kr.  1  bereits  entwickeltes  Resultat;  die  folgenden  Teile  dagegen 
zeigeil,  dass  man  für  die  Bestimmung  von  K  nicht  dos  Sihwrrpunkts 
von  F'  oder  F'\  sondern  nur  einer  Schwerpunk uliuic  von  einer 
dieser  beiden  Flächen  bedarf,  die  der  Durcbschnittslinie  Y  der 
Ebenen  dieser  Flüchen  parallel  ist,  und  sie  zeigen  ferner,  dass  es 
genügt,  diu  Lage  dieser  Schwcrpuukläiiuic  uud  die  Fläcbengrobse 
fOr  eine  and  dieselbe  Fläche,  F'  oder  J'",  zu  bestimmen,  dass  man 
demnacb,  wenn  der  Cylinder  im  übrigen  genügend  bestimnit  iet, 
Oberbaiipt  nor  eine  der  l>eiden  Endflächen  zn  Yeneichnen  bnnebt. 

Für  die  Oberfläche  eines  normaleu  sebief  abgescbnit- 
tenon  Cylinders'')  ündet  Folgendes  statt: 


*)  Em  hand«lt  rieh  nar  vm  dt«  Cylladeriliche,  nlebt  um  die  «baiMn  Bad* 
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Ist  der  Cylinder  normal,  so  ist  a  =  90*.  Ist  «  der  Umfang  der 
Basis  in  der  Ebeuo  OX,  also  ein  Differential  dieses  Uiufaiigt» 
Idr  den  Fuukt  ory,  so  ist  dio  Oborfläcbo  bestiiuml  durch  die  Gleichung 


O  -  J^u"  .  d* 


Uierin  ist 
alio  Meli 


Das  Integral  ist  das  Moment  des  Umfangs  von  F*  in  Boing  anf  die 
Sehnittlinie  der  Ebenen  OJtnnd  OA  Ist  «r»  der  Atistand  des  Schwer- 
pankts  des  Umfangs  von  der  SebnittUnio,  «•  sein  Abstand  von  OA^ 
so  findet  statt: 

und  weuu  mau  das  einsetzt  in  die  Gleichang  für  o,  so  erhält  m&n 

O     tg^  .  r« 

Die  Integrale  sind  auf  den  ganzen  Umfang  des  Normalschnitts  F' 
zu  beziehen.  —  Das  ResuUaL  lautet  iu  Worten : 

,,Die  Oberfläche  eines  schief  abgeschnittenen  normalen 

„Cylinders  ist  gleich  dem  Umfang  des  Normalschnitts, 
„roultiplicirt  in  dem  Abstand  des  Schwerpunkts  dieses 
„Schnittes,  normal  zu  dessen  Ebene  gemessen,  von  der 
f,gen6igteu  Ebene  der  audtrn  KiKiHäclie.  Zur  Bestimmung 
,Jenes  Abstandcs  genügt  die  Bestimmung  einer  bchweriinie 
,.fur  den  Umfang  des  Normalschnitts  parallel  zu  der  lotzt- 
„gtjuanuten  Endfläche." 

Steht  keine  der  Endflächen  des  Cylinders  normal  in  den  Seiten 

desselben,  so  ist  es  am  beqaomstcn,  zunächst  einen  Normalschnitt 
and  dann  den  Schwerpunkt  seines  Umfangs  za  bestimmen  Die 
Oberfläche  ist  dann  gleich  dem  Umfang  dieses  Normalschnitts,  raulti- 
plicirt  in  die  Lauge  einer  von  Endfläche  zu  Endfläche  parallel  zu 
den  Seiten  des  Cylinders  durch  jenen  Schwerpunkt  gezogeneu  ge- 
raden Linie. 


S  4.  Allgemeine  Betracbtnngen. 

(Lage  des  Coordinatensyetcms  und  Richtung  der  positiven  oder 
negativen  Drehung.  Lage,  Richtung  und  Projection  von  Linien  und 
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FlftchcD.  Vorzeichen  <!tT  durrh  die  Bewegung  voo  LiuicD  und 
Flächen  beschriebenen  Hächcu  uud  Haunigrüsseii.  Allgemeine  Re- 
sultate in  Bezug  auf  üio  Grösse  der  letzteren  für  ]>arfill«'le  Ver- 
schiebungen und  für  Drchbeweguugen.  Zusauimciisctzung  und  Zer- 
legung von  rarallel-Ycrschicbungcu  und  Drehungen.) 

In  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  pflegt  mau,  wenn  man 
mit  rechtwinkligen  Coordinaten  arbeitet,  die  Achsen  des  Systems  in 
der  Regel  so  zu  legen,  wie  Fig.  äa  zeigt  Die  Richtnng  der  posi> 
ttven  X-Achse  geht  vom  Anfangspunkt  O  aas  Ton  links  nach  rechts, 
and  die  Richtnng  der  positiven  y-Aehse  liegt  an  der  linken  Seite 
eines  Beobachters,  der  sich  in  O  auf  der  Cnordinaten-Ebene  auf- 
stellt und  nach  der  Kichtung  der  positiven  ^-Achso  sieht  In  Fig. 
2b  ist  die  Richtung  der  positiven  i -Achse  die  entgegengesetzte. 
Alle  I)rehbewegunc;en  nm  den  Anfangspunkt  O  werden  entsprorhcnd 
der  alphabetischen  Folge  der  Ruchstaben  im  erstt  n  Fall  in  der 
Kichfuuj^  voll  rechte  nach  links,  d.  h.  in  der  Rielitini-'  von  der 
rochteu  Seite  eines  in  0  stehenden  Brohaeliters  \or  deiüMlbeii  vorbei 
nach  der  linken  Seite  hin,  im  zweiten  Fall  in  der  Kielitung  von 
links  nach  rechts  als  rechtliuifig,  direet  oder  positiv  auigefasst^ 
eine  Drehung  iu  entgegengesetztem  Siuoe  ist  rftckläutig,  iudirect 
oder  negativ.  Denkt  man  sich  ein  bewegliches  Coordinatensystem, 
welches  vor  der  Drehung  mit  dem  festen  System  zusammenfällt«  so 
bringt  die  positive  Drehung  nm  O  die  bewegliche  positive  X-Achse 
bei  einem  Drehwinkel  von  90*  in  die  Richtnng  der  positiven  7* 
Achse. 

Geht  man  von  den  Coordinaten  der  Ebene  Uber  zu  denjenigen 
dos  Raumes,  so  kommt  zu  den  zwei  Achsen  X  nnd  F  noch  eine 
dritte  Achse  Z  binzn,  die  im  Ai.fangspuukt  O  zü  den  beidcu  andern 
Beukrecht  steht.  Je  nachdem  man  für  die  Acltsen  X  und  Y  die  Lagen 
Flg.  2  a  oder  Fig.  2b  wählt,  kommt  man  dann  zu  den  iu  Fig.  3a 
uud  3b  in  Parallelprojectiou  gezeii  hueteu  Aiensystemen.  Beide  Arten 
des  Systems  werden  vielfach  angowendot.  Auch  bei  Kaum  Cooriii- 
naten  ist  es,  wie  iu  der  Geometrie  der  Ebene,  gebräuclüich ,  den 
Siuu  oder  das  Vorzeichen  der  Drehung,  welche  ein  räumlichoi  Ge- 
bilde um  irgend  eino  der  drei  Achsen  ausführt,  durch  die  Bnch- 
stahenfoige  dw  Achsen  (xy,  yz^  m)  zu  bestimmen.  Man  denke  sich 
mit  dem  Banmgebilde  ein  zweites  Axensystem  fest  verbunden,  welchea 
in  der  Anfangslage  des  Gebildes,  mit  dem  es  alle  Bewegungen  ge- 
meinsam dnrdimacht,  mit  dem  ersten,  fitsten  System  der  Achsen 
znsammenlftllt  Dreht  sich  jenes  Gebilde  nm  die  feste  X-,  bzhw. 
nm  die  Y-  oder  Achse,  so  ist  die  Drehung  positiv,  wenn  die  be- 
wegliche positive  r- ,  bzhw.  Z-  oder  X-Achse  nach  einer  Drehung 
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TOtt  90®  mit  der  festen  positiven  Z- ,  bzhw.  X-  oder  K  Achse  Ett- 
Mmmen^lt  Fttr  einen  in  der  positiven  Drohacbse  mit  den  Fttssen 
in  O  stehenden  Beobachter  sind  diese  Drehungen  in  der  Anordnung 
Figur  3  a  positiv  in  der  Richtung  ?on  rechts  nach  iinks,  nmgekehrt 
in  der  ADordaang  Fig.  3  h. 

Ich  werde  mich  im  Folgenden  derjenigen  Lagen  der  Coordinaten- 
systeoiö  bedienen,  welche  in  deu  Figuiea  2  a  und  3a  dargestellt  sioJ, 
80  dass  alle  Drehungen  als  positiv  oder  rcchtlfiutig  gelten,  wenn  sie 
ie  der  BichUmg  to&  rechte  nach  linka,  d.  i.  gegen  die  Bichtang  der 
Bewegung  der  Zoigec  einer  ühr,  deren  Ziffemblatt  dem  Beschauer 
SQgewendet  iet,  erfolgen. 

In  der  Goomelrie  des  Raumes  muss  man  überall,  wo  es  sich 

am  die  Feststellung  dos  Sinns  oder  Verzeichcus  von  Richtungen 
handelt,  für  jede  in  Betracht  kommende  Fläche,  also  auch  für  jede 

der  CoordinalftQ-Ebonen,  die  beiden  Seiten  der  Fläche,  bzhw.  dieser 
Ebene  unterscheiden.  Wo  das  erforderlich,  nehme  ich  dienigo  Seite 
der  -TF-,  TZ-,  ZX-Khanv  als  die  vordere,  äussere  oder  positive  an, 
well  he  der  positiven  Richtung  der  ihr  zugeordneten  und  zu  ihr  nor- 
mal stellenden  Coortlui.itcu-Achse,  d.  i.  der  pusitiven  Z-,  X-,  1- 
Achse,  also  auch  dem  iiaumaclitel  -f- x -J- j/ -|- -  zugewendet  ist  Ilat 
also  ein  beliebiger  Punkt  eines  Raumgcbildes  die  CoordmaLon  xj/s^ 


In  der  Geometrie  der  Ebene  hat  man  es  nnr  mit  einer  Seite 
der  Coordinaten-Ebene  so  ton. 

Eine  beliebige  Strecke  1\  1'^  irgend  tiner  geraden  Linie  pro- 
jicire  sich  auf  die  Coordinaten  Achsen  i\  Znach  /'i'/«',  Pi'i's", 
Pj^/'j*.  Ist  die  gegebene  Strecke  m  der  Richtung  i'jP^  als  positiv 
zu  rechnen,  so  ist  sie  in  liezug  auf  die  A'-,  F-,  .^-Aclie  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  die  oben  genannten  Projcctioncu  dio  Richtung 
der  positiven  A'.,  F-,  j?-Achso  oder  die  entgegengesetzte  Bichtung 
haben. 

Eine  beliebig  begrenzte  ebene  Fläche  F  liege  in  der  Ebene 
deren  Gicichung  angogobeu  sei  in  don  Formen: 


1}   ux-^bp+a-i-d  -  ü 


(P. 
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Die  letztere  Form  ist  aoter  dem  N«meii  „Normftigleichoog  der 
Ebel 6**  bekuat;  in  derselbea  tot  p  die  Lftnge  der  vom  Aofimge- 

punkt  auf  die  Ebene  gezogenen  Normalen,  and  l,  f»  and  v  sind  die 
Winlrel,  welche  diese  Normale,  deren  Richtung  darch  N  angodentet 
werden  möge»  mit  den  positiven  Achsen  bildet  Die  Qleicbnngen 
von  H  sind : 

3)  « ^  — f  —        .  »  (N. 
'  co§¥  •  '     cos  y  ^ 

üeber  die  Richtung  einer  auf  einer  Geraden,  hier  der  Normalen 
iV  zu  messenden  Strecke  in  Bezug  auf  die  drow  Coordinaten- Achsen 
war  schon  oben  die  Rede.  Stellt  man  nun  fest,  dass,  wenn  sich  auf 
der  Normaleii  in  der  positiven  liiciituhg  eia  i'unkt  von  der  einen 
Seite  der  Ebene  durch  dieselbe  hindurch  bewegt,  diejenige  Seite  der 
Ebene,  welche  fftr  diese  Bewegung  die  Anstrittsseite  Ist»  die  positive 
Seite  der  Ebene  sein  soll,  so  liegt  mit  der  Normalen  anch  die  zn- 
gehörige  Ebene  nach  Lage  nnd  Richtung  vollständig  fest  Yoraas- 
setsnng  ist  hierbei  aatlirlich,  dass  diese  Feststellnng  mit  den  flbrigen 
bereits  getroffenen  Bestimmungen  nicht  im  Widerspruch  stehe;  dass 
solches  nicht  der  Fall  ist,  wird  weiter  nnten  nachznweiaen  sein. 

Es  möge  Gleichung  1),  wenn  man  dieselbe  mit  einem  Factor  n 
muliipUcirt,  mit  Oleichnug  2)  gleichlautend  weiden,  dann  findet  man, 
in  ROcksicbt  darauf,  dass  stattfindet: 

4)  cos'A4-cos*|i4-cos'y  » 1 
die  folgenden  Bexiehnngen: 

d     .        d  d  . 

p  mm  COSA  —  —  rCOS«  —  cos»  —  —  «d 

d 


5j     j  :pya»-i-6«H.c« 

COSi  r:rr-  rr=:     COSlI  »   

cos  y  ^  ^ 

Das  ±  Tor  dem  Wnrxelieiehen  ist  so  su  verstehen,  dass  man  von 
beiden  Yonelcben  da^nlge  zu  wählen  bat,  welches  bei  gegebenen 
i,  fft  und  V  die  leisten  drei  Oleichnngen  Identisch  macht;]  natürlich 
gilt  Ar  alle  drei  dasselbe,  und  in  der  Oleichung  fflr  p  das  entgegen- 
gesetzte Torzeicheo.  Ist  z.  B  A  <90S  so  ist  cosi>^0,  nnd  man 
hat  ftr  die  WurselgrOssen  das  obere  oder  das  untere  Vorseiehea 
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20  wiUen,  je  nielideiii  a  >  0  oder  a  <  0  ist  Hacbt  ntn  «lio 
dareli  Unkehniiig  aller  Yoneiclieo  in  CMeiehvng  1),  wenn  a  nega- 
liY  mr)  ^  OrOsu  o  poeitiT,  so  hat  man  dai  oben  Tomicliett  an 
wiUen,  ivann  i  <  90*  ist 

Mao  erkeuul  leicht,  dass  ätaUüudöa  muss: 

C08(A,  X)  »  cos  (F,   YZ)  =  C08i  = 

COt(*V,  ZJ  =  C08(i^,  -Xi  )  -  COS  V  -  ^-^^^p^p 

coa(iy,  rZ)  =  cos(/;  JC)  =  ain  A  -  ± 
7)        I  eo8 W  XZ)  -  co8(F,  r)  =  sin^  -  ± 

Setzt  man  nach  oinander  1,  |i»  v  gieieh  nnU»  lo  flUIt  in  glaleher 
Folge  die  Normale  N  der  Ebene  F  zusammen  mit  der  positiven  X*, 
F-,  Z-AchM  nnd    wird  perallel  der  FZ-,  iCFGhene. 

Die  Projeetion  der  in  dar  Ebene  Fliegendon  begrenzten  Fläche 
Faiif  aiae  beliebige  andere  Ebene  ist  derjenige  Teil  dieser  Ebene, 
welcher  von  der  Projeetion  des  Umfhngs  divFlAehe  F  eingeschlossen 
wird.  Die  Fliehe  Fkann  in  der  Ebene  F  anf  der  positiven  (tnssem) 
oder  auf  der  negativen  (i>Mm)  Sdte  Uagen.  Im  ersten  Fall  sind 
in  leicht  verstftndUcher  Besdcfanung  die  Projectionen  von  aaf  die 
Coordinaten-Ebenen: 

—  Jks  j*.  cosi  — 


In  ROefnicht  auf  61.  4)  folgt  hieraus: 
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Die  Projectioucii  suii  i' siuU  uach  deu  Gleichungen  8)  positiv, 

( Svo"!   -    1  Suv:: } 

betreffenden  CoonUnaten-Ebene  zugewendet  ist»  was  gleicbbedoatend 
iBt  damit,  daes  die  Normale  d.  !.  die  Achse  der  Ebene  F  mit 
der  Achse  dieser  betreffenden  Coordinaten-Ebene  einen  Winkel  bildet, 
der  kleiner  als  90®  Ist  —  Umgekehrt  ist  es,  wm  die  begrenzte 
Flftche  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  F  Hegt  Denkt  man 
sieb  diese  Ebene  dorchsicbtig,  so  erseheint  dieselbe  Flftche,  die  anf 

der  positiTen  Seite  |  JJ^"''^^^^ 

umsclircitot  man  die  Flächo,  so  liegt  sie  auf  der  negativen  Seite 
von  /'  links,  wcuu  sie  auf  der  positiven  Seite  rechts  liegt,  und  um- 
gekehrt. — 

Trftgt  man  auf  der  Normalen  A  eine  Strecke  ab,  welche  nach 
Grosse  nud  liichtung  der  begrenzton  Flftche  F,  letzteren  Wort  der 
posifiven  St  ile  der  Ebene  F  entnommen,  gleichwertig  ist,  80  kann 

diese  Gerade  an  die  Stelle  der  FUicho  F  gesetzt  werden,  wenn  es 
sich  um  die  Projection  der  Fliiche  F  auf  irgend  eine  Ebene  handelt 
und  man  liierbci  au  die  Stelle  der  letzteren  auch  ihre  Normale  in 
der  vorgeschricbcueu  liichtung  setzt. 

Ans  der  Gleichung  einer  Ebene  in  rechtwinkligen  Goordinaten 

ist  im  allgemeinen  nur  ihre  Lage,  nicht  aber  ihre  Richtong,  d.  b. 
die  Entscheidung  darüber  zn  entnehmen,  welche  ihrer  Seiten  die 
positive )  welche  die  negative  ist.  Denkt  man  sich  die  Ebene  um 
eine  in  derselben  liegende  gerade  Linie  als  Achse  um  18()°  gedreht, 
80  wechseln  beide  Seiten  der  Ebene  ihr  Vorzoicheu,  aber  die  Glei- 
chung der  Ebene  bleibt  dieselbe.  Das  kommt  daher,  dass  die  Glei- 
ehuugen  einer  geraden  Linie  —  für  die  Ebene  kommt  ihre  >>ormalo 
in  Frage  —  nur  die  Lage,  aber  nicht  dio  Richtung  festlegt,  wenig- 
stens dann  nicht ,  wenn  die  in  deri>elbcn  vorkommenden  Winkol- 
fuuctioncn  iu  der  üblichen  NYeise  auf  die  kürzeste  zahlenmässige 
Form  gebracht  sind.  Geht  man  davon  ans,  dass  die  positive  Sich- 
tung einer  Geraden  der  Gleichungen 

cos  k      .  cos  U  . 

COS.«      '   *  '     cos  V  ' 

mit  den  positiveu  Coordinaten-Achsen  dio  Winkel  ^,  fi  nud  v  bildet, 
80  bildet  die  positive  Richtung  der  Geraden 

cos(18(y>-fA)  cosC180*-|-y) 
•  "  cos(HiO»-fi')  *  "  cos  (I8u^+v)  • 
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mit  den  Achsen  die  Winkel  ISO^-^Xy  180*4-|ft  und  180*+v,  d.  h.  sie 
ist  der  Richtung  der  ersten  Geraden  genan  entgegengesetzt,  er- 
scheint also  nm  einen  ihrer  Pnnkte  nra  180°  in  riner  heliebigen 
Ebene  gedreht  Trotzdem  sind  beide  Paar  Gleichungen  zablenm&asig 
gleichlantend,  denn  es  ist 

C08(18(y>-hA)      cosA     cos(180°-f  fi)  cos 
C08<180*-H)     cos  V*   cos  cos  V 

d.  h.  beide  Gleichungen  Icgcu  dieselbe  Lage  der  Geraden  fest,  aber 

iiire  Richtung  bleibt  dabei  unbestimmt. 

Dieselbe  Unbestimmtheit  liegt  in  der  Gleichaog  der  Ebeae,  denn 
die  Gleichang 

COSA  .  a»-^C08f»  .  y-\-cwv  .  « — p  ^  0 
entspricht  einer  andern  Ebene,  als  die  Gleichaug 

cos(180<»-hl)c+c08(1800+f*)y+€O8(180<^+*')«— P  -  0 

für  beide  ist  die  Lage  der  Nurmalon  dieselbe,  die  Richtung  der 
letzteren  aber  entgegengesetzt.  Aus  letzterem  ürunde  kehren  beide 
Ebeucu  einander  ihre  negativen  Seiten  zu,  und  setzt  mau  2>  0,  so 
weideD  trotzdem  die  Gleichungen  beider 

COSA .  «+cosf^  •  y+<^osv  .  «  *  0 

ofiwol  sie  nur  der  Lage,  Bleht  der  Richtang  nach  sich  decken. 
Das  ist  natttrlidi  nach  dann  noch  satreffend,  wenn  man  beide  Ebenen 
jetzt  parallel  za  der  Bichtong  j9(iL,  f»,  v)  um  die  Streke  j»  Terschiebt, 
wo  dann  beide  der  Gleichung 

cosA  .  «-f-cosf*  .  y-f-cos  v  .  «  — p  -=  0 

entsprechen. 

Diese  Unbestimmtheiten  in  den  Formeln  haften  der  Geomotno 
mit  Parallelcoordinaten  naturgcmiiss  an,  und  sie  müssen  nötigenfalls 
durch  anderweitige  Bestimmung  der  Richtungen  beseitigt  werden. 
Analytisch  lassen  sie  sich  am  bequemsten  vermeideu,  wenn  man  die 
geomotriäciic  Bedeutung  der  imaginären  uud  überimaginären  Zahlen 
heranzieht  und  mit  ihrer  Htllfe  nnverkante  Richtungscoe/ficienten 
einfahrt  Ich  will  indessen,  nm  allgemeiner  verständlich  zn  bleiben, 
diese  Hfll&mittel  nicht  benntzen,  sondern  mich  aof  die  gewöhnlichen 
Mittel  der  analytischen  Geometrie  der  Ebenen  und  des  Banmes  be- 
sehrftnken. 

Bewegt  sich  eine  gerade  Linie 

AtA,  S.  Ibtt.  1.  Pin*.  SL  BwOtf,  T.  HIL  1^ 
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parallel  zu  sieb  selbst  nach  einer  Ricbtniig  •  um  eine  Strekee  so 
ziehe  man  (Fig.  4)  darch  einen  beliebigen  Pankt  tou  a6  eine  Ge- 
rade, nach  Grosse  und  Richtung  gleich  t  und  paraUel  zu  «.  Bann 
erkennt  man,  dass  die  von  L  beschriebene  Flftdie  absolnt  gleich 

ist.  In  der  vorletzten  Form  ist  «cos«  die  Projection  von  «  anf  die 
Kormale  zu  in  der  letzten  Form  Lcost  die  Projection  TonXanf 
die  Nonnale  zn  <.  Die  Pfcilo  in  der  Figur  sollen  die  positiven 
Bicbtnngen  von  L  nnd  «  andeuten ^  dann  gilt  Folgendes: 

Bewegt  sich       «  o(  in  der  Richtung  -f so  ist  die  beschriebene 

Fliehe  positiv, 

bewegt  sich  —   i-*     in  der  Richung  -\-9,  so  ist  die  beschriebene 

Flficfae  negativ, 

bewegt  sich  '{-L  ^  ab  in  der  Bichtang       so  ist  die  lieschriebene 

Fliehe  negativ, 

bewegt  sich  ~£ss6a  iu  der  Kichtuog  — so  ist  die  beschriebene 

Fliehe  positiv. 

Demnach  ergeben  gleiche  Vorzeichen  für  L  und  s  für  die  beschrie' 
beno  Fläche  das  Vor/eiehcn  plus,  ungleiche  das  Vorzeichen  minus. 
—  Diese  liosultutu  guiteu  bei  rein  lortschreitender  Bewegung  von 
L,  ohue  Drehung,  für  cndliclie  Werte  von  L  und  «.  Daraus  folgt, 
dass  sie  auch  für  unendlich  klcino  Werte  dieser  Grössen  gelten. 
Das  ist  auch  dauu  auch  der  Fall,  wenn  L,  jetzt  tiL^  aus  st^iuer 
Anfangslage  in  die  Endlage  nicht  dnrch  rein  fortschreitende,  sondern 
dnrch  Drehbewegung  um  eine  beliebige  za  dL  und  «,  jetst  d$  nor- 
male  Achse  ttborgeht 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhält  man  fttr  das  beschriebene  Volu« 
men,  wenn  man  sich  im  Vorstehenden  statt  der  bewegteu  geraden 
Linie  Z/,  bzhw.  dL  eine  begrenzte  Fläche  F.  bzhw.  d*F  denkt.  Die 
Fläche  F  ist  hierbei  aul  der  pusitiveu  Seite  ihrer  Ebene  F  liegud 
ZU  denken,  so  dass  s  positiv  oder  negativ  ist,  wenn  seine  Projection 
anf  die  Nonnale  dieser  Seite  von  F  mit  der  Normalen  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Richtung  hat.  Tritt  dßF  an  die  Stelle  von  F,  so 
gelten  die  Resultate  fOr  eine  nnondlich  kleine  Rewegnng  von  ^F 
auch  dann,  wenn  dieselbe  eine  Drehbewegung  nm  eine  beliebige 
Achse  ist 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welche  Fläche  dF  eine  gerade  Limo 
L,  und  welches  Volumeu  dV  oihq  Fläche  beschreibt,  wenn  beide 
sich  um  irgend  eine  Achse  nm  einen  nnendUeh  kleinen  Winkel  d 
drehen,  and  im  ersten  Falle  X,  im  zweiten  Falle  F  eine  endliche 
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Grosso  ist.  Für  den  Augenblick  kommt  es  indessen  nur  auf  die 
Ableitung  eines  allgemcineu  Satzes  au,  weicher  später  weiter  zu 
verwerten  ist   Dabei  sollen  L  and  F  als  positiv  angenommen  werden. 

« 

Es  drehe  sich  also  die  positive  ebene  Fläche  F  um  die  Z- Achse 
um  eineo  nnendiich  Ueiaea  Winkel  und  am  das  Resultat  gleich 
etwas  allgemeiner  zu  gestalten,  werde  angenommen,  dass  gleichzeitig 
mit  dieser  Drehung  eioe  uneudlich  kleiuc  Parallelverscbiebung  c  nach 
der  Bichtung  der  positiven  ^Achsc  stattfinde.  £s  sei 

1)  eosA  .  «-|-GOf  !»•  y-|-cosy  .  «-»p  »  0  (F 

die  Gleichung  der  Ebenen  F,  in  der  die  Fläche  F  liegt,  und  x,, 
i/i,  2,  seien  die  Coordiuaton  eines  TuLiktes  P^,  an  dem  das  Fläehen- 
elemout  ä*F  liegt.  Durch  die  Drehung  d  und  die  Verschiebung  d 
gehen  diese  Werte  Aber  in  z^,  y^,  s^,  und  es  ist 


Bezeichnet  man  I\  in  seiner  neuen  Lage  mit  ia,  so  ist  der  Abstand 
dieses  Punktes  ij  vou  der  Kbeae  i-;  wekler  mit  ti*|  hezcichuet 
werden  m<Ige     nach  Fig.  4.  entspricht  das  dem  Ansdmck  •  •  cos 
bihw.     .  cosff  —  nach  der  analytischen  Geometrie 

Snhtrahirt  man  hiervon  Qleicfanng  1)  Ar  den  Pnnkt  P|,  'so  ist  in 
BOcksieht  aaf  2) 

4j  ds^  =  ( —  cos/l  .  yi  4" C08^4  .  aTj)  d -f- cos  V  .  ö 

Wird  dieser  Ausdruck  mnitiplicirt  mit  d^F^  so  erhält  man  fUr  das 
Ton  d^F  beschriebene  Volnmen,  welches  man  als  einen  nach  allen 
drei  Dimensionen  unendlich  kieinen  schiefen  Cylinder  betrachten 
kann: 

5)   d^Vmm  (—COSA  .  ifi  •  «<*-F+coSf4  .  x^d'^F)6-\-ZQ%v  .  d^F .  tf 

LiasI  man  nnn  bei  and  yi  den  Index,  weg  nnd  bezieht  die  Inte, 
gtale  anf  die  ganze  FIftche  F,  so  erhftlt  man  für  das  von  ihr  be- 
schriebene Tolnmen 


at%  —  C|C08^  —    sin3  —     —     .  d 
ff%  —  yiG08d4"*i  •  sind  =5  y^^m^  *d 
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Bind,  so  ist 


Yergleicht  iiiAQ  den  eingeklammerlen  Ansdraek  reebU  mit  der 
rechten  Seite  der  Oleichong  4),  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  daü 
derselbe  der  Wert  von  «l«,  fftr  den  Schwerpunkt  der  FIftche  F  ist. 
Beseichnet  man  diesen  Wert  mit  «b^,  so  erbftit  man  das  interessante 
Besnltat: 

9)  dV^F.d»» 

Dasselbe  lautet  in  Worten,  da  die  Ebene  F  gegen  die  als  Drehachse 
angenommene  2r Achse  jede  beliebige  Lage  haben  kann,  allgemein 
etwa  so: 

„Droht  sich  oiuc  ebene  Fläche  F  von  endlicher  Grösse 
„nm  eine  beliebige  Achse  um  einen  nnendUdi  kleinea 
^Winkel  d  nnter  gloicbseitiger  Terschiebnng  nach  der  Bicli* 
„tang  der  Achse  nm  dne  nnendlicfa  kleine  Streeke  0,  wobei 
„  d  sowol  wie  noch  o  positiT,  nnll  nnd  nogatiT  sein  kftn> 
„nen ,  so  ist  das  von  F  beschriebene  Yolamen  gleich  der 
^Fläche  mnltiplicirt  mit  dem  Abstand  ds  des  Schwer- 
„pankts  von  F  in  der  Endlage  von  der  Ebene  der  Au- 
„fangslage  ;  dabei  sind  F  und  der  Abstand  ä$  beide  mit 
„ihrem  Vorzeichen  einsafohren.^* 

^Das  befichriebenoyo]ome.nerscheint  demnach  als  ein  an 
„beiden  Enden  schief  abgeschnittener  Qylinder  nnd  Ist  als 
„solcher  sn  berechnen/* 

Setzt  man  m  (ilcichong  X)  den  Winkel  «  =  9j^,  so  geht  in 

Rücksicht  darauf,  dass 


Das  ist  die  Giticbuiig  einer  zu  der  Achse  Z  parallelen,  also  zu  der 
Ebene  -Yl' normalen  Ebene,  aber  gleichzeitig  die  Gleichung  einer  in 
der  ^y-Ebüuo  liegenden  gcradeu  Linie.  Ist  L  eine  bestimmte  Strecke 
dieser  Linie,  so  gilt  für  die  bei  einer  Drehung  um  die  Z  Achse  von 


Diese  Gleichungen  verwandeln  61.  6)  in: 

8)  dV^{i''eoil.pa+eoatn,9»)i-^CQA¥,9)F 


GOsV+co&*fi+cos>y  —  1 


ist,  dieselbe  ftber  in 


10) 


cosX  .  «-|~Bini  .  |f— p  —  0 
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dkter  Sireeke  in  der  ElieRe  XF  betdiriel»eB9  Flftche  de«  Zahlen- 
verhiltiiiiM  nach  genau  dasselbe,  was  aas  dem  obigen  Satse  resnl- 
tirt  Ar  das  besebrlebene  Tolnmen,  wenn  raaa  JL  in  der  Ebene  F 
der  Gleichnof  10)  beCraebtet  als  die  Gmadliaie  eines  Becbtecks  F 
Ten  der  Hobe  eins.  DaiMs  folgt: 

„Dreht  sich  eine  gerade  Linie  L  am  einen,  in  einer 
„durch  L  £,'rlcj^'tüu  Ebene  liegenden  Paukt,  in  dieser  Ebene 
„(d.  i.  um  eine  zo  der  Ebene  normale  Achse)  um  oinon 
„unendlich  kleinen  Winkel  d,  so  ist  die  von  L  bescbrie- 
„bODC  Flftche  gleich  der  Strecke  L,  mnltiplicirt  mit  dem 
„Abstand  df«  der  Mitte  oder  Ueg  Schwerpunkts  der  Strecke 
in  der  Endlage  von  der  Anfangslage;  dabei  sind  L 
«nnd  dat  beide  mit  ibrem  Toneleben  einznftbren.  Die 
„besebriebene  Flftche  ist  also  wie  ein  Paralleltrapes  sn 
„bebaadela." 

Diese  Besnltate  sind  nnabbingig  ?on  der  in  den  Formeln  l)  und 
11)  entbalteaen  GrOsse  dem  Abstand  der  Ebene,  bzbw.  der  ge- 
laden Linie  vom  Anfimgspnnkt;  derselbe  darf  demnach  anch  null 
ssin»  ohne  dass  unter  übrigens  Reichen  Umstanden  an  dem  Resaltat 
etwas  geändert  wird.  So  lange  die  Ebene  die  Drehachse  schneidet, 
ist  das  ohne  weiteres  elnlenchtend:  nicht  so  augcn^llig  ist  es,  wenn 
die  rotireude  Ebene  sor  Drehachse  parallel«  bzbw.  die  rotironde 
Gerade  zn  derselben  normal  ist  Ich  komme  anf  diesen  Punkt  weiter 
Baten  noch  snrttck. 

Man  kann  eine  der  obigen  Rechnung  entsprechende  auch  für 
den  Fall  dnrchführon ,  wo  sich  eine  beliebige  gerade  Linie  um  die 
2U  ihr  windschiefe  Z- Achse  dreht;  das  liesultat  fällt  liiur  indessen 
nicht  einfach  aoB,  and  ich  lasse  daher  jene  Rechnang  Torläufig  auf 
sich  bomben. 

Die  Sitae,  die  ftr  die  von  einer  bewegten  Cnnre  eneagten  Flftcbe 
abgeieiteit  worden  sind,  lassen  sich  im  Zusammenhang  etwa  so  ans- 
sprecihen,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  an  die  Stelle  der  Cnrre  anch 
tin  Polygon  treten  kann. 

1)  Rewegt  sich  eine  offene  ebene  Curre  ALB  iri,cndwio  ans 
einer  Anfangslage  L  in  eine  Endlage  L^y  deren  Ebene  der  Ebene 
der  .Anfangslage  L  parallel  ist,  ohne  dass  im  fibrigen  die  Lage 
von  Li  gegen  L  bescLräiiktcnden  Bedingungen  unterliegt,  so  ist 
eine  Parallel-ProjecLion  der  von  L  beschriebenen  Flache  auf  ir^^^end 
eine  Ebene  algebraisch  gleich  der  entsprechenden  Projection  der- 
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jenigen  Fläche,  die  bei  derselben  Bewegung  der  Citnre  L  eine 
Schlusslinie  AB  erzengen  würde,  die  mit  L  in  derselben  Ebene 

liegt,  im  übrigen  aber  beliebig  gekrümmt  ist.  Ist  die  Carve  L 
von  vornluTcin  1,'cschlossen,  bo  ist  die  vorhin  bezeichnete  Projection 
der  VOM  ihr  beschrieboneu  Fläche  algebraisch  gleich  null.  —  Bewegt 
sich  (He  Curve  L  nur  iu  ihrer  eigenen  Ebene,  so  gilt  das  soeben 
vuu  der  Projection  der  von  ihr  beschriebenen  Fläche  Gesagte  auch 
von  dieser  Fläche  selbst. 

Ist  L  ein  Polygon,  dessen  Endlage  Li  die  Anfangslage  L  deckt, 

so  kommen  bei  einer  Bewegung  in  der  Ebene  von  L  nur  die  von 
den  einzelnen  Eckpunkten  des  Polygons  amschriebenen  Flitohen  in 
Frage. 

II)  Bewegt  sich  dne  offene  Ranmcorre  L  —  m  obiger  Flgor 
ALB ,  —  irgendwie  ans  einer  Anfangslage  L  in  eine  solche 

Endlage  L^,  dass  dieselben  Elemente  der  Curve  in  beiden  Lachen 
parallel  sind,  so  ist  irgend  eine  Parallelprojection  der  von  L  be- 
schriebenen Fläche  auf  irgend  eine  Ebene  algebraisch  gleich  der 

cnts|»re(  ]io!iden  Projection  derjenigen  Fläche,  die  bei  derselben  Be- 
wegunff  der  Curve  L  tüno  Schlussünie  Aß  beschreibt,  die  bfliehig 
gekrümmt  sein  kann,  wenn  ALU  wenigstens  drei  nicht  in  einer 
Geraden  liegende  Punkte  besitzt.  Ist  die  Curve  L  von  vornherein 
geschlossen,  so  ist  die  vorhin  bezeichnete  Projection  der  von  ihr  be- 
schriebenen Fläche  algebraisch  gleich  null. 

Die  Projection  einer  Curve  oder  eines  Polygons  anf 
irgend  eine  gerade  Linie  ist  nacb  0r6sse  und  Richtung  gleich 
der  Projection  des  Abstandes  Ihres  Endpunkts  von  ihrem  An&ngs» 
pnnkt,  d.  i.  gleich  der  Projection  ihrer  Schlusslinie.  Alle  etwa 
ansscrhalb  dieser  resttltirenden  Strecke  fallenden  Strecken  der  ganzen 
Projection  kommen  ebenso  oft  positiv  wie  negativ  vor.  Für  eine 
geschlossene  Curve  oder  für  ein  geschlossenes  Polygon  fallen  An* 
f;u)(r^-  und  Endpunkt  zusammen)  ihre  Projection  auf  eine  beliebige 
Gerade  ist  stets  gleich  noll. 

Ein  Polyeder  wird  begrenst  durch  eine  endliche  Ansahl  ebener 
Flftchen  von  endlicher  GrOsse.  Eine  stetig  gekrümmte  Flftche  kann 
man  als  ans  einer  unendlich  grossen  Anzahl  naendlich  kleiner  ebener 

Flächen  zusammengesetzt  sieb  vorstellen.  Was  in  Bezug  auf  die 
Projection  einer  gekrttmmten  Fl&che  allgemein  gilt,  gilt 
auel)  für  das  Polyeder,  Bei  beiden  muss  man,  ebenso  wie  bei  den 
Ebenen  (vergl.  tjeite  236  und  '237)  unterscheiden  zwischen  einer 
positiven  Aussenseitc  und  einer  negativen  Innenseite.  —  Unter  der 
Projection  eines  ebenen  oder  gekrümmten  Flächenstttcks  auf  eine 
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Ebene  versteht  man  den  Teil  dieser  Ebeoe^  welcher  von  der  Pro- 
jeclion  des  Umfanges  oder  Randes  des  projicirten  Flächenstück- 
eingeschlossen  wird.  Denken  wir  uns  ein  Fiächeo8tQcl&  in  eine  bo* 
liebige  Anzahl  Teile  zerlegt,  so  machen  die  für  irgend  eine  Ebene 
fronnmnieuen  Projectioneu  der  Teile  die  Projeotiou  des  ganzen 
Flächeustücks  aas.  Dabei  sind  die  Projectionstiäciien  der  Teile  als 
positiv  oder  negativ  an7n«?r]ien,  jo  nachdem  ihre  Ausseuscite  der 
positiven  oder  Vorderseite  ab-  oder  zugewendet  ist.  Ist  die  pro- 
jicirte  Fläche  oder  ein  Teil  derselben  eine  zur  Projectiousebene 
wiokelrechte  Ebene,  so  ist  die  Projcction  natürlich  gleich  null. 
Zwei  beliebige  Sehaleii  mit  gemeinsehafUicbem  Baade  haben  fnr 
jede  beliebige  Ebene  gleiche  Projectionen.  Die  Projeetlon  einer 
geteblossenen  Oberfliche  ist,  da  der  Rand  selbst  aieht  vorhanden, 
also  gleich  nall  ist,  filr  jede  Projectionsebene  ebenfalls  nnll.  Gleiche 
Fllcbenstttcke,  die  in  einer  and  derselben  Ebene  oder  in  parallelen 
Ebenen  liegen,  haben,  bei  beliebiger  Form,  fttr  ii^nd  eine  Pro- 
jectionsebene gleiche  Projectionen.  Dasselbe  gilt  für  beliebige 
Flächen ,  deren  Ränder  congmente,  parallel  gegen  einander  ver- 
schobene ßanmcnrven  sind. 

Bewegt  sich  ein  beliebiges  Kaumgebilde  rein  fortschreitend  nach 
der  Richtung  einer  festen  geraden  Linie,  oder  drelit  sich  dasselbe 
um  eine  feste  Achse,  so  bewegen  sich  alle  feste  Punkte  des  Gebildes 
in  Ebenen,  die  onter  einander  parallel  sind.  Diese  Art  von  Be- 
wegung giebt  zu  folgender  allgemeinen  Betrachtang  Anlass. 

Die  Lage  ond  Bewegnng  irgend  eines  Gebildes  wird  bestimmt 
dnrdi  die  Lage  nnd  Bewegaug  von  drei  mit  demselben  fest  verbnn- 
denen  Paukten,  welche  ein  Dreieck  bilden.  Erfolgt  die  Bewegung 
parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene,  so  genügen  statt  Jener  drei 

Punkte  deren  zwei,  welche  eine  mit  dem  Gebilde  fest  verbundene 
Linie  parallel  zu  der  Kbciic  festlcfrcn.  Zunächst  ist  also  die  lie- 
vteguDg  einer  geraden  Linie  in  einer  durch  &ie  gelegten  Ebene  zu 
betrachten.  - 

Es  sei  in  Fig.  5  die  Linie  a6  in  iiirer  Anfangslage  ab  und  iu 
ihrer  Endlage  aj&i  gezeiehiMt;  die  Cvrven  aa^  und  M|  seien  die 
von  den  Endponkten  wihrend  der  Bewegung  darchlanfenen  Bahnen. 
Lisst  man  alle  Zwisehenlagen  ausser  Acht,  so  kann  ab  nach  a^bi 
gebradit  werden  dnrch  einfache  Terscbiebong,  wenn  oj^j  parallel 
sa  ab  ist  Ist  das  nicht  der  FaU,  so  kann  man  nnter  allen  Um- 
stinden  ab  nach  a^bi  bringen  dnrch  Drehung  nm  einen  festen  Pnnkt 
0,  den  Durcbschnittspunkt  der  geraden  Linien  cO  und  dO,  welche 
bshw.  auf  den  Mitten  der  Sehnen  oo,  nnd  bbi  senkrecht  stehen. 
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Das  gilt  beides  für  eine  eudliche  Bewegung  j  jedoch  nur  Juuu,  weim 
letztere  aaendlich  klein  ist,  deckt  die  auf  diese  Weise  beschaffte 
Ueberftthning  von  ah  nadi  a^i^  auch  die  frirkliebe  Bewegung;  im 
FUle  der  Drehbewegung  wird  dann  O  zom  aagenblicklichen  Dreh- 
ponkt  nnd  Or  und  Od  stehen  bzhw.  seDkrecht  auf  den  Bertthmngi- 
linien  an  die  Bahnen  looi  nnd  bbi  für  die  Punkte  a  nnd  h.  Sind 
diese  BerdhrnngBlinien  parallel ,  ao  liegt  O  anf  ihren  Normalen  in 
nnendlieher  Entfernung,  d.  h.  ans  der  Drehung  wird  eine  ein&che 
Yemhiebnng. 

Als  Resultircndo  einer  offoncu  Curvo  wurde  ob^n  bereits 
die  Schlassliuio  derselben  erkannt,  wenn  es  sich  um  dio  Pro- 
jectiüu  der  Curvo  auf  irgend  eine  gerade  Linie  bandelt.  isL  die 
Curve  eine  ebene  Curve,  \Yelcho  sich  in  ihrer  Ebene  fortbewegt,  so 
erkennt  man,  wenu  mau  au  die  Stelle  der  Curvo  zunächst  ein  Polygon 
mit  endlicher  Seiteuzahl  setzt ,  dass  auch  in  Bezng  auf  die  Grösse 
der  beschriebenen  Flftche  irgend  eine  Anzahl  Seiten  durch  die 
Schlnsslinie  ihrer  Endpunkte,  demnach  auch  das  ganze  Polygon  durch 
seine  Schlnsslinie,  und  schliesslich  auch  die  stetige  Cnr?e  durch  die 
ihr  zugehörige  Schlnsslinie  vertreten  werden  kann.  Das  liefert  den 
Satz: 

„Bewegt  sich  eine  ofienc  ebene  Curve  in  ihrer  Ebene,  so 
„ist  die  von  dersLlbcu  beschriebeue  Fliicho  algebraisch, 
„d.  h.  nach  Grösse  und  Vorzeicheu  gleich  der  von  ihrer 
„Schlnsslinie  beschriebenen  Fläche,  für  die  ausser  der 
„Grösse  ebcufalls  das  Vurzeichcu  in  Frage  kommt." 

Ist  die  endliche  Beweguug  der  Curve  eine  rein  fortschreitende 
Bewegung,  so  kann  vorstehender  Satz  ein&cb  so  bewieeea  werden. 
(Fig.  6). 

Ist  Qh  die  Anfangs- ,       die  Endlage  der  Oorve,  also 
die  von  ihr  beschriebene  Flftche,  so  ist  ersichtlich  diese  Flftche  auch 
gleich  dem  Parallelogramm  welches  entsteht,  wenn  man  das 

Aber  ah  liegende  Flächensegmeiit  hier  wegnimmt  und  bei  oi^i  wieder 
ansetzt,  und  welches  von  der  Schlusslinie  ah  beschrieben  angesehen 
werden  kann.  Setzt  man  statt  der  kt^^teren  die  gebrochene  Linie 
Atfft,  so  beschreibt  das  Stack  ac  bei  der  Bwegung  nach  der  Rich- 
tung aa^  keine  Fläche,  sondern  nnr  eh,  und  darum  muss  die  ganze  von 
der  Curvo  beschriebene  Fhiche  auch  gleich  der  von  dem  Normal- 
scbnitt  cb  beschriebt  neu  l'läche  cLh^c^  sein.  Im  ganzen  ist  die 
Grösse  derselben  proportional  den  Längen  ab,  eb  und  aa|.  Liegen 
einzelne  Teile  der  Corvo  ab  ausserhalb  der  Linien  aa^  und  bbi, 
oder  hat  dieselbe  zwischen  ab  KUckkclirpuukte,  Schlingen  und  dorgl., 
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80  wird  das  Resultat  dadurch  nicht  beeinflasst,  da  die  Wirkuugcu 
der  lietr.  Teile  sich  mit  pIns  und  mimts  fo  weit  aufheben,  dass 
aar  eine  eismmlige  BeschreibiiBg  der  Fliehe  swiicbes  oa^  und  bbi 
übrig  Ueibt. 

In  gaaz  äholicher  Weise  kann  man  die  Drehbewegung  der  Curvo 
ab  um  einen  festen  Punkt  O  betrachten,  wie  Fig.  7,  die  uuu  uhuo 
weiteres  Terständlich  sein  wird,  zeigt.  Au  die  Stelle  der  Curve  ah 
kunu  man,  wenn  es  sich  um  die  yüu  ihr  lar  eiucu  iJrehwiitiit-1  ö 
beachriebene  Fliehe  handelt,  die  Schlosslinie  a&,  oder  auch  den 
Normnlichnitt  ch  seteen,  und  die  beBchriebene  Fliehe  ist  proportional 
der  Linge  ah  and  towle  auch  der  GrOaae  des  Winkels  d  in 
Teilen  des  Halbmessers.  —  Hieran  aiod  nachfolgende  Bemerkungen 
sn  knüpfen. 

Die  von  der  Curve  beschriebene  Fiächo  F  ist  in  dreierlei  Weise 

zu  ersetzen: 

1)     besehrieben  von  eb^  ist,  wenn  man 

Ob  Oa  ri 

setzt,  bestimmt  dareh 


2)  Wird  cb  vortreten  durch  eab^  so  beschreibt  ca  keine  Fläche, 

sondern  nur  oft,  und  es  muss  sich  also  auch  durch  directe  Rechnung 
bestätigen  lassen,  dass,  wenn  sich  ah  um  0  dreht,  die  beschricbcno 
Fläche  den  vorstehend  angeführten  Wert  haben  muss.  i)ass  das  der 
J^'all  ist,  ergiebt  sich  ohne  weiteres  aus  der  Congraonz  der  Prei- 
ed(e  abc  and  Otbie^, 

3}  Zieht  man  00^  normal  in  eft,  und  denkt  man  die  Gerade 
ab  nm  einen  Winkel  d  um  O,  gedreht,  so  wird  auch  dabei  eine 
FlichengrOsse  gldeh  F  beschrieben.  Man  findet  fikr  dieselbe  sonichst 

'"2"  •  w    ""2"  » 

^  =  r,«— ö^*  und    ^  — ri»— ÖÖj* 

werden  diese  Worte  eingesetzt,  so  bleibt  in  der  Tat 


In  Fig.  8  sind  diese  dreierlei  Werte  lltar  F  dnrch  die  drei 
•durafllrten  Fliehen  I,  II  und  lU  dargestellt,  und  es  ist  nicht 
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schwer  zu  übersehen,  dass  die  Gleichwertigkeit  YOii  II  ood  III  goaao 
dem  entepriclit,  was  auf  Seite  244  Aber  das  dort  geAittdene  Resultat 
bezflglich  der  Uaabfaftugigkeit  desselben  Ton  der  Qr^n»  des  Wertes 
p  in  der  Qlcicboiig  10)  aaf  Seite  214  gesagt  wurde.  Fasst  man 
diese  Gleicbang  auf  als  die  Qleichuog  einer  sor  XF-Ebene  Dormalen 
Ebene  F,  welche  sich  um  die  Z^Acbse  dreht,  and  denkt  man  sieh 
iu  dieser  Ebene  F  eine  beliebige  Fläche  abgegrenzt,  so  findet  die 
Gleichwertigkeit  von  II  und  III  für  jede  in  F  parallel  zur  JT^'-Ebeue 
gezogene  Sclnie  statt,  wobei  II  direct  mit  F  und  III  mit  einer  zu 
F  iiarallelen,  durch  die  Drehachse  gelegten  Ebene  mit  p  =  0  cor- 
rufepoudirt.  Aus  diesem  Zusammenhang  gelangt  man  durch  einige 
weitere  nahe  liegende  Schlüsse  dann  zu  folgender  Erweiterung 
der  einfachen  Guldiu'schen  Kegel  auf  Seite  229: 

„Eine  beliebige  ebene  Fläche  F  beschreibt  bei  einer 
„Drehung  um  eine  so  ihrer  Ebene  parallele  Achse  ein 
„genau  ebenso  grosses  Volumen,  wie  ihre  Projcction  auf 

„eine .  pnrallel  zu  der  Ebene  von  F  und  durch  die  Droh- 
„achse  gelegte  Ebene,  bei  gleieheni  DrehwiukcL  Nach  dem 
„Seite  214  angeführten  Satxp  darf  zu  der  Drehung  auch 
„noch  eine  Verschiebung  der  rotirenden  Fläche  in  ihrer 
„Ebene  parallel  zur  Drehachse  hinzutreten,  gleichviel  ub 
„dieselbe  gleichförmig  ist  oder  nicht,  wobei  dann  statt  des 
„Wegs  des  Schwerpunkts  der  Fläche  seine  Projoctiou  auf 
„eine  zur  Drehachse  normale  Ebene  zunehmen,  d.  h  also, 
^die  auf  die  Yolumengrösse  einflusslose  Verschiebung  uber- 
nbaupt  als  nicht  vorbanden  zu  betrachten  ist*' 

In  Figur  8  entspricht  diesem  Satze,  auf  den  ich  später  noch 
zurückkommen  werde,  für  irgend  einen  Schnitt  durch  den  Hotations- 
körijor  rechtwinklig  zur  Drehachse  die  Flächengleichheit  der  Schnitt* 

flächen  il  und  Illa. 

Nach  Seite  246  ist  die  von  einer  offenen  ebenen  Curve  bei 
einer  Bewegung  derselben  in  ihrer  Ebene  beschriebene  Fläche 
algebraisch  gleichwertig  mit  der  Flüche,  welche  die  Schiussliuie  der 
Curve  beschreibt.  Daraus  folgt  nun,  dass,  wenn  die  Schlusslinie 
selbst  gleich  null ,  also  die  Curve  eine  geschlossene  ist ,  dann  atu  Ii 
die  von  letzterer  bei  ihrer  Bewegung  beschriebene  Fliiche  stets 
gleich  null.  d.  h.  also,  dass  algebraisch  die  positiv  bestrichenen 
Flächen  \üu  den  negativ  bestrichenen  Flüchen  aufgehoben  werden, 
gleichviel  auf  welchen  Bahnen  die  einzelneu  tunkte  der  Curve  aus 
der  Anfangslage  in  die  Endlage,  die  auch  mit  jener  zusamuieofidlen 
kann,  übergehen.  Aus  diesem  Ergebniss  lassen  sieh  Ar  besondere 
FftUe  noch  mancherlei  interessante  Scfalftsse  dehen  (Tergl.  hierftber 
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auch  die  anf  Seite  226  unter  1)  uoii  auf  Seite  227  unter  2)  ge- 
üuijuteu  Abbaudlungeu)  ^  ich  beschränke  die  Anwendung  hier  auf 
die  folgenden  Bemerkangcn. 

Es  trete  an  die  Stelle  der  geschlossenen  ebenen  Cnrve,  Ton  der 
vorstehend  die  Rede  ist,  ein  geschlossenes  ebenes  Polygon  <i  .  .  .  f 
(Flg.  Uj.  Rückt  dassellie  in  gradlinig  fortsrlireitender  Bewegung 
aus  der  Anfangslage  a  .  .  .  /  in  die  Endlage  .  .  ./*!,  so  ^'md 
die  geraden  Linien  aa,,  1*1*^  .  .  .  //,  die  Bahnen  der  Eckpuukio. 
Die  einzelnen  Seiten  [des  Polygons  beschreiben  l)ei  der  Bewegung 
die  Parallelogramme  ai/'i«!,  bce^b^  .  .  .  eff^e^^  faa^fx  Umgeht  mau 
dieselben  in  der  Reihenfolge  dieser  Buchstaben,  so  tritt  der  Unter- 
tcbied  in  den  Yortelelieii  der  einseinen  Fliehen  hervor,  je  nnchdem 
dieselben  bei  dem  Umgeben  rechts  oder  linhs  liegen.  Mit  den  so 
ermittelten  Tontdchen  sind  die  Flftchen  beim  Znsammensfthlen  in 
Ansatz  an  bringen;  sie  ergeben  dann  für  Jede  beliebige  Form  des 
Polygons  und  für  jede  RicbtnQg  und  Lftnge  der  Bahnen  seiner  Eck* 
pnnkte  algebraisch  die  Summe  null. 

Giebt  man  irgend  einem  der  Parallelogramme  das  seinem  eigen- 
tfimlichen  Vorseichen  entgegengesetzte,  so  ist  dasselbe  gleich  der 
algebraischen  Snmme  aller  flbrigen,  demnach  ihre  Resnltirende. 

Anmerkung.  Es  ist  sehr  leicht,  aus  diesen  Betrachluugeu 
eine  Construction  abzuleiten  für  die  Lösung  der  Aufgabe,  ein  Pa- 
rallelogramm (auch  ein  Rechteck,  wenn  man  will,  von  gegebener 
Grundlinie)  zu  zeichnen,  das  so  giuss  ist,  wie  die  Sumaic  einer  be- 
liebigen Anzahl  beliebiger  Parallelogramme.  Ueducirt  mau  das  Po- 
lygon «A.  .  ./'anf  ein  Dreieck  ahc^  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
der  Lehrsats  des  Fappus,  and  macht  man  das  Dreieck  rechtwinklig, 
etwa  mit  der  Hypotenuse  ob,  so  ergiebt  sich  der  Lehrsats  des 
Pythagoras,  wenn  man 

ab 

nad  den  Winkel  a^ah  gleich  90^  macht.  In  ähnlicher  Weise  findet 
man  auch  die  ttbrigen  Lehrsätze,  diu  in  den  Lehrbtlcbern  der  Pla- 
nimetrie bei  Gelegenheit  des  Lehrsatzes  des  Pythagoras  entwickelt 
zu  werden  pflegen  —  anter  Anwendung  einfacher  and  nahe  liegender 
Holtsbetrachtungcn, 

Mau  kauu  sich  nun  die  einzelneu  Parallelogramme  auch  dadurch 
entstanden  denken,  dnss  eine  gerade  Linie  aa^  parallel  ihrer  ersten 
Lage  erbt  an  ab^  dann  an  bc  n.  s.  w.  und  schliesslich  an  fa  fort- 
gleitct,  bis  die  Endlage  die  Anfangslage  deckt  Dann  crscheiut  nacli 
dem  Torigea  besttglich  der  Grösse  der  beschriebenen  Flftchen  irgend 
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eine  der  Teilbowegungen  mil  entgegoDgosetotam  Vonoicfaem,  d.  i.  in 
enlgegoogMeteter  Richtung»  %.  B.  von  M|  nach  ff^  als  die  BMnltl- 
ronde  alter  übrigen.  Hiernach  IcaDii  oaa  eise  beliebige  Anzahl  ptr 
ratloler  Yenchiebangen  einer  geraden  Linie  in  eine  dntige  zaeam- 

mensetsen  nnd  umgelcebrt  letztere  wieder  xerlegcn.  —  Sind  a  und 
nud  a,  zwei  Pankte  einer  ebenen  Carve,  so  beschreibt  jeder  einMlne 
Punkt  dieser  Curvo  bei  der  Verschiebung  ein  Polygon  congrncnt  zu 

a  .  .  ./,  folglich  ist  auch  die  von  der  bewegten  Curvc  bcstricheno 
Fläche  algebraisch  gleich  null.  Dasselbe  ist  auch  dann  der  Fall, 
weil!!  a  .  .  .  f  eiue  beliebig  aus  geraden  und  kninirncn  Teilen  zu- 
samnieu^'osülzte  Linie  ist,  an  der  als  Leitlinie  sich  die  bewegte 
Corvo  als  die  die  Fläche  erzeuj^ende  Linie  parallel  fortschreitend, 
ohne  Drobbowcgungen  forlbewegt. 

In  Fig.  9  ist  die  aigebraische  Snninie  der  fllcben  a^^jOi, 
hecihi .  .  .faa^f^  anch  dann  gleich  nnll,  wenn  das  geschlossene 
Polygon  a,frt  •  -  •  A  gegen  die  Anfangstage  ah,  .  ,f  verdreht  ist, 
nnd  demnach  nicht  a|d|||a5,  hx^xlhe ,  .  «/t^il/tf  ist 
Gleiche  gilt,  wenn  an  die  Stelle  des  geschlossenen  Polygons  ah^  ,*,f 
eine  geschlossene  Carve  tritt 

Bewegt  sich  eine  Ranmcurve  L  parallel  fortschreitend  nach  der 
Richtung  einer  Geraden  «  nm  eine  Strecke  •  vorwAits,  so  bleiben 
irgend  drei  Pnnltte  derselben,  welche  die  Sckpnnkte  einee  Dreiedts 
bilden,  stets  in  Ebenen,  die  der  nrsprttagUehen  Ebene  dieser  drei 
Pnnkte  parallel  sind.  Die  von  der  Carve  L  beschriebene  FUche 
ist  eine  Gylinderfläche,  deren  Oberflftdie  der  Lftnge  t  proportionai 
ist  Letzteres  erkennt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  ee  in 
Bezug  auf  Fig.  6  für  eine  ebene  Gurve  bewiesen  wurde.  Als  Erzen« 
gende  kann  man  sich  nämlich  anch  statt  der  Curve  L  irgend  eine 
andere  Curvc  auf  der  Oberfläche  des  Cylindera,  also  auche  eine 
f^olclte  denken ,  welche  in  irgend  einer  die  Cylinderfläche  Bchneiden- 
deu  Ebene  liegt.  Ist  diese  Ebene  normal  zu  der  Richtung  so 
schneidet  sie  die  Cylinderfläche  i»  einem  Normalschnitt,  and 
die  Oberäüchc  des  Cyliuders  ist  an  Inhalt  gleich  der  L&nge  dieses 
Schnitts,  multiplicirt  mit 

Ist  die  Curvo  L  eine  geschlossene  Carve ,  so  ist  anch  die  von 

ihr  beschriebene  Cylinderfläche  nur  an  den  Enden,  nicht  an  den 
Seiten  offen ,  und  die  Projeotion  der  ganzen  FUlche  anC  eine  Iielie- 
bige  Ebene  ist  stes  gleich  null. 

Ist  die  Curve  L  die  Raudcurve  einer  beliebigen  Fläche  F,  so 
wird  die  letztere  ein  Volumen  beschreiben,  welches,  wie  auch  die 
Fluche  geformt  sein  mag,  proportional  «  ist.   Statt  der  Fläche  kann 
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man  sich  eine  boliehigo  andere  FlÄche  gesetzt  denken  mit  derselben 
EaudcuTTe ;  ist  letztere  eiiio  beliebige  iiaumconre ,  so  wird  die  ein> 
luliit»  Emtsfitcbe  eine  BegelfUehe  sein,  man  Jedat  Mal 
■■dl  tai  Zweck,  den  niMi  eben  im  Avge  bat,  aSher  chantkteriiina 
ksmi.  Scbneidet  mam  den  Ofliader  dvreli  eine  beliebig»  Ebene,  m 
itt  die  Sdn&ttflaehe  eben  ein  eeUefer  ebener  Scbnitt  des  CyUn- 
den,  der  Ar  lelitefen  aneb  nii  Eneqgeode  gedecbt  werden  kenn. 
Wird  die  schneidende  Ebene  normal  zu  «,  so  erhält  man  den  N  o  r- 
mnlscbnitt  dos  Cylinders;  letzterer  ist  na  Inhalt  gleich  der  Fläche 
jenes  Schnitts  maltiplicirt  mit  ».  Liegen  auch  ausserhalb  der  durch 
die  Bandcurve  L  gehenden  Seiton  des  Cyliuders  Teile  der  Fläche 
F,  so  heben  sich  bei  der  fortschreitenden  Bewegung  deren  Wirkungen 
für  die  Erzeugung  des  Volumens  auf  bei  rein  algebraischer  Auf« 
fassang  der  Sache.  Doch  könnte  auch  gefragt  werden  nach  dem 
Volumen  des  die  Fläche  F  umhülleuden  C\liüder8j  dann  ist  nicht 
die  üandcui-vü  Z.,  l'allä  sie  uberiiaupt  ^oihaiidcii  ist,  massgebend; 
bei  einer  geschlossenen  Fl&che  F  ist  L  gleich  null,  d.  h.  verschwun- 
den. Man  miiM  dann  den  tn  der  Richtang  #  parallelen  Cjrlioder, 
weiefaer  die  FIftcbe  F  fon  aaeaen  barfthrt,  aleo  die  Cnrve,  in  der  er 
sie  berlbrt,  beetimmen.  Dieie  Canre  tritt  dann  aa  die  Stelle  der 
Bandcarve  Ir,  weidie  oben  aDgenommen  warde»  aad  eine  beliebige 
dieselbe  icbUeieende  Flftebe  kann  ala  die  das  Volnmea  eneugende 
FUcbe  aagenomniea  werden« 

In  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  es  fär  eine  ebene  Curro  mit  Be- 
SQgnahme  aaf  Fignr  7  geschehen,  kann  man  aacb  diese  letstea  £nt- 
wiekluu^cü  ieiebt  aaf  den  Fall  ftbertragen,  wo  sich  eine  BaamcofTO 
bahw.  eine  Fliehe  AV  deren  Bandcarve  ist,  am  eine  feste  Achse 
dreht  Die  dabei  ton  der  Oarve  L  beeebriebene  £ingflflche  ist  pro- 
portional dem  Dfebaagswinkel  d  and  der  Länge  eines  ebenen,  dorch 
die  Drehachse  gelegten  Normalsehnitts,  den  man  bekannt* 
lieb  auch  Meridlauschnitt  nennt ;  die  Projection  der  Riugiläche 
ist  aber  nicht  gleich  null,  da  die  Endlage  von  L  nicht  parallel  der 
Anfangslage  ist.  Ebenso  ist  das  von  der  Ringflächc,  weiche  von  der 
Fläch©  F  mit  der  Kandcnrvo  L  beschrieben  wird ,  umschlossene 
Volümuu  proportional  dem  Krehwinkel  d  und  dem  Flächeninhalt 
des  Heridianschnitts. 

Ist  L  die  Anfangs-,  die  Endlage  einer  KaumcurTO,  nnd  ist 
die  relative  La^^e  beider  eiue  solche,  dass  L  in  durch  fortschrei- 
tende Bewegung  ohne  Drehung  übergeführt  werden  kann,  so  ist  die 
Projection  einer  beliebigen,  zwischen  L  und  gcdachtcu  Liacim 
aof  irgend  eine  Ebene  stets  null,  wenn  L  eine  geschlossene  Cnrvo 
ist.  Das  ist  eine  Erweitemag  des  aaf  8«dte  25S  ftr  die  t<»  L  be- 
sehnehsiie  CyHadeiilche  Gesagten. 
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Ifan  erkennt  die  Bichtigkoit  der  Behaaptoog  sofort,  wenn  rann 
L  nnd  £|  dnrcb  beliebige  FIAebenFnnd  /*t  ecbUcset  Dieie  beiden 
FIAcbentelle  bilden  mit  der  zwiscben  L  nnd  Li  nngenonimenen  in- 
flammen  eine  einzige  gescUossene  FlAcbe,  bthw.  ein  Polyeder  im 

nllgemoincn  Siono  des  Worts.   Die  Projcction  dicaee  Polyeders  ist 
algebraisch  gleich  noll,  und  da  auch  die  Prciiectionen  Yon  F  und 
die  algebraische  Suranio  uull  ergeben,  so  mnsa  nncb  die  Projection 
der  Fl&che  swiBcJieii  L  nnd     nnU  sein. 

Denkt  man  in  X|  dnrch  rein  fortschreitende  Bewegang  flber- 
geffthrt,  so  beschreiben  alle  Punkte  der  Gnr?e  L  oongmente  Gurren. 
Sind  diese  Gurren  gerade  Linien,  so  ist  die  Fliehe  swischen  L  nnd 
Li  eine  Gylinderflftche,  welche  in  ein  Prisma  Qbergebt,  wenn  L  ein 
Polygon  ist  Ist  also  a  .  .  .  /  in  Fig.  9  ein  Ranmpolygon  und 
a,  .  .  .  /i  die  zweite  Lage  desselben  parallell  zn  a  .  .  .  so  sind 
dio  Parallelogramme  aü,«,,  beei\  ,  •  •  f^^i^i  die  Seitenflächen 
des  Prismas,  tur  welche  die  algebraische  Summe  der  Projectionen  auf 
irgend  eine  Kbono  null  ist. 

Der  auf  Seite  S51  und  252  behnndelte  FaU  ist  als  ein  Grans- 
iiail  dieses  allgemeineren  Falls  sn  betrachten,  and  swar  so,  dass 

beide  Polygone  eben  sind  und  in  derselben  Ebene  liegen,  so  dasa 
die  Projectionen  der  Parallelogramme  auf  diese  Ebene  mit  jenen 
Fl&cben  selbst  zusammenfallen. 

Ist  die  Cnrve  oder  das  Poljgou  L  eben,  und  die  Ebene  der 
Endlage  parallel  der  Ebene  der  Anfangslage  L,  so  kann  mau  die 
geschlossene  Figur  L  durch  irgend  eine  Bewegung  in  die  End- 
lage X|  flbeiffthren,  nnd  es  bleibt  bestehen,  dass  die  Projection  der 
dadurch  beschriebenen  Fl&ebe  auf  irdend  eine  Ebene  stets  algebraisch 
gleich  null  ist.  Es  ist  also  dann  nicht  erforderlich,  dass  die  Ele- 
mente von  L  den  entsprechenden  Elementen  in  ;der  Endlage  pa- 
rallel  seien.  Das  Gleiche  gflt,  wenn  die  Ebenen  der  An&nga-  und 
Endlage  Ton  L  zusammenfallen. 

BcT.cgt  sich  dio  Curvo  die  Randcurve  der  Fläche  F,  rein 
fortschrettcnd  so,  dass  ein  fest  mit  ihr  verbundener  Punkt  beständig 
auf  einer  zweiten  ge&ciilossenen  Curve  bleibt,  so  wird  in  jedem 
Augenblick  der  Bewegung  die  Projection  der  von  beschriebenen 
Fläche  auf  irgend  liuc  Ebene  gleich  null  sein.  Der  algebraische 
Wert  des  von  /'  beschriebenen  Volamens  ist  uall,  sobald  i' in  seine 
Anfangslage  znrfickgekehrt  'ist.  Dasselbe  gilt  ftti;  die  von  L  be- 
schriebene FlAche,  wenn  L  nicht  geschlossen  ist  Ist  die  zweite 
Cnrve,  die  Leitcnrve,  nicht  geschlossen,  so  kann  man  den  Schluss 
dnrch  eine  beliebige,  also  auch  durch  eine  gerade  Schluaslinie  liftr* 
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Stellen,  und  aus  dem  Obigen  ist  für  diesen  Fall  za  entnehmeu,  in 
welchem  Siuue  die^e  Schlu^siluic  iur  diu  vou  L  bescbriobcnc  Fläche 
■nd  4ai  veo  ^beschriebene  Volnmcn  als  Resultirende  der  zweiten 
Corve,  der  Ldtliole  der  Bewegung,  anfgefastt  werden  kann. 

Anf  Seite  348  woMe  bewiesen ,  dass,  wenn  die  Bewegung  eines 
BaniDgebildes  parallel  einer  gegebenen  Ebene  Tor  sich  geht,  man 
dieses  Gebilde  aus  der  Anfangslage  in  die  Endlage  Oberffthren  kann 
durch  'eine  einfache  fortscheitende  Bewegung  parallel  der  £l>ene 
oder  durch  Drehung  um  eine  su  der  Ebene  senkrechte  Achse. 

Diese  Bewegungen  weicb'^n,  hlmiu  die  Endlage  des  Gebildes  von 
der  Anfangslage  um  eine  niioiulllcb  kleine  Grösse  erster  Urduuag 
eutfernt  ist ,  vou  der  wahren  Bewegung  aus  letztgenannter  Lage  in 
die  andere  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  ab  und  können  alse  die  wahre  Bewegung  vertreten. 

Das  gilt  demnach  auch  in  Besug  auf  die  in  beiden  Fallen  be* 
idmebenen  ilftcben-  und  BaumgrOsBen. 

Im  weiteren  ist  bewiesen  worden,  wie  sich  auch  in  letzterer 
Hinsicht  eine  beliebige  fortschreitende  Bewegung  eines  Raumgebildes 
auf  eine  einzige,  wenn  mau  will  geradlinige  Beweguu^j  ^kit^ber  Art 
zurQckftthren  Iftsst.  Im  Folgenden  soll  nun  noch  kurz  erürtoi  t  wer- 
den, wie  sich  jede  beliebige,  aus  fortschreitenden  und  Drehbewegungen 
zusammengesetzte  Bewegung  durch  eine  Drehung  um  eine  gewisse 
Achse  und  ein  gleichzeitiges  Gleiten  oder  Fortschreiten  parallel  zu 
dieser  Achse,  d.  h.  dnreb  eine  eylindrische  Schraubeubo- 
weguQg  crsetsen  Iftsst.  Zuuftcbst  ist  su  dem  Ende  zu  beweisen, 
liaas  aieli  Jedes  CtebUde  aus  dner  gegebenen  An&ngslage  in  eine 
beliebige,  um  endliche  Masse  davon  entfernte  Endlage  durch  eine 
fortsdireiteade  Bewegung  und  darauf  feigende  Drehbewegung  oder 
umgekehrt  überfAhren  Iftsst,  wobei  unter  Umständen  eine  dieser  Be- 
wegung auch  glekb  null  sein  kann. 

Es  sei  (Fig.  10)  abc  die  Anfangslage,  a^b^Ci  Endlage  von 
drei  mit  dem  Gebilde  fest  verbundenen  Punkteu  (vergl.  Seite  251) 
Durch  parallele  Verschiebung  kann  man  irgend  einen  dieser  i'uukto 
z.  B.  a  in  seine  Endlage  bringen  i  diu  entsprechende  Lage  von  abc 
sei  a^b'c'.  Legt  man  nun  zwei  Ebenen  durch  und  bzhw.  durch 
die  Mitten  der  geraden  Linien  h\  und  e'^i  und  normal  zu  diesen 
Linien,  so  ist  die  Dorchsehnittslinie  dieser  beiden  Ebenen  die  Dreh- 
achse, welclie  es  ermöglicht,  ai^V  durch  einfache  Drehung  um 
diese  Achse  In  die  Endlage  «ift^«!  su  bringen. 
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üebor  die  Richtmig  der  ao  im  aUgemeiiien  betUmmten  Dreli- 
ftchte  ist  Folgeadee  la  eageo: 

Die  Achse  steht. normal  zu  b'b^  uud  c'c,.  Zieht  man  also  von 
einem  beliebigen  Puultto  » (Fig.  10b)  aus  zwei  gpradc  Linicu  ib"  uud 
«V,  die  nach  Grösse  und  Richtung  sflfich  uud  parallel  b'öj  und  cVj 
siud,  so  ist  diu  Achse  uuiuial  zur  Eboue  iV'c".  Zieht  mau  nun 
noch  •a'*,  1%*^  und  e"if  gleich  and  pärollel  aa'^aa'  ist  gleich  nnd 
parallel  hh*  und  ec'  —  eo  ist  die  Ebene  <i^i^t^  parallel  der  Ebene 
t'^V,  also  ist  die  Achse  anch  normal  za  leCsterer  Ebene.  Es  sind 
aber  >a*,  iif  und  t«^  die  OrtSToränderongen  der  Pnnlcte  o,  h  nnd 
c,  nnd  das  Besnltat  ist  demnach  dieses :  Trftgt  man  von  einem  be- 
liebigen Pnnkte  j  ans  nach  Grösse  nnd  Richtung  die  Entfernung  der 
Endlagen  a,,  bi  nnd  c^' dreier  beliebiger  Punkte  a,  b  und  c  des  be- 
wegten Gebildes  von  ihren  Anfangslagen,  oder  diesen  Entfemungen 
proportionale  Langen  ab,  so  steht  die  Drehachse  normal  zu  der 
Ebene,  welche  man  durch  die  Endpunkte  o",  6"  and      legen  kann. 

Die  Ricbtaog  der  Drehachse  ist  onabhingig  von  der  Wahl  des 
Punktes  a,  den  man  znn&chst  dnrch  Parallelverschiehttng  in  seine 
Endlage  bringt,  wihVend  ihre  Lage  von  der  Wahl  dieses  Punktes 
abhängt.  —  Denkt  man  sich  «i^itfi  als  Anfangslage,  abc  als  End- 
lage, 80  erkennt  man,  dass  man  auch  die  Drehbewegung  vor  der 
fortschreitenden  Toraafgehen  lassen  kann. 

Tst  die  Endlage  des  Gebildes  von  der  Anfangslage  nur  unend- 
lich wenig  entfernt,  so  kann  man  die  wirkliche  Bewegung  durch  die 
gleichzeitig  erfolgende  ParallelverBchiebuiig  und  Drehbewegung  er- 
setzen, die  zusammen  von  ersterer  nar  um  unendlich  kleine  Grossen 
zweiter  Ordnung  verschieden  sind.  Handelt  es  sich  nm  die  bei  diesen 
Bewegungen  yon  dem  Gebilde  beschriebenen  Flächen-  oder  Banm« 
grössen,  so  kann  man  die  Teübewegnngen  auch  als  nach  einander 
erfolgend  sich  Torstellen  nnd  die  Summe  ihrer  Wirkungen  als  die 
Gesamtwirkung  der  wirkichen  Bewegung  einAihren,  denn  jene  kOnnen 
von  der  letzteren  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ord* 
nting,  die  als  solche  zu  vernachlässigen  sind,  verschieden  seiu.  Das- 
selbe gilt  für  jede  andere  Art  der  Zerlegung  der  unendlich  kleinen 
wirklichen  Bewegung,  und  es  gi)t  für  die  Gesamtwirkung  dieser  Be- 
wegung auch  dann,  wrtin  letztere  sich  aus  einer  beliebigen  Anr/nhl 
gleich:^eitig  erfolgender  unendlich  kleiner  Farallelverschicbungeu  nnd 
Drchangcü  znsanunensetzt 

In  Fig.  10  a  kann  die  BicMung  aoi  die  durch  «i  verlaufende 
Drehachse  unter  irgend  einem  Winkel  schneiden.  Zerlegt  man  aber 
die  Verschiebung  €Mt  ^       Componento  parallel  und  in  eine  aweite 
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iMnntl  nr  Adue',  ao  faum  man  Im  Hinblick  aaf  das,  anf  Seite 
247  oad  948  mit  Besag  auf  Flg.  5  Gesagte  sehen  elaselien,  dass 
lieb  die  sidetzt  genannte  Tellbewegnng  mit  der  Drehung  sn  einer 
einfachen  Drehong  nm  eine  znr  ersten  Achse  parallele  Achse  sn- 
sammeasetzcn  lIssL  Damit  ist  aber  offenhar  nun  die  Schrauben- 
bewegnng  fertig.  (Liegt  die  letzte  Achse  onendlich  weit  entfernt» 
so  wird  ans  der  Scbranbenbewcgnng  eine  reine  rarallelverschiebnng*, 
umgekehrt  erhält  mau  eine  rciue  Drehung  ohne  Verschiebung,  wenn 
die  Compouente  der  Verschiebung  parallel  der  Achse  nall  ist.)  — 
Eine  endliche  OrtÄveränderong  eines  Gebildes  wird  sich  im  allge- 
meinen nicht  durch  eine  einzige  Schraubenbewegung,  sondern  nur 
durcli  eiuti  uueuiiiicli  grosse  Auzalil  uueadlich  kleiner  Bewegungen 
dlMer  Art  ersetzen  lassen  j  bei  jeder  einzelnen  dieser  Bewegungen 
ist  die  Baiin  eines  beliebigen  Punkts  des  Oebildes  eine  cylindriscfae 
Sebranbenlinle.  Bekanntlich  ist  das  dem  Krftmmangskreis  einer 
ebenen  Cnrve  entsprechende  Analogen  fftr  eine  Baaracnrre  die 
Krftmmnngsscbranbe  (vergL  o.  A.  Dr.  H.  Scheffler,  Sitnations- 
calcnl,  §  32),  und  es  leuchtet  nnmittolbar  ein,  dass  jene  cyiiudrische 
Schranbenliaie  mit  der  KrftromnngsschraQbe  der  Bahn  des  bewegten 
Punkts  zosammenfallen  muss.  Wegen  der  weitern  Einzolbeiteu  dieser 
Lehre  Yon  der  geometrischen  Bewegung  eines  Raumgebildes  verweise 
ich  auf  das  eben  genannte  Werk,  besonders  annh  auf  Duhumel, 
Analytische  Mechanik,  wo  dieselben  sehr  ausführlich  behandelt  sind, 
und  auf  andere  Lehrbücher  der  Mechanik.  Ich  beschrauko  mich 
hier  darauf,  nur  noch  die  folgenden  kurzen  Ergänzungen  der  obigen 
Betrachtungen  über  die  Zusammeuset^uiig  und  Zcrlcguug  vou  Fort- 
schritts- nnd  Drehbewegungen,  getrennt  oder  combiuirt,  hinzozn- 
fttgen. 

Die  Forfschritfsbowegnn'^'  einer  geraden  Linie  imrh  einer  ge- 
gebenen Iliclituiig  kann  itiau  als  ein  Gleiten  IftnL'^  ciiier  zu  dieser 
Richtung  parallel  gezogenen  Geraden  auffassen.  Gleitet  diese  Gerade 
gleichzeitig  längs  einer  zweiten,  diese  wieder  längs  einer  dritten 
Oeraden  u.  s.  w.,  so  vollführt  das  Gebilde  2,  3  .  .  .  Fortscbritts- 
bewegungen.  Dreht  sich  eine  der  Geradeu  gleichzeitig  um  eine  ge- 
gebene Achse,  diese  wieder  nm  eine  zweite  Achse  n.'s.  w.,  so  kommt 
wo.  den  fortscbreitonden  eine  entsprechende  Anzahl  glelcliseitiger 
Drehbewegungen  hlnzn.  Hierin  liogt  die  Erkllmng  dalllr,  was  im 
allgemeinen  nnter  gleiehaeitiger  Anslbhrnng  mehrerer  Bewegnngen 
sa  Tefstehen  Ist.  Hat  man  die  Wirknng  einer  Ansah!  gleichzeitiger 
Bewegnngen  sn  nntersnchen,  so  kommt  stets  das  Zahlenverhaltniss 
der  einzehien  Bewegnngsgrössen  in  Frage.  Diese  BewegungsgrOssen 
also  die  Wege  der  einzelnen  Paukte  werden,  wenn  es  sich  nm  un- 
endlich lüeine  Veischiebangen  nnd  Drehungen  handelt,  alle  ebenfalhi 
Aifh.  i.  mtk.   rkf9,  s.  n*tt«.  t.  xm  17 
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unendlich  klein  sein,  ün  lie  vergleichen  m  kOnneUi  wird  man  sie 
flntliefa  Mf  eine  unabhängig  verftnderliehe  OrOsae^  toq  der  tie  alle 
abhftagig  sind,  beziehen  mflsaen.  Wfthlt  man  hierfilr  die  Zdt, 
während  der  die  Bewegungen  anigelMirt  werden ,  und  dividirt  alle 
jene  unendlich  kleinen  Wege  der  eiaselnen  Punkte  dnreh  das  con- 
stante  Differential  der  Zeit,  so  erhalt  man  statt  der  Wege  die  Ge- 
tchwindigkeiten  von  endlicher  Grösse,  mit  der  Jone  Wege  darch- 
laufon  wfrdcn  So  pcwifuit  man  die  Möglichkeit,  die  Wirkungen 
nielirerer  glt;iehz(  iti;,'  crfolf.M mler  Bewopunpen  zu  verfolgen,  obgleich, 
80  lange  diese  Wirkuageu  keiuo  Kraftwirkungen  sind,  sieb  viel- 
mehr nur  um  die  Bestimmung  der  durch  ein  Raumgebilde  beschrie- 
bencD  Flächcu-  uod  Rannigrüsseo  haudclt,  au  und  für  sich  die  Zeit 
nicht  in  Frage  kommt.  Es  soll  also  zooftchst  mit  e  die  Oeschwin- 
digkeit  einer  ParalleWerschiebnng,  mit  9  dagegen  die  Winkelgoschwin« 
digkeit  einer  Drehnng  bezeichnet  werden;  was  dann  in  Bezog  anf 
Zosammensetznngen  und  Zerlegungen  in  Bezog  avf  diese  Geschwin- 
digkeiten zn  sagen  ist,  das  gilt  auch  f9a  die  entsprechenden  Yer- 
schiebnngen  and  Drehungen. 

Mehrere  unendlich  kleiuo  gleichzeitige  VerscbiebuQgen  setzen 
sich,  wenn  man  sie  in  beliebiger  Folge  als  nach  einaader  erfolgend 
denkt,  in  der  Weise  zusammen,  dass  die  Sehlusslinie  des  aus  den- 
selben eenstruirten  Polygons  die  resultirende  Verschiebung  ist 
Ebenso  ist  es  fttr  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten.  Sind 
letztere  nach  Grösse  und  Richtung  tfi ,  -  <  •  and  ihre  Winkel 
mit  den  Goordinaten-Achsen  «ißifu  ^ßtYi  •  •  •  >  so  sind  die  nach 
den  Richtungen  jener  Achsen  gemessenen  Componeoten  den  Resul- 
tirenden  2^((Tcoso),  2'( c; cos /3),' 2^(0 cos  y),  woraus  sich  unmittelbar 
der  Wert  der  Kesattirendon  selbst  ergiebt 

Drehung  um  zwei  sich  schneidende  Achsen.  Ist  ein 
Gebilde  gleichzeitig  zn  zwei  Drehungen  um  die  Achsen  OA  und  OB 
(Fig.  11}  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  d  und  9%  veranlasst,  so 

werden  die  Punkte  der  Ebene  AGB  in  Ruhe  bleiben,  für  welche 
die  Geschwindigkeiten  gleich  und  entgegengesetzt,  also  allgemein 
gleich  null  sind.  Ein  solcher  Punkt  ist  O,  durch  den  also  die  etwa 
inöf,'liche  resultirende  Achse  verlaufen  nniss.  Ein  zweiter  Puukt 
derselben  sei  also  OjP  selbst  soi  die  Achse,  dann  mus  stattfinden 
fUr  den  Puukt  P: 

C  .  d  «  tT]  .  dj 

and,  wenn  man  auf  beiden  Snten  dnrch  die  L&nge  OF  teilt: 

sin«  .  d  —  sin«^  .  d| 
Man  ziehe  durch  P  die  Geraden  PC  und  PCi  hzhw.  parallel  zn 
OB  und  OA^  und  es  sei 
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OC  —  CiP  —  n  .  ^,    0<^  —  CP  —  . 

daim  erhilt  mut  z.  R  am  Brdedc  OCP 

sin  a  .  n  d  »  sin  ci]^  .  «i  dj 
Yerglichea  mit  der  vorigen  Gleicfanng  erhftU  mBn  hieranB 

n  fi| 

d.  h.  OP  ist  die  Diagonale  eines  Parallflngramms  OCPC^  ,  dessen 
Seiten  proportional,  also  auch  eines  sülchen,  (josson  Seiten  gleich  d 
und  dj  sind;  damit  ist  die  Lage  von  OF  bcstiinnU. 

Um  nnn  noch  die  resaltirende  Winkelgeschwindigkeit  c  fttr  diese 
Aebse  sa  finden,  beaelite  man  zanftclist,  dase  im  Dreieck  OCP^  wenn 

ÖC—ud^    CF— «d,  ist: 

ein«!  .'üP  —  8in(«-)-cri)i»d 

Zieht  man  nnn  von  einem  bcliobiccn  Punkte  auf  OB  die  Nor- 
malen zu  OA  uud  OF  und  bozeicbuüt  diese  mit  a  und  p,  so  mnss 
tOr  M  stattfindeD: 

|i .  c  «  a  .  d, 

nnd,  indem  man  beiderseits  durch  OM  teilt: 

einffj  .  «  —  sin(«i-)-aj)d 

Verglichen  mit  der  vorigeo  Gleichung  erhält  man  demnach 

wenn  •  —  1,  al80   

0C=^6  and   OC,  —  d^ 

ist.  Ffir  t  gilt  also  die  Gleichung: 

8in(a-fa,)          sinCa-f«,)  . 
C  =s  •  O  ^      — •  .  Ol 

8in«j  siua  • 


=  y    -f  V+ addi  cos  (a  4- tfj) 

Das  Resultat  ist: 

,,Zwei  nnendlich  kleine  Drehungen  vm  sieh  schneidende 
„Achsen  können  dnieh  eine  einzige  Drehung  ersetzt  wer- 
ndeUf  and  wenn  man  anf  jenen  Achsen  vom  Durchschnitts- 
npnnkt  aus  Langen  gleich  den  Winkelgeschwindigkeiten 
»«abträgt,  so  bestimmt  die  Diagonale  des  ans  aus  diesen 
nStrecken  constmirten  Paiallelogramms  sowol  die  Lage 

IT« 
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„der  resultireüden  Achse  wie  die  Winkelgeschwiudigkeit 
„der  resaltireodcu  Drcliung  um  diu  Achse". 

Handelt  es  sieb  nm  mehrere  Drehongen  3,  .  .  .um  AobMn, 
welche  sich  sämtlich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  kann  man  dem- 
nach die  resultircüde  Drehung  ganz  ebenso  finden ,  wie  es  oben  für 
Parallelverschieboiigeu  angegeben  wurdo,  woun  nmn  nn  die  Stelle 
der  Grössen  ff,  (T,  .  .  .  die  Grössen  d,  .  .  .  ,  gemessen  auf  den 
Richtungen  der  zugehörigen  Achsen,  treten  Iftsst. 

Verschiebung  normal  zu  einer  Achse  nod  Drehung 
um  diese  Achse.   In  Fig.  12  sei  die  Achse  O  normal  zur  Bild* 

ebene  und  die  Winkolgcschw.  sei  3,  die  Geschwindigkeit  der  Ver- 
schiebung 0.  Dann  lassen  sicli  beide  Bewegungen  zu  einer  Drehung 
nm  eine  Achse  P,  die  ebenfalls  normal  zur  Zeiohencbeue  steht,  ver- 
einigen, nnd  es  hudet  statt  für  die  Achse  0,  d.  i.  fUr  ihre  Ver- 
schiebung und  ihre  Drehung  um  Pi 

0  —  «  .  ^,   Also    *  *  I 

und  fflr  eine  Drehoog  om  O  findet  man  fftr  P: 

wonns  dorch  Vergleich  mit  der  Torigen  Gleiclinng  folgt: 

«  -  d 

Nach  diesen  einfachen  Beziehungen,  die  sich  Irieht  in  Worte 
kleiden  lassen,  kann  man  nicht  nur  eine  furtschreiteudo  Bewegung 
normal  zu  einer  gegebenen  Achse  und  eine  Drehung  um  diese  r.u 
einer  Drehung  um  eine  re.suitireude  Achse  combinireu,  sondern  auch 
umgekehrt  die  letztere  in  die  beiden  ersten  zerlegen. 

Drehung  um  zwei  parallele  Achsen,  Drehungspaare. 
In  Fig.  13  seien  die  beiden  Achsen  o  und  O,  normal  zur  Zeichen- 
ebene die  gegebenen  Achsen  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  S  und 
ö,,  und  /'  die  offenbar  zu  jenen  parallele  Achse  mit  der  Wiukel- 
gtbcliwuidigkeit  f;  P  liegt  in  der  Ebene  00^.  Man  findet  nun 
leicht  nach  der  Bczciciiuuug  lu  der  Figur  lur  die  Achse  1\  die  eben 
in  Bube  bleiben  soll: 

C  «  d  '  4E|  •  d| 

Ferner  für  eine  Drehung  um  die  Achsen  0  und  PfUr  die  Achse 
Ol :  —  /d  —     .  « 

für  eine  Drebnng  nm  die  Achsen  Oi  und  P  ftr  die  Achse  O  i 
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Aos  dieten  Gleichangeii  folgt: 


Dieeelben  Formeln  erhält  mao,  wenn  man  von  zwei  sich  schnei- 
deodoi  Aebien  tvigefat  md  dann  ihre  Neigungswinkel  gleich  auU 
letst 

Sind  dio  beiden  j^opr iionon  Drchuueon  einander  entf^cpcngeietzt, 
ist  z.  B.  negativ ,  so  erhalt  es  in  den  vorstehenden  Formeln  das 
Vorzeichen  minus.   Wird  dann 


Man  bat  es  dann  mit  einem  Drehnngspaar  odor  mit  einem 
Gegenpaar  von  Drehungen  m  tun.  Für  ein  solches  Gegon- 
p&ar  liegt  die  rcsultireude  Achse,  für  welche  dio  Wiukelgpach win- 
digkeit null  ist,  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  sie  existiit  als 
DrehangBachte  IlberliAnpt  niciit;  man  erkennt  Tiebnehr  unmittelbar 
die  Blciitigkeit  dei  folgenden  Satzes  s 

„Ein  Drchnngspaar  bewirkt  eine  parallel  fortschreitende 
„Bewegung  aller  Punklo  des  Gebildes  (ohne  Drehung) 
„nach  geraden  Linien,  welche  auf  der  Kbene  des  Paares, 
„d.  i.  auf  der  Ebene  ihrer  AcL^cu  senkrecht  stehen;  die 
„Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  für  alle  Punkte  die- 
^be,  ist  gleich  dem  Prodnet  ans  der  Entfeninng  der 
^Achae  in  die  Winkelgeschwindigkeit  Umgekehrt  kann  man 
f^ndli  für  eine  gegebene  fortschreitende  Bewegung  ein 
^gleichwertiges  Drehnngspaar  einführen/* 

Drehung  um  zwei  windschiefe  Achfion.  Die  Achsen  seien 
O  uud  C^],  die  Winkclgeschwindigkeiteu  ö  uud  J|.  Mau  dcuke  sich 
zu  den  zwei  Achsen  noch  eine  dritte  Og  hinzu,  die  etwa  parallel  zu 
Oj  ist  nnd  O  schneidet;  bestimmt  man  fOr  diese  die  Winkelgeeehwin- 


Bo  wird  dadurch  au  dem  Ganzen  nichts  geändert.  Es  lassen  sich 
nun  0(d)  und  0,(d])  zu  einer  einzigen  Drehnng  snsammensetMO, 
nnd  0^~9i)  nnd  Oj(d,)  bilden  insammen  ein  Drehnngspaar,  redn- 
dren  sieh  also  anf  eine  fortschreitende  Bewegung.  Letstere  kann 
SU»,  wenn  ee  wünschenswert  erscheint«  aerlegen  in  zwei  Bewegun- 
gen, bihw.  parallel  und  normal  in  der  aus  <Hjt)  und  0^9^  nsul* 


so  wird 


eD  und  0|  '  OD 


digkeit  zu 


O  —  d|~d. 


Digitized  by  Google 


262     Nthlsi  Udter  «Im  7iiAa2(  «kr  dmrtk  Bnotgung  von  Quvtn  «10. 

Ureuticu  Drehachse.  Die  Bewegung  normal  zu  letztoror  uud  die 
DrehuDg  um  dieaelbe  Unsen  lidi  n  einer  einfachen  Drehung  nm 
eine  parallele  Aehae  ziuammeiMetaeB,  und  demnacb  redocirt  aich 
AUea  auf  eine  ^lindrisehe  Schraabenbewagaagf  die  im  gegebenen 
Falle  nnaehwer  im  einaelnen  an  beatimmem  ist 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  nun  die  in  diesem  Para- 
graphen teils  direct  vorliegenden,  teils  aus  den  aüfremeinen  Bo- 
traclitiinjjen  dogsolbon  abzuleitenden  Resultate  recliiiuni:sm:1ssit,^  ver- 
wertet«  und  aas  den  eutwicltelten  Formeln  weitere  SchliUse  gezogen 
werden. 

Forlaelsnng  folgt 
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XIV. 

Nachtrag  zu  dem  Beweise  des  Femat'schen 

Satzes. 

Von 

6.  Konieek. 


1. 

Der  von  mir  in  §  3.  inbezog  auf  die  Gleichung 

aaBgesprocheue  Satz  ist  in  seiueii  letzten  Worten  „jeder  Wert  von 
s  ist  dorch  »  teilbar^  nicht  richtig,  woon  »  —  8  und  k=sU 

Denn  fttr  die  Gleichvng 

giebt  CS,  wie  Herr  Schuhmacher  (Gopitingcu)  iu  Hoffmanns  Zeit- 
schrift fQr  math.  und  iiatorw.  Unterricht  (Jahrg.  25,  Heft  5,  S.  350) 
gezeigt  bat,  noch  ein  zweites  Löfiungsvcrtahruu,  welches  für  x  Werte 
liefert,  die  nicht  durch  durch  3  teilbar  siud. 

In  Folgt  dMMU  iflt  aneh  die  Anwendiiiig  dM  Setiee  in  f  7, 

mn  die  UnmA^dikelt  m 

in  iMweiieii»  licbt  nliiaig,  und  die  Gleidmog 
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ist  bMoadws  za  Mand^lii,  wie  folgt: 

Wenn  x  durch  3  nicht  teilbar  ist,  so  mu&ä  es  entweder  y  oder 
•  sein.  Aas 

folgt 

2)  und 

3)  »  =  r  .  « 

Da  68  für  die  zwcito  Gloichuog  gleichgiltig  ist,  welche  der  beiden 
Zahlen,  2  oder  y,  durch  '6  teilbar  aQgeaommca  wird,  so  setzen  wir 
M  ab  teilbar  doreh  8  Torai». 

Nnn  nraltiplidren  wir  diese  Gldeboag  mit  64  und  erhalten: 

e4««+2  .  32^+16y*+48y*  ^  64f« 

oder 

Es  sei  nun 

8«4-4y«p»  4|fSBs,   4«  — < 

80  haben  wir: 

Nach  dem  ersten  Lösungsverfahren  setzen  wir  nun 

nnd  erhalteu: 

jol-f  33«  «  (u«-f  3t;«;» 
Aus  den  Gleichungen  1)  nnd  2)  ergeben  sich  flttr|>nnd  q  die  Werte 

Es  ist  also  q  dorch  3  teilbar. 

Bei  dem  zweiten  Lösnngsvcrfahren  bexeichnen  wir  die  beiden 
oomplexen  dritten  Wnneln  der  Einh  eit  mit     nnd  C| 


so  haben  wir 


Digitized  by  Google 


•i'— f,*«lt 
S«tzeD  wir  nun: 

10  enP«bt  sieh 

6)  2p  -  6ttü2  — 17» 

7)  25-.tt»— 3««»  +»» 

J»  +  2  =  3  Ui>  (p  —  I») 

In  ersten  Falle  ist  also: 

aisu 

g(ti-|-p)(»  — ») 

y-3.  j  

Inn  iweiten  Falle  ist: 

p-\-q  —  8(i-f~y)  ™  3Mt>(«  — u) 

also 

.+f  -  8 .  — g — 

Da  z  nach  VoraasseUang  durch  3  teilbar  ist,  so  mass  auch  im  zwcitcu 
Falle  y  durch  3  teilbar  sein. 

lo  jedem  Falle  wftren  also  in  der  Gleiebang 

die  beideu  Zahlen  ij  und  z  durch  3  teilbar,  während  nach  Voraos- 
Setzung  die  dritte  x  durch  3  unteilbar  ist.  Da  dies  uumüglieh  ist, 
80  ist  die  Gleichung 


Digitized  by  Google 


266     Kernteki  Naeking  mh  dm  B*wum  du  F«rmm($tktik  Satt9$. 

für  ganze  Zahlen  nmnOglieh. 

3. 

lu  dem  Beweise  in  §  3.  habe  ich  angcuommcu,  dass  muglicber- 
weise  auch  gebrocheuo  ratiouale  Werte  von  X  uud  g>  für  « 
gaase  ZaUen  ergeben  könnten.  Es  Uist  sidi  aber  zeigen,  daai  dies 
nnr  Brttehe  mit  dem  Nenner  3  sein  kOnnen. 

Kebmen  wir  zanächst  n     5,  so  haben  wir 
nnd  ans 

0*4-/3«=:«     folgt        — •  — O* 

Es  ergiebt  sieb  also 

asi^Ö  —  et»  — 10a*2-f-5a»* 

-j-lOtt^'  — 10  a»» 
■f  5a* 

Verfthrt  man  ebenso  mit  der  Formel  fttr  ^Vn,  so  ist  der  Goofficient 
von  e«  die  Summe  l  +  "i  +  «4+"6  •  •  nun  die  Sammo 

aller  Binomialcoefficienten  2**  ist^  so  ist  die  halbe  Summe  2"  *,  und 
da  die  übrigen  Coeticienten  durch  n  teilbar  sind,  so  erh&lt  man  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

X  Vn  =  2"—* «» — fv,  a"-<«* — f»g^~*  «*  +  •   •  • 

n-l       .n  — 1 
2  3 

Setzt  man  non 

«- jv» 

so  ergiebt  sich  nach  MnltipUcation  mit  d**: 

n — 1  n— 1  W--3 

«  — 5  »  — 1  w— -i 

Fttr  /I  wftre  dann  m  Mtxea: 
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md  mtat  bftttA 

Da  n  und  relativ  prim  sind,  kaim  ö  nicht  durch  »  teilbar  sein; 
68  mAssto  also  infolge  der  vorangchcDdon  Qleichniig  J  3  sdn, 
weil  das  erste  Glied  rocbts  den  Factor  i*  haben  masste. 

Also  könnte  in  den  Gloicbangen  3),  4;»  5)  nur  Kesotzt  werden 

wenn  Xy  »  ganze  Zahlen  sein  sollen,  und  es  bliebe  x  durch  n 
teUbar. 
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XV. 

Anwendungen  des  Ameseder'schen 

Nullsystcms 

Von 

Hermann  Oppenhelmw 

in  Detfoiweo. 


Eiuleitaag. 

Vor  einigfir  Zeit  habe  ich  mich  mit  der  Constraction  und  Bc- 
bsodlnog  eines  ebenen  Nallsyetems  beecbftftigt,  nachdem  meine 
dieebezflglichen  Recherchen  in  der  geometriacben  Litteratur  sa  keinem 
Ergebnisa  geführt  hatten.  Erat  Herr  Professor  R eye  in  Strasebarg, 
der  so  giltig  war,  meine  Abhandlung  einer  Dnrebsicht  za  unter- 
ziehen,  fand,  dass  bereits  im  Jahre  1881  in  der  oben  citirten  Ab- 
handlung ein  solches  System  von  Herrn  Ameseder  bebandelt  worden 
sei.  Wenn  nun  dieses  System  in  sich  selbst  auch  höchst  interessant 
ist,  eo  scheine  idi  demnach  doch  zu  der  Vermutung  berechtigt  zu 
sein,  dass  dassolbo  Anwenduug  auf  anderweitige  geometrische  Theorien 
noch  nicht  gefunden  hat.  Die  nachfolgende  Abhandlung  soll  die 
i  1  u  litl  ark  it  des  Systems  für  di^  Theorie  der  Curven  dritter  Ord- 
uuug  liartuu. 

I. 

1)  Der  leichteren  Orientimng  wegen  sollen  die  wesentUchen 
Eigenschaften  des  Ameseder'schen  Nullsystems  hier  in  Kflne  ange« 


*)  Ameieder:  „Ueber  ein  NulUysUm  dea  iw^itteo  Grade«. *  LZXXUI. 
Band  dtr  Silib.  4.  k.  Akid.  dw  WirtOBiebdkw  in  Ulm  It  Abtb,  F«br.- 
BeA»  Jahrgang  1681. 
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geben  werden.  Das  Ameseder'scho  KuUsystem  ist  ein  ebenes  System, 
in  welcbem  einer  Geraden  ein  auf  ihr  liegender  Punkt  und  diesem 
Funkte  dieselbe  Gerade  emdeutig  entspricht  Das  System  ist  qua- 
dntiidi:  den  Strahlen  eines  StrablenWlieheli  entspricht  als  Ort  der 
ngebörigea  NoUpankte  «in  Eegeliclinitt,  der  DttOrlicli  doreh  das 
Ctatmm  des  StnhlenblladielB  geben  mass,  weil  ja  das  Centram 
asch  eine  NnUgerade  hat;  diese  berohrt  eben  den  Kegelschnitt  im 
CSntmm.  Alle  diese  Nnlipnnktskegelscbiiitte  haben  drei  Punkte 
gnmeinsam,  die  drei  Doppelpunkte  des  Systems.  Ein  solcher  Doppel- 
punkt leidinet  sich  dadnrch  ans,  dass  ihm  nicht  ein  einziger  Strahl 
als  Nnllgcrade  entspricht,  sondern  unendlich  viele,  alle  die  durch 
ihn  hiadorcbgeben. 

Beciprok  ist  die  Enveloppe  der  Nollgeraden  einer  Pnnktreihe 
ein  Kegeisebnitt,  dem  dieses  Doppeldreieck  nmscfarieben  ist.  Jeder 

Seite  des  Doppeldreiecks  entsprechen  ihre  sämtlichen  Punkte  als 
zogehOrige  Nnllpnnkte.  Das  Doppeldreieck  habe  die  Seiten  a,  b,  c 
und  die  Ecken  B,  C.  A  liege  o  gegenüber  etc.  Der  NuUpunkts- 
kegelschmtt  eines  Strahlenbüschele ,  dessen  Centrum  -X  auf  einer 
Doppelaeito  a  liegt,  zerfällt  in  dicso  Duppelseito  und  eine  Gerade  «, 
weiche  durch  den  Doppelpunkt  A  geht.  Diese  Gerade  x  schneidet 
auf  den  St.ru.hlen  des  Strahlenbüsehels  X  die  ^ulll»uukto  aus.  Die 
&Lräiiieu  X  durch  A  und  dio  Punkte  X  aui  ä  sind  projcctivisch. 
Die  auf  a  liegenden  Doppelpunkte  B  uud  C  sind  solche  Gentren  X, 
die  von  den  ihnen  zagehörigen  Strahlen  x ,  nämlich  rssp.  h  ond  « 
getroffen  werden,  im  EinklaDge  mit  der  Tatsache,  dass  einem  Strahl 
dnich  einen  Deppelpankt  der  Doppelpunkt  selbst  als  Nullpunkt  ent^ 
spricht  Man  kann  daher  mit  Hilfe  einer  Doppelsmte  und  des 
ihr  gegenüberliegenden  Doppelpunktes  —  und  es.  ist  gleichgiltig, 
welches  Doppelelementpaar  man  dazn  benutzt  —  in  folgender  Weise 
SU  eiiier  b^ehigen  Geraden  m  ihrem  liullpankt  U  constmiren. 

Die  Gerade  m  s^ndde  ain  man  bestimme  das  dem  Punkte 
Xm  entsprechende  Element  r»  des  der  Punktreibe  der  X  projectivi- 
scfaen  StrahlenbflachelB  der  r,  so  schneidet  ««»  auf  m  den  gesuchten 
Nullpunkt  ans. 

Den  Ausgangspunkt  fttr  unsere   curventbeoretischon  Unter* 

luchnngen  bildet  die  Aufgabe,  ein  Nnllsystem  zu  constrniren,  wenn 
sieben  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben  sind,  uud  diese  Auf- 
gabe erheischt,  dass  wir  uns  zunächst  mit  der  ..gcuidinsameu  Null- 
pnnktscurTO^'  zwxicr  Systeme,  d.  h.  mit  dem  Orte  derjenigen  Punkte, 
die  in  Bezug  auf  beide  Systeme  dieselben  Nullgeraden  haben,  resp. 
mit  der  reciproküu  Curve,  der  Eureloppe  du-ser  Nullgeraden,  der 
„gemeinsamen  Nullgeradenenvelüppe^',  beäciiaUij^cu. 
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2)  Die  beiden  Kallsysteme  seien  tob  einander  nuterscbiedea  als 
System  I  und  System  II.  Das  Doppeldreieck  von  I  sei  ^i« 
mit  den  Seiten  o^,     c^,  das  von  II      B«,      mit  den  Seiten 

^  Nnllpnnkt  von      in  Besag  auf  I  sei  Pf,  Dann  ist 

der  NaUpnnktslngelBelinitt,  der  zu  irgend  einem  Paokte  Q  von 
in  Bezog  aof  das  System  I  gehört,  derjenige  Kcgelscbaitt  Kq^  der 
dnrch  A^,  B^^  Cj',  uud  Q  geht.  Allen  Punkten  Q  von  ent- 
tq[»redieD  alle  Kegelschuitto  durch  A^,  ß^,  ,  /V  In  Bezog  aof 
das  System  11  entspricht  dem  Punkte  Q  als  Paukt  einer  Üoppellinie  ein 
Strahl  Sf  durch  den  gügeutiberliegeuUen  Doppelpunkt  A^.  Die 
Schnittpunkte  von  und  Kq,  und  X,,  smd  uticMibar  solche  Punkte, 
die  in  Bezujr  auf  beide  Systeme  dieselben  Nullgeraden  haben,  also 
I'uuklc  dea  gcäuchttiu  Ortes.  Da  der  ötrableitbuschcl  der  »q  pro- 
jectivisch  ist  dem  K^elschnittbttschel  der  Kq^  indem  awei  eut* 
sprechende  Elemente  sq  nnd  Kg  NuUpnnksOrter  für  denselben  Punkt 
Q  sind,  der  nmgekebrt  auch  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  einer  der  Nnlt- 
panktsOrter  gegeben  ist,  so  sind  also  die  Fnnkte  der  gemeinsamen 
Knllpnnktscnrve  die  Dnrchscbnittspnnkte  eines  KegelschnittbOschels 
nnd  eines  projectivischen  Strahl enbQsch eis,  also  die  Punkte  einer 
Cnrve  dritter  Ordnung;  dieselbe  geht  beUaimtlich  durch  die  vier 
Gmndponkto  des  KcgelschnittbQschels  nnd  das  Ceutram  des  Strahlen- 
büschcls  hindurch,  in  unserem  Falle  also  durch  /!„  ß^,  P^^  A^, 
also:  die  sechs  Doppelpunkte  liegen  auf  der  gemeinsamen  Kullpnnkts- 
corve,  und  der  dritte  Schnittpunkt  einer  Doppellinic  des  einen  Sy- 
stems mit  der  Carve  ist  ihr  Nullpunkt  iu  Bezug  auf  das  audcro 
System;  die  Ecke  eines  der  beiden  Doppeldrciccke  uud  dieser  liull- 
ponkt  einer  vierten  Doppellinie  haben  als  beigeordneten  Best  den 
«Ueser  iderten  DoppoUinie  gegonfiberliegenden  Doppelponkt  Dio  ge- 
meinsame Nnllgeradenenveloppe  ist,  wie  die  redproke  Betrachtnng 
ergibt,  eine  Cnrve  dritter  Glasse,  von  der  die  DoppoUinien  Tangonten 
sind.  Dabei  ist  noch  folgendes  sn  bemerken:  sobald  der  Strahlen- 
baschel  der  «I,  der  KegelschnittbOschel  der  Kq  nnd  die  projeetivistihe 
Besiehnng  swischen  beiden  gegeben  ist,  steht  die  gemeinsame  Kall- 
punktscurvo  fest,  und  doch  ist  damit  noch  nicht  festgestellt ,  was 
für  eine  Gerade  a,  durch  i*,  die  dein  Punkt  A^  gegenüberliegende 
Doppellinie  sein  soll.  Es  gibt  also  unendlich  viele  l^ullsystempaare, 
die  4  Doppelpunkte  und  dieselbe  Nullpunktscurvc  gemeinsam  haben. 
Am  Ende  des  nächsten  Paragraphen  werden  wir  im  Anschluss  au 
diese  Tatsache  neue  interessante  Boxiobuugeu  kennen  lernen. 

3)  Gegeben  sind  sieben  beUeliige  Geraden  1-7,  jeder  dieser 
Geraden  ist  einer  ihrer  Punkte,  resp.  I— VII  als  ihr  Nullpunkt  zu- 
gewiesen. Man  soll  zu  irgend  einer  Geraden  S  der  Ebene  ihren 
KnUponkt  VIII  bestimmen. 
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Dass  es  nur  eiu  äolches  Üoppcldrcieck  gibt,  d.  b.  dasfi  unser 
Sjvtom  eindeutig  ist,  geht  aus  folgender  Erwägung  hervon  wlird« 
es  mehrero  Poppeldreiecke  geben,  also  mehrere  KnllsyeteDe,  so 
wftrden  je  swei  von  den  Qystemen  Anlass  geben  n  einer  gemein- 
semen  Nnllpankteennre  nnd  einer  NaUgendeneuTeloppe.  Anf  der 
enteren  mUssten  nach  den  Erörterungen  der  vorigen  Aufgabe  ausser 
den  Pnnl[ten  I^YII  auch  die  sechs  DoppelpnnlLte  der  beiden  Sy- 
steme liegen.  Nun  ist  aber  eine  solche  Nnllpunktscunre  als  Gnrve  dritter 
Ordnung  dnrch  9  Punkte  bestimmt.  10  beliebige  Punkte  der  Ebene 
werden  jm  allgemeinen  nicht  einer  «solchen  Corve  angehören.  Ist 
ons  also  irgend  eiu  NuUsystem  gcgrbcii  und  wir  greifen  ganz  wili- 
kürlich  7  Geraden  mit  ihren  Nullpunkten  heraus,  so  werden  diese 
7  Punkte  mit  den  drei  Doppelpunkten  des  Systems  nicht  einer  Curvo 
3.  Ordnung  augehureu.  AuUrerseiLä  muästca  wir  aber  doch,  wenn 
wir  Jetat  umgekehrt  zu  diesen  7  Elementpaaren  des  System  oon- 
stmirten,  nnter  den  Tersefaiedenen  erentneUea  Losungen  nncli  dieses 
nngeoommene  ^tem  beiconunen.  Wir  Icommen  niso  dnreh  die  An- 
nahme der  Hehrdentigkeit  nnserer  Angabe  in  dem  Widenpmcbe^ 
daae  sehn  PnnkCe,  die  wir  so  wählen  kOnneo«  dass  sie  nieht  einer 
Gurre  dritter  Ordnung  angehören,  unter  allen  Umständen  anf  einer 
solclien  liegen  mflssten.  Die  Aufgabe  ist  also  eindeutig. 

Der  Entwicklung  unserer  Lösung  müssen  nun  noch  die  Er- 
klärung einiger  Abkürzungen  und  cimgo  geometrische  Beziehnngen 
voniüsgeschickt  werden,  die  im  Folgenden  jeden  Augenblick  wieder- 
kehren werden.  Unter  ^  (1,  2,  3,  4)  wollen  wir  einen  Kegelschnitt 
verstehen,  der  die  Geraden  1,  2,  3,  4  berührt,  unter  K  (L  II,  XU, 
1?)  einen  seichen,'  der  doreh  die  Punkte  I,  Ii;  III,  IV  geht  Der 
Büschel  der  X  (I,  II,  III,  IV)  ist  der  Bttschei  aller  derjenigen  £««01- 
sehnltte ,  welche  duicb  die  Punkte  I,  If ,  ni,  IV  gehen  ete.  Iigend 
ein  iC( .  .  .  .  }  hat  das  DoppelTerbiltniss  das  heisse:  jeder  seiner 
Punkte  bildet  mit  den  vier  in  deriEIammer  angegebenen  Punkte  dies 
Doppelverhältniss,  das  DoppelverhAltniss  fi  eines  ( .  .  .  . )  habe 
die  reciproke  Bedeutung.  Die  geometrisciien  Besiehnngen«  (tte  wir 
nOtig  haben,  sind  folgende: 

a)  Werden  die  Büschel  der  K  (I,  II,  III,  V)  und  der  K  (I,  II, 
III,  VI)  projectivisch  aufeinander  bezogen,  so  ist  der  Ort  des 
vierten  Schnittpunktes  eutsprechoudcr  KegeUchniUe  eiuö  Curvö 
4.  Ordnung,  die  die  drei  aUen  gemeinsamen  Schnittpunkte  I, 
II,  ni  an  Doppelpunkten  bat. 

b)  Diese  Curve  kann  auch  zerfallen.  So  z.  B.  ist  eine  pro- 
jeetivische  Beziehung  iwischen  den  beiden  Boscheln  durch 
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die  Bestimmaog  hergestellt,  dais  dieser  Ort  ^  JT  (I,  II,  III, 
IV)  sein  soll. 

Diese  und  die  reciprokeo  Beziehaogea  werden  wir  verwendeii. 

Um  nanmehr  snr  Lösiiiig  selber  flbersagehen,  so  bemlit  dieselbe 
auf  dem  am  Eingänge  erwihnten  Qmiidgesetie,  dass  wenn  a  eine 

Doppellinie  und  A  der  gegenüberliegende  DoppelpuDkt  ist,  die 
Schnittpunkte  (a,  1),  (a,  2),  (a,  3),  (o,  i),  (o,  5),  (a,  6),  (a,  7)  die- 
selben Doppelvorhältnissc  bilden,  wie  resp.  die  Verbiudungslinien 
(A,  I),  f^,  II),  (.1,  III),  f^,  IV),  (A,  V),  (A,  VI),  f.l,  VII).  Gelingt 
es  uns,  zu  den  sieben  gegebenen  Elcmentpaaren  eine  Linie  a  und 
einen  Punkt  A  mit  dic?or  Eigenschaft  zu  finden,  dann  ist  unsere 
Aufgabe  gelöst.  Dies  sucht^u  wir  durch  unsere  KcgelschnittbQschel 
uüd  -sciiiiureii  in  der  Weise  zu  erreichen,  dass  wir  vier  Kogelschnitte 
K  (X,  II,  III,  IV),  A'  (I,  II,  III,  V),  K  (I,  II,  UI,  Vi),  K  (I,  II,  III, 
YII)  in  constmiren  Tersncben,  «Ue  einen  gemeinsamen  Tiertca  Schnitt- 
punkt A  haben,  so  dass  die  (1,  2,  3,  4),  II  (1,  i,  8,  6),  fl  (],  9; 
3,  6),  9  (1,  2,  3,  7),  die  resp.  dasselbe  Doppelverbftltaiss  haben, 
eine  vierte  gemeinsame  Tangente  a  haben.  Wir  sehen  mniehst  tob 
dem  Elemcntpaar  7,  VII  ab  und  suchen  den  Ort  der  Doppelpunkte 
A  and  die  Enveloppe  der  zugehörigen  a  for  die  £lementpaare  1, 
1—6,  VI  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  irgeud  einen  K,  (I,  II,  III,  IV)  und  weisen  jedem 
K  (T,  II,  III,  V)  denjenigen  K  (I,  JI,  III,  VI)  als  entsprechend  zu, 
der  mit  lijm  den  vierteu  Schnittpunkt  mit  Kx  (I,  II,  III,  IV)  gemein- 
sam hat,  60  ist  nach  Satz  b  damit  eine  projectivische  Beziehung 
iwlscbea  diesen  bdiden  Bflseheln  hergestellt  Lassen  wir  ferner 
jedem  E  (I,  II,  III,  Y)  denjenigen  (1,  2,  3,  5)  entsprechen,  dessen 
Doppelverbiltniss  ^  gleichen  Wert  mit  dem  DoppelTerhftltaiss  m 
des  ersteren  hat,  so  ist  damit  ebenfalls  eine  projectivische  Beiäehung 
zwischen  Büschel  und  Schaar  hergestellt  Beziehen  wir  in  gleicher 
Weise  die  Schaar  der  (1,  2,  3,  6)  auf  den  Büschel  der  K  (I,  II, 
III,  VI),  so  ist  durch  die  eben  festgesetzte  projectivische  Beziehung 
zwischen  K  (I,  II,  III,  V)  und  den  K  ([,  II,  Iii,  VI)  auch  eine  pro- 
jectivische Beziehung  zwischen  den  M  (1,  2,  3,  5)  und  den  ü  (1,  2, 
3,  6)  hergestellt;  einem  ibelicbigen  il  (1,  2,  3,  5)  kommt  ein  be- 
stimmtes Doppclverhältuiss  ^  zu;  denselben  Wert  hat  das  Doppel- 
vcrhältniss  m  eines  bestimmten  K  (l,  II,  III,  V).  Dieser  schneidet 
den  A,  (Ij  JI,  III,  IV)  iu  einem  vierten  Tuukte.  Durch  dicben  geht 
ein  besimmter  K  (1,  11,  III,  VI)  mit  einem  Doppclverh&ltiiias 
und  es  gibt  einen  einzigen  1^  (i,  2;  3,  6),  dessen  DoppelverhUtniss 

l«i  —  «t 
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ilt  Die  80  auf  räumder  bezogenen  ß  (1,  2,  3,  5)  und  I?  (1,  S»  3, 
6)  iiiid  also  ancb  projectiviscb.  Das  Erzcngniss  ihrer  vierten  ge- 
meinsamen Tangenten  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  wieder  ein 
Kegelschnitt  sein,  da  ja  nach  Voranssetzang  durch  die  Punkte  I— VII 
die  Geraden  1—7  ganz  willkürlich  gezogen  sind,  sondern  eine  Corve 
vierter  Ciasso  mit  den  Doppeltangenteu  1,  2,  3.  Eine  Curve  vierter 
Classe  hat  mit  einem  Kegeischoitt  acht  Taugenten  gemeinsam.  Diese 
Enveloppe  wird  also  ausser  ihren  drei  Doppcltangenten  mit  ^  (1, 
2,  3,  4)  noch  zwei  weitere  TaugeuLen  gemeinsam  Labeu,  und 
Jede  von  diesen  beiden  Tangenten  berahrt  also  je  einen  Kegelschnitt 
der  drei  Sdunren;  die  enUprecbeiidea  Kegelachnitte  der  drei  Bftsehel 
gehen  dordi  einen  nnd  dentelbeo  Tierten  Pnnkt,  resp.  Tj^  and 
auf  Km  (I»  II,  III,  IT)}  es  iit  also  Idar,  dass  nnd  Pnnitte  des 
gesacbten  Ortes,  ^  und  i|  Tangenten  der  gesuchten  Enyeloppe  sind. 
Anf  jedem  solchen  K»  ans  dem  BOschel  der  JT  (I,  II,  III,  IV)  liegen 
ausser  I,  n,  UI,  die  ja  wol  aaeh  dem  gesuchten  Orte  angehören 
werden,  swei  weitere  Punkte  und  7«;  an  jeden  St  (1,  2,  3,  4) 
gehen  zwei  weitere  Tangenten  t^.  E«?  handelt  sich  darum  die 
Ordnung  dieser  Curve  der  Zj,  resp.  die  Classe  der  rcciproken 
Curvo  festzustellen.  Dazu  kommen  wir  durch  folgoudL:  Ersvat/ung: 
Hat  man  einen  Doppolpunkt  T  und  die  zugehörige  Doppelliuie  t  be- 
stimmt, so  bat  es  keine  Schwierigkeit,  auf  t  die  beiden  weiteren 
Doppelpunkte  zu  construiren,  mit  Hilfe  der  Bedingung  r  (I,  II,  III, 

IV,  V,  VI)  ^  e  (1,  2,  3,  4,  5,  6).  Zwei  mögliche  Doppeldreiecke 
liegen,  >viü  wir  wissen,  mit  den  Punkten  I — VI  auf  einer  Curve 
dritter  Orduung,  der  gemeinsamen  Kullpuuktscurve.  WUssieu  wir 
im  voraus,  dass  die  drei  Punkte  eines  Doppeldreiecks  mit  den  sechs 
Fonkten  I— VI  die  Punkte  einer  einzigen  GQr?e  dritter  Ordnung 
sind,  so  wftre  damit  festgestellt,  dass  der  gesnchte  Ort  dritter  Ord- 
nung ist  Denn  die  Endpunkte  zweier  beliebigen  Doppeldreiecke 
liegen  mit  den  Punkten  I— VI  anf  einer  solchen  C^,  die  durch 
«in  einziges  solche  Doppeldreieck  schon  eindeutig  bestimmt 
ist;  ihr  mfissten  also  alle  Doppeldreiecke  eiabeschrieben  sein.  Es 
wäre  aber  ja  doch  denkbar,  dass  die  Ecken  eines  Doppddreiecks 
mit  den  Ecken  I— VI  die  Grundpunkte  eines  Büschels  von  Cg  bil- 
deten, deren  jeder  zwei  Dreiecke  eiubeschrieben  wären.  Diese  An- 
nahme widerlegt  sich,  ganz  abgesehen  von  den  Widersprüchen,  die 
sich  dann  aus  unserer  Constructiou  der  Curvu  i  rgt  heu  würden,  am 
besten  in  folgender  Weise:  da  jedes  solche  l>reieek  mit  den  Punkten 
I — VI  Anlass  zu  einem  Curvenbttschel  gibt,  jeder  Curvenbuschel 
aber  eine  Curve  enthalten  mflsste,  der  das  gcsuchtü  Doppeldreieck 
—  daa  auch  dem  Elemeutpaar  7.  VII  genügt  —  eiubeschrieben 
w&re,  80  wflrde  auch  dieses  Doppeldreicck  mit  I— VI  die  Gruudpuukto 
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einM  Bttichels  bilden.   Dann  mflssten  seine  drei  Ecken,  wenn  wir 

Eleoientpaar  VT,  G  mit  VH,  7  vcrtauscben,  auch  mit  den  Punkten 
I  II,  III,  IV,  y,  VII  die  9  Grundpuiikte  eines  Büschels  bilden.  Dai 
ist  aber  nicht  möglich.  Denn  ö  Punkte  können  nicht  zwei 
ve.rschiedenc  Punkto  VI  und  Vil  als  beiiro ordneten  Rest 
haben.  Also;  die  Ecken  alier  zu  seclis  Lleiuentpaaren  möglichen 
iJüiipeldreiecke  liegen  mit  den  Nullpunkten  auf  einer  Cnrve  dritter 
Ordnung,  die  Seiten  beiüliren  mit  den  Nullgeniden  eine  Curvo  dritter 
Classe.  Von  der  Curve  driUcr  Orduuug  als  gegebener  Nullpunktft> 
Gurve  aasgebend,  könaen  wir  das  Resultat  so  aussprechen: 

„Bestimmt  man  die  Envcloppo  der  Nullgeradcn  einer  Curve 
dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  ein  Nnllsj'stcm,  dessen  Doiipeldroieck 
der  Curve  einbeschrieben  ist,  so  erhält  man  eine  Curve  dritter  Ciasso. 
Das  Doppeldreieck  ist  dieser  Euveloppe  uatüdich  umschrieben. 
Ausser  diesem  Dreieck  aber  gibt  es  noch  uuendlich  viele  andere, 
welche  auch  dieser  Enveloppe  umschrieben  und  der  C\  einbcschriebcu 
sind.  Jedes  dieser  Dreiecke  kann  die  Stelle  des  Düppeldreiecks 
verselieii.  d.  b.  wenn  wir  irgend  eines  dieser  Dreiecke  zum  Doppel- 
dreieek  eines  Nallsystems  wählen  and  irgend  einem  Punkt  der 
die  NnUgerade  des  anftnglichen  Systems  ancli  in  Bezug  aaf  dieses 
neue  lästern  zuweisen,  so  haben  alle  Cnrvenpnnkte  in  Besag  aof 
beide  Systeme  dieselben  Nollgeraden.  In  Bezug  auf  alle  so  ber- 
stellbaien  Nullsysteme  ist  die  die  gemeinsame  Nnllpanktcorre^ 
die  Curve  3ter  Classe  (-„C^')  die  gemeinsame  „NullgeradenenTeloppe**. 
Durch  jeden  Punkt  der  C\  gehen  an  die  drei  Tangenten:  eine 
derselbou  ist  die  Kullgerade  des  Punktes,  die  andern  beiden  und 
*j,  die  durch  diesen  Punkt  gehenden  Doppelliuicn;  die  dritte  zuge- 
hörige Düppelliuie,  die  das  Doppeldreicck  vervollständigt,  ist  die 
Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Schnittpunkte  von  *i,  mit  der 
Cj,  die  nicht  ihre  Nullpunkt  sind.  Reciprok  schneidet  jode  Tan- 
gente der  die  C\  in  drei  i' unkten,  deren  einer  der  Null]iuLikt  der 
Taugeute  ist.  Inc  andern  beiden  Schuiltpuuktu  <Sj  und  6^  sind  die 
beiden  Doppeipuukte  dieser  Tangenten,  der  dritte  zugehörige  Dop- 
pclpunkt wird  ausgeschnitten  von  deujeuigcn  beiden  Tangeuten  dareh 
8i  and  £t,  die  nicht  ihre  KuUgeraden  sind.  Zwei  beliebige  solche 
Doppeldreiecke  liegen,  wie  aus  den  Schlussbemerkongea  des  vorigen 
Abschnittes  sieb  ergiebt,  derartig  zo  einander,  dass  za  den  drei  Ecken 
des  einen  Dreiceks  nnd  dem  Nnllponkt  einer  Seite  des  zweiten  Drei- 
ecks die  Oegenecke  dieeer  Seite  der  beigeordnete  Best  ist 

Haben  wir  nun  mit  Hilfe  der  Elementpaare  I  bis  VI,  1  bis  6, 
das  eine  Curveupaar,  wir  wollen  es  für  die  Folge  Cii{y\)  und  C'*(6) 
nennen,  coostruirt,  so  können  wir,  indem  wir  ein  Eiemeutpaar,  etwa 
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6^  VI,  dnreli  7,  YII  ersetzen,  in  derselben  Weise  ein  zweites  Curvcn- 
piftr  C(ni}  und  C*(7}  herstellen,  dem  auch  das  gesaebte  Doppeldrei- 
eck ein-  resp.   umschrieben  sein   mnss,  und  zwar  können  der 

Eindeutigkeit  der  Lösung  wegen  nnr  drei  von  den  ncnen  Darch- 
BcbiiiftspuTikten  sich  für  die  gesuchten  Doppelpunkte  eignen.  In  der 
Tat:  funf  von  diesen  neun  Punkten  sind  die  Punkte  I— V.  Der 
sechste  Punkt,  der  nicht  Doppelpaukt  sein  kann,  wird  in  folgender 
Weise  erhalten:  die  Geraden  1—5  bilden  einen  Kegelschnitt,  der 
Süwol  als  Ä  (1,  2,  3,  4)  wie  als  ß  (1,  2,  3,  5)  betrachtet  werden 
kann;  in  dem  einen  Falle  entspricht  ihm  aber  ein  bestimmter  A'  (I, 
n,  HI,  lY),  in  dem  andern  ein  besümmter  E  (I,  II,  III,  Y)  and 
diete  heiäenk  Kegelechnitte  werden  im  allgemeinen  nicbt  ancb  zu- 
Hunmenfallen,  wenn  die  Geraden  1—6,  die  vir  den  Punkten  l^Y  zu* 
wmaen,  gaus  beliebig  sind.  Sie  werden  alao  einen  weiteren  Pnnkt 
P  gemeinflam  haben.  F  ist  offenbar  ein  Pnnkt  beider  Cg.  1)  geht 
durch  F  ein  K  (I,  II,  III,  YI);  ihm  entspricht  ein  St  (1,  2,  3,  6); 
St  (Ij  2,  8,  4^  6)  und  5!  (1,  2,  8,  6)  haben  eine  weitere  gemeinsame 
Tangente  p.  p  ist  die  P  gegenüberliegende  Doppelliuie  in  Bezug 
auf  das  Klemcntpaar  1 — 6,  I— VI,  denn  durch  gehen  drei  Kegel- 
schnitte, Ä'  (I,  II,  in,  lY),  K  fT,  TT,  III,  V),  K(l,  II,  III,  VI),  und 
die  entsprechenden  Kegelschnitte  der  drei  Schaaren  Ät  (1,  2,  3,  4), 
&  (1,  2,  3,  5),  !?  (1,  2,  3,  6),  wovon  die  ersten  beiden  zufällig  zn- 
rammenfallen,  haben  p  zur  vierten  gemeinsamen  Tangente.  Durch 
P  geht  2)  ein  A'  (I,  II,  III,  VII) ;  der  entsprechende  (ff  (1,  2, 
3,  7)  hat  mit  fil  (1,  2,  3,  4,  5)  eine  vierte  Tangente  p'  gemeinsam, 
wnd  et  ist  wiederum  klar,  dass  P  und  p'  zusammengehörige  Doppel- 
demente  in  Bezug  auf  1,  1—2,  II— 3,  III-4,  IV-5,  V-7  YII  sind. 

P  ist  also  der  uns  noch  fehlende  sechste  Durcfaschnittspunkt  der 
CbaQ  und  Cifyuh  kann  aber  nicht  Doppelpunkt  sein,  weil  ihm  in 

Bezn^  auf  die  zwei  Gruppen  yon  sechs  Elementpaaren  zwei  ver- 
achiedene  Doppellinien,  resp.  p  und  p'  entsprechen.  Die  sechste 
gemeinsame  Tangente  der  beiden  Curven  C^rri)  und  C'(vii),  die  keine 
gesüchte  Doppellinie  sein  kann,  wird  reciprok  der  eben  angeführten 
Coustruction  vermittelst  des  Kogelschnittes  A'  (I,  II,  III,  IV,  V)  er- 
halten. Diese  Linie  muss  notwendig  die  Nullgerade  zum  Paukte  P 
sein.  Jede  C  lässt  sich  ja  doch  als  die  Enveloppe  der  Nullgeraden 
zu  der  zugehörigen  C«,  auffassen  in  Bezug  auf  unendlich  viele  NuU- 
systeme,  deren  Uoppeldreiecke  alle  der  eiubeschriebi-u  siud,  unter 
anderen  auch  in  Bezug  auf  das  gesuchte  Nullsystem.  Dieses  liefert 
iiier  ra  einem  nnd.  demselben  Punkte  F  nur  eine  Nullgerade  «. 

Anm.  i«  Es  ergibt  sich  aus  dieser  Erwägung  folgende  merk* 
wttnlige  Bedehung:  Hat  man  fftuf  beliebigo  Punkte  I~Y,  und  durch 
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jeden  Punlct  geht  oine  Gerade,  resp.  1—5,  so  mnliüllcn  die  5  Ge- 
raden ♦  inoji  Kegelschnitt  (1,  2,  3,  4,  5),  gleiches  Doiipolverhältniss 
haben  mit  ihm  resp  ein  K  (I,  II,  III,  IV)  und  ein  A'  (I,  II,  III, 
V),  die  eiucu  i.  Punkt  /^gemeinsam  haben.  Ebenso  haben  die  zwei 
Kegelschnitte  ^  (1,  3,  3,  i)  und  (1,  2,  3,  5),  welche  dem  Kegel- 
Bchuitt  A'  ^I,  II,  III,  IV,  V)  euuprecheu,  eine  vierte  Taiigcuto  t  ge- 
meinsam,  t  geht  durch  P. 

Um  nun  unsere  Aufgabe,  zum  Punkte  VIII  die  Nnligerade  8  za 
bestimmen,  linear  lösen  zu  können  .  ist  es  notweiidif?,  dass  wir  die 
Curven  Cgvi,  ^avii  und  C'^vi,  C^\u  linear  constiuiren  können.  Diese 
Construction  ergilit  sii  h  unmittelbar  ans  der  Möglichkeit,  den  Punkt 
P  und  seine  Nulli^'orade  t  linear  zu  coiistruircr.  Denn  wir  können 
aus  den  sechs  EleniLMitpaarcu  I — VI,  1—6,  sechs  verschiedeuc  Gruppen 
von  fünf  Eiemeutpaareu  her&teüeu,  iund  jede  Gruppe  ergibt  ein 
solches  Elementpaar  P,  von  welchem  P  der  Cs(vi)  ,  t  der  C^cm 
angehört 

Da  wir  also  diese  beiden  Curvenpaaro  zeichnen  können,  so  lässt 
sich  zu  Punkt  VIII  in  folgender  Weise  seine  Nnligerade  ^  br  stim- 
mon:  wir  verbinden  VllI  mit  I  und  bestimmen  die  zwei  weiteren 
Tangenten,  die  ausser  1  von  I  an  die  f>*vi  und  uiu  zwei ,  welche 
noch  an  die  C'^n  gehen  —  die  Aufgabe,  von  einer  Geraden,  deren 
einen  Schnittpunkt  mit  einer  man  kennt,  die  beiden  andern 
Schnittpunkte  zu  bestimmen,  lässt  sich  auf  mauoigfache  Art  linear 
lOsen;  eine  Lösung  soll  weiter  unten  angegeben  werden  — ,  bestimme 
nnf  diesen  vier  Geraden  ihre  Nullpunkte  (einer  von  den  Schnitt- 
punkten ist  jedesmal  der  zu  I  gehörige  Doppelpunkt,  der  dritte  ist 
eben  dieser  KuUpnnkt  Bie  4  Oeraden  seien  <j,  i^,  ihre  Null- 
punkte resp.  T,t  t;,  T^,  der  Kegelschnitt,  der  durch  Ti,  T,, 
7a,  T4  geht  und  1  in  I  berührt,  ist  der  NuUpunktskegelschnitt  7u  I 
in  Bezug  auf  das  gesuchte  System;  er  schneide  die  Gerade  VJII — I 
in  A]  dann  ist  .1  der  Nullpunkt  dieser  Geraden,  in  der  gleichen 
Weise  können  wir  den  Nullpunkt  B  der  Geraden  VIII— H  den  Null- 
punkt C  der  Geraden  V Iii— III  den  Nullpunkt  J)  der  Geraden 
VIII— IV  bcätinnneu.  Der  Kegelschnitt,  der  durch  Vill,  A,  B,  C, 
/)  pcbt,  ist  der  Nullpuukiskegelschuitt  zu  VIIF,  seine  Tangente  8  in 
Vlli  isl  die  Nullgernde  zu  VIII.  Die  Bestinuuuug  des  Nullpunkte 
YIII,  wenn  die  Gerade  b  gegeben  ist,  ist  reciprok. 

Wir  gehen  nan  zu  den  Anwendungen  des  Systems  ttber.  Aus 
dieser  Construction  eines  ebenen  NuUsystems  aus  sieben  s^ner 
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Elemciitpaare  Cfgeben  sich  einige  besonden  eiafoehe  LOsangen  toq 
PtoUemen  der  llDearen  Constnietion  von  Curven  dritter  Ordnnngs 

1}  Zu  acht  Pfinkt- 11  eiues  Curvenbühcbels  den  ueuntea  zu  fiüden: 

Die  8  Puukte  seien  benannt  mit  I,  II,  III,  IV,  V,  C. 

Man  zdchne  das  Dreieck  ABC  und  mache  es  zum  Doppeldreieck  eines 
bpliebigcu  NuUsystcms.  I)io  Nnllaroraden  der  ö  anderen  Punkte 
seien  resp.  1,  2,  3,  4,  5.  Die  beiden  Kegelschnitte  K  {T.  II,  III, 
IV)  und  K  (I,  II,  III,  V),  dip  {bleiches  DoppeWerhältniss  mit  (1, 

2,  3,  4,  5)  haben,  jenachdem  man  diesen  Kegelschnitt  als  .Sl  (1,  2, 

3,  4)  oder  als  il  {l,  2,  3,  5)  betrachtet,  ächueiden  sich  in  eiaem 
vierten  Punkte  P,  der  der  gesuchte  ist. 

2}  eine  Cg  zu  constraireo  aas  9  gegebenen  Punkten  I,  II,  III, 
IV,  V,  VI,  A,  B,  a 

Mao  stelle  wieder  ein  Nnllsystem  mit  dem  Doppeldreieek 
C  her.  Die  Nnllgeraden  der  anderen  sechs  Punkte  seien  resp. 
1,  2,  3,  4,  5,  6.    Die  Gerade  6  ist  Tangente  an  einen  0  (I,  2,  3, 

4)  und  an  einen  ^  (1,  2,  3,  5);  die  beiden  entsprechenden  Kegel- 
schnitte K  (1,  II,  III,  IV)  und  a:  (I,  II,  III,  V)  schneiden  sich  in 
diiem  weiteren  Punkte  P,  der  zugleich  ein  Punkt  der  ist. 

3)  wenn  man  von  einer  Geraden  x  eiuen  Durchschnittspunkt 
mit  einer  Cg  kennt,  die  beiden  andern  Durchschnittspunkte  uud 

zu  construiren.  Man  coustruiro  ein  beliebiges  NuJlsystem,  dessen 
Doppeldreieck  der  63  eiubeschrieben  ist,  uud  von  welchem  x, 
ein  Elementpaar  ist.  Dann  bestimme  man  von  den  unendlich 
vielen  der  eiobesebriebenen  Doppeldreiecfcen,  die  man  zur  Er- 
sengung  derselben  Nnllgeradenenveloppe  bennizen  kann,  dasjenige, 
von  welchem  m  eine  Seite  ist  Die  beiden  anf  m  liegenden  Ecken 
desselben  sind  die  gesuchten  Punkte      und  X^* 

4)  zu  einer  boliebigen  Tangente  p  einer  C  den  Beruhiuntrs- 
puukt  r  zn  construiren.  Zum  Verstäudniss  der  Losung  niussrii  wir 
wieder  aul  die  Gonstructiou  der  Curven  C\  und  C*  aus  sechs  Ele- 
meutpaareu  zurückgreifen.  Ein  Kegelschnitt  (1,  2,  3,  4)  gab  mit 
den  beiden  bcbareu  der  ^  (1,  2,  3,  5)  uud  Sl  (1,  2,  3,  6)  Aulass 
zu  einer  Curvo  vierter  Classci  die  zwei  weiteren  Tangenten,  welche 
diese  Cunre  ausser  den  drei  Doppel tangenten  1,  2,  8  mit  St  (1,  2, 
3,  4)  gemeinsam  hatte,  waren  Tangenten  der  gesuchten  CT",  die  also 
mit  diesem  Kegelschnitt  (1,  2,  8,  4)  die  Tangenten  1,  2,  8^  4  and 
eben  diese  beiden  Tangenten,  und  t^,  gemeinsam  hatte.  Nun  be- 
rtthrt  dto  Gerade  4  einen  K  (1,  2,  3,  5)  und  einen  II  (1,  2,  3,  6); 
ihnen  entsprechen  resp.  ein     (I,  n,  XU,  T)  nad  ein  K  (I,  II,  III, 
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VI),  dio  sich  in  einem  vierten  Punkte  P  schneiden,  durch  den  aach 
ein  bestimmter  K  (I,  II,  III,  lY)  geht  Der  entsprecbeodA  E^gel» 
schnitt  $t  (1,  2,  3,  4)  gibt  zo  einer  Cnnre  vierter  Glasse  Anlass,  die 
die  mit  diesem  ft  (1,  2,  3,  4)  die  drei  Doppeltangottten  1,  2,  S  die 
Tangente  4  und  dann  nur  noch  eine  weitere  Tangente  A  gemeiBaam 
bat.  Folglich  hat  die  C  mit  diesem  (1,  2,  3,  4)  nv  ftnf  Tan- 
genten gemeiusam ,  und  man  kann  sich  mit  der  Erwägung,  dass  die 
Kegelschnitte  einer  Schaar  durch  coutinuirlicho  Veränderung  eines 
derselben  sieb  beschreiben  lassen,  leicht  klar  machen,  dass  die 
sechste  Tangente  mit  1  /.usammeufällt  und  die  Gerade  4  in  ihrem 
Berührungspunkte  mil  Ä  (1,  2,  3,  4)  schneidet,  der  also  auch  der 
Berührungspunkt  dt-r  ist.  Daraus  ergibt  sich  die  folgoudo  Con- 
struction  der  AutV'abe,  zu  einer  beliebigen  Tangente  einer  C*  den 
Berülii luigsiiuiüa  zu  i uiistrunvu.  Man  beschreibe  der  C*  ein  belie- 
biges Dreieck  um  und  mache  es  zum  Duppeldrcieck  eiues  beliebigen 
Nnllsystems.  Man  greife  fllnf  beliebige  Tangenten  mit  ihren  Null- 
punkten. 

1,  I,  2,  II,  3,  III,  5,  V,  6,  VI,  heraus,  wähle  die  Tangente 
deren  Berührungspunkt  P  wir  bestimmen  wollen ,  und  ihren  Null- 
})unkt  $  zum  Elemcntpaar  4,  IV  und  bestimme  iu  der  eben  erläu- 
terten Weise  den  zu  4  gehörigen  (1,  2,  3,  4),  der  eben  p  in 
diesem  1' unkte  I'  berührt  Auf  dio  reciproke  Oonstruetion  brauche 
ich  wol  nicht  weiter  einzugehen. 


m. 

Unter  einem  einer  einbeschriebenen  Nullsystembaschel  woUea 
WUT  fttr  die  Folge  die  GosamtheSt  aller  KuUsysteme  Terstehen,  zu 
denen  die  gemeinsamie  Nullpunlctscur?e  ist,  und  die  sechs  ge- 
gebene Elementpaare  gemeinsam  haben  (deren  KnUpnnkte  also  auf 
dieser  Cg  liegen);  alle  Doppeldreiecke  dieser  Systeme  sind  also 
dieser  einheschrieben.  FtUr  die  Folge  werden  wir  den  Begriff 
des  Nullsystembüschels  auch  auf  die  Gesamtheit  dieser  Doppeld^- 
ecke  übertragen.  Die  Angehörigkeit  zweier  solchen  Dreiecke  zu 
einem  und  demselben  Nullsystembüschel  soll  dadurch  ausgedrückt 
sein,  dass  wir  die  Dreiecke  »coordinirt"  nennen. 

Es  soll  &nnfichst  folgender  Sats  bewiesen  werden ,  der  die  Um« 
kefarung  der  eben  gewonnenen  Beziehung  swischen  NuUpunktscunre 
und  KnUgeradenenveloppe  bildet: 

Jede  einfach  unendliche  Maniiigt;iUigkeit  erster  Ordnung  von 
Dreiecken,  die  einer  Cj^  eiubeschriebeü  und  einer  umschrieben 
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■lid,  mtbUt  aHe  Dreieeke  eines  den  briden  Carven  ein*  reiii.  wb- 
tdffiebeDeo  NnUayttenibflfchels.  Eine  solcbe  Mannigfaltigkeit  ist 
dann  jedenfalls  ven  der  ersten  Ordnonsr,  wenn  Jeder  Punkt  JT  der 
Eckpunkt  eiiirs  einzigen  Dreiecks  ist  Denn  alle  Punkte  einer 
Cj  machen  eine  einfach  unondücbo  Mftnm"?faUi«ikeit  vom  dritten 
Grado  aus  Nun  hiUlon  doch  immer  drei  von  den  Punkten  der  Curvo 
die  Ecken  eines  ciiizi^^m  Dreiecks.  Folglich  wird  die  Mannigfaltig- 
keit der  Dreiecke  einfach  uuendlich  vom  ersten  Grade  sein.  Man 
kann  das  ja  auch  daraus  erkennen,  dass  aus  dorn  ßaschel  der  Null- 
&yätenie  ein  System  eindeutig  bestimmt  ist,  sobald  man  eiuer  bei. 
Geraden  irgend  einen  ihrer  Pookte  M  tls  Nullpunkt  ««weist  Es 
gitvt  also  genaa  aoTiel  Dreiecke,  als  eine  Oerade  m  Paokte  hat 
Auf  dieser  Tatsaebe  bembt  der  nachfolgende  Beweis  des  SMses: 

Irgend  ein  Punkt  Ag  der  Cg  ist  Eckponkt  eines  Dreiecks  AkBmCk* 

Dann  geht  an  die  durch  Ax  noch  eine  Tangente  a».  Irgend  ein 
anderer  Punkt  Ax  ist  ebenfalls  sowol  Eckpnnkt  eines  Mreiecks,  als 
Schnittpunkt  einer  dritten  Tangente  a),.  Nehmen  wir  nnn  auf  ai 
einen  beliebigen  Punkt  ^f  an  uud  construiren  alle  diejenigen  Kegel- 
srhnitte,  welehe  durch  Ax  gehen  und  je  einem  Dreieck  unserer 
gegebeneu  Mannigfaltigkeit  umschrieben  sind,  so  erhalten  wir  genau 
so  viel  Kegelschnitte,  als  Dreiecke  vorhanden  siud.  also  eiue  einfach 
uucüdlichc  Mannigfaltigkeit  vom  ersten  Grade.  Imsio  solche  Manig- 
faltigkeit  ist  ul>er  ein  KegelscbuitthUschel,  uud  ein  solcher  wird 
ansser  den  zwei  Punkten  Ax  noch  zwei  Punkte  Q^  Qs  alsOmnd- 
punkte  liaben.  (Dass  sie  nicht  immer  imaginär  sein  können,  werden 
wir  alsbald  erkennen.)  Dann  haben  die  Geraden  Af<2|  und  MQ^ 
offenbar  die  Eigenschalt,  dass,  wenn  man  alle  Nnllsysteme  bildet, 
in  Besag  auf  welche  Ai,  bx  ein  Paar  aQ8mmmen.!ebdnger  Elemente 
nnd  Je  ein  Dreieck  unserer  Mannigfaltigkeit  das  Doppeldroieck  ist, 
Qi  nnd  Q,  die  Nullpunkte  zu  MQf  und  MQf  in  Bezug  auf  alle  diese 
Systeme  sind.  Nehmen  wir  also  zwei  Ton  diesen  Nullsystemen  und 
bilden  die  geraeinsante  Nnlipunktacurvo,  so  geht  dieselbe  allemal 
durch  diese  Punkte  C?i ,  Q.,  die  also  gleichzeiti«j  allen  diesen  ge- 
meinsamen NullpuiikfsL urven  angehören,  zu  den  tj  diese  Mannig- 
faltigkeit von  NuUsystemeu  Anlass  gibt.  Nimmt  man  nuu  aber  statt 
Af  einen  beliebigen  andern  Punlit  M  auf  AxM,  so  findet  man,  dass 
auch  ^f'  zu  zwei  allen  diesen  Corveo  gcmeinsameu  i'uukteu  Qg^ 
ttud       Aulass  gibt. 

Ein  dritter  Pnnkt  M**  wflrde  ebenso  zu  iwei  solchen  Punkten 
Qg"  und  Q^^  geführt  haben.  Also:  alle  diese  Cur?en  haben  unead* 
lieh  viele  Puktpaare  gemeinsam,  &llen  also  in  eine  einsige  OorTo 
susammen.  Da  ferner  die  gemeinsame  KoUpnnktscurre  sweier  Systeme 
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auch  ihren  Doppeldreiocken  nmschrieben  ist,  dicso  Curvo  aber,  dio 
wir  eben  erhaltoo  haben,  pomoinsamo  Nnllpnuktscarve  zu  allen  Null- 
systemen  ist,  die  sich  mit  Hille  der  gegebenen  Dreiecke  als  Doppcl- 
dreiecke nnd  des  weiteren  Elcmcutpaars  <ia  bilden  lassen,  so 
DiOssen  dieser  Curve  alle  gegebenen  Dreiecke  cinbeschrieben  sein, 
d.  h.  sie  deckt  sich  mit  der  gegebenen  C^.  Hat  man  nun  ein  Drei- 
eck  Jt  racbt  zo  der  dte  KuUgeradeneoveloppe  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  als  Doppeldreieck  und  Ax^  ai  als  Elementpaar,  so 
erhftit  man  eine  Cnrve  C^Jj,  Nimmt  man  ein  Dreieck  be- 
hält ^jt,  OA  als  Elementpaar  bei,  so  ist  in  Besag  aof  diese  beiden 
Systeme,  das  mit  dem  Dreieck  nnd  das  mit  dem  Dreieck 
wie  wir  eben  bewiesen' haben,  die  gemelosamo  Nnllpnnktscnrve,  also 

alle  Systeme  haben  anch  dieselbe  Nullgeradcuenveloppc ,  dio  also 
notwendig  die  Enveloppe  aller  unserer  Dreiecke  sein  moss,  womit 
nnscr  Satz  bewiesen  ist. 

Wir  können  ans  diesem  Beweise  Aber  die  Nnllpnnkte  dreier 
Tangenten  der  C*,  die  von  einem  Pnnkt»  der  Ebene  ansgeben, 
eine  Beziebnng  ableiten.  Die  swei  weiteren  Tangenten  der  die 
ausser  ax  von  dem  Punkte  Jf  aasgehen,  haben  ihre  Nnllpnnkte  in 

Qi  nnd      nnd  Q,,      sind  die  Grundpnnkte  eines  Kegel- 

scjinittbüschels,  der  alle  Doppelpunkttripel  des  Nullsystems  auf  der  Cg 
ausschneidet.  Kr  wird  also  auch  das  Doppelpunkttripel  ausschneiden, 
von  dem  eine  der  drei  Tangenten,  die  von  M  ausgehen,  z.  B.  a).  eine 
Seite  ist;  ai  schneide  C,  ferner  iu  den  Paukten  An  und  Bu,  die 
also  Punkte  eines  Tripels  sind;  der  drifte  zugeboriur  Doppelpunkt 
Dann  muss  der  Kegelschnitt  des  Büscheln,  der  dieses  Tripel 
aubschneidct^  in  die  Gerade  dio  die  drei  Punkte  J/,  A^^  Bu  ent- 
hält, und  eine  zweito  Gerade  die  gegenüberliegende  gemeinsame 
Sehne  zerfallen;  ihr  dritter  Schnittpunkt  mit  der  C'g  ist  also 

dieser  Doppclpunkt  C)«.  Daraus  ergibt  sich  folgende  neue  Besiehnng 
zwischen  den.  Punkten  einer  nnd  den  Tangeuten  einer  Kullgera* 
denenveloppe 

„Nimmt  man  eine  beliebige  Tangente  ax  der  C  und  constmirt 

von  jedem  ihrer  Punkte  das  Paar  weiterer  Tangenten,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  zugehörigen  Nullpunkt  paare  durch  deiyenigen 
Punkt  Cß  der  der  der  Tangente  oa  als  Doppelpunkt  g^genfiber- 
Uegt" 
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nr. 

U«h«r  NalltyttettMtie  uad  ihr«  BeitehiBf  n  8toitt«f*ie]MB 

PuktpMnystemei« 

Sei  einer  Cg  ein  beliebiges'  NulbystenibüRchol  eiobeschriebeu. 
Ein  Dreieck  desselbou  sei  AHf  \  ein  au  iereä  ^, C,.  A^Bj 
scbneide  die  noch  in  Z>i;  daua  ist  der  Punkt  c\  den  vier  Punkten 
A,  C,  »Z),  beigeordnet.  Folglich  scliueideü  sicij,  wenn  D  der 
dritte  Schnittpunkt  der  Seite  AD  mit  der  Q  ist,  CD,  und  CjZ> 
In  dBem  und  demielboii  Punkte  Jf,  der  Corve.  BehalteB  wir  das 
Dnieek  ilBC  bei,  eraetaen  aber  das  Dreieck  A^B^Ci  durch  das 
OreieGk  A^B^C^  so  haben  analog,  wenn  Dg  der  dritte  Scbnittpankt 
Ton  A^B^  mit  der  Corvo  ist,  DC^  nnd  CZ)^  einen  nnd  denselben 
dritten  SehniUponkt  mit  der  Q  gemeinsani.  Nehmen  wir  irgend  ein 
Dreieck  A^B^Mß^  so  schneiden  sich  ebenso  DCß  nnd  CDit  in  einem 
Pnnkte  der  Gurre  (wobei  D^.  der  dritte  Schnittpunkt  tob  ApiBß 
ist  .  Man  bekommt  also  alle  Pnnktepaare  CfiD^,  zu  welchen  ein 
Nullsystem  Anlass  gibt,  indem  man  ein  Pnnktpaar  D—C  mit  einem 
beliebigen  Punkt  X  der  Cnrvo  verbindet  und  ihn  die  ganze  Curvo 
durchlaufen  lässt.  Die  dritten  Schnittpunkte  von  DX  und  CA'  resp. 
Cfi  und  Bftf  sind  dann  jedesmal  wieder  ein  entsprechendes  Puukt- 
paar. 

Darans  geht  henror:  aUe  Pnuktpaare  C/|2>^  eines  Nollsystem- 
bllsekels  bilden'  ein  Stoiner'sches  Pnnktpaarsystom.  In  der  Folge 
wird  Öfters  die  Ansdrncksweise  wiederkehren:  „ein  Nollsystem- 
bttsehel  hat  ein  bestimmtes  Punktpaarsystom'*.  Zwei  Dreiecke  wollen 
wir  coordinirt  nennen,  wenn  ibre  Ponktpaare  demselben  System  an- 
geboren. Alle  Dreiecke,  die  ein  Pnnktpaar  gemeinsam  haben,  wollen 
wir  einen  Dreieckbttschel  nennen.  Em  ist  interessant,  dass  durch 
einen  solchen  DreieckbOschel  offenbar  auch  alle  Punktpaaro  eines 
Punktpaarsystems  erhalten  werden  können.  In  dieser  Beziehung 
könnte  man  einen  solchen  Büschel  einen  ansgcartetou  Nullsystem- 
büschel nennen.  Alle  Dreiecke,  die  einem  und  demsclbca  Dreiecke, 
also  auch  unter  sich,  coordinirt  sind,  wollen  wir  ein  Dreieckf?netz 
nennen,  alle  Nullsysteme,  zu  denen  ein  solches  Netz  Aulass  gibt,  em 
NuUsystemnetz.  Zwei  Dreiecke  eines  Netzes  bestimmen  eindeutig 
einen  Nullsystembüschel.  Denn  seien  die  beiden  Dreiecke  AxBxC\, 
AftBfjiC^  mit  resp.  den  dritten  Seitcuschuittpunkten  dx,  ^öx,  SU,  (X/i, 
^/i)  (wo  (S»  der  dritte  Schnittpunkt  von  Afi^  Bx  isei  n*  s*  w.)j 
dann  ist  für  die  Gonstmetlon  des  Nnllsystems  erstens  das  Dr^eck 
AmSmCu  gegeben,  zweitens  sind  in  drei  Geraden  AftBft,  B^Cft, 
Aß  Cß  ihre  NnOpnskto  xesp.  %»,  9^,      gegeben,  also  mehr  als 
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nötig  ist,  um  oin  System  zu  constriiiren ;  oin  zweites  System  df^s 
BOscbcls  erhält  iikiii,  wenn  AnBxCx  mit  .1» //^  C'^i  vertauscht.  Wenn 
mau  eiu  beliebiges  Punkfpaar  C  A,  auf  der  Curvp!  auuimmt,  so  ist 
bekanntlich  damit  das  gauzc  i'uuktpaarsystem,  also  auch  das  zuge- 
hörige Dreieck-  und  Nullsystemnctz  bestimmt.  Ist  ein  bestimmtet 
iNullsystcm  gegeben,  von  welchem  eiu  Dreieck  A^JS/,tCa  ist,  ist  Dp, 
der  dritte  Sehnittpankt  von  iSf^  Ca  und  man  sacht  dasjenige  Dreieck 
des  Systems ,  das  ia  Dß  leiaen  Eckpunkt  bat,  so  bat  man  nur 
Nnllgcrade  sa  dcnjeDigen  Pankte  Di  ni  eoastroireo,  der  dem  Ponkte 
Du  entsprickt,  weao  man  ibu  in  d«m  Poaktpaarsystem,  das  dem 
Nallsystem  xagrande  liegt,  als  Pankt  C»  aafEust. 

Diesen  Punkt  />,/  kann  man,  wie  man  erk(3uut,  weuu  man  einen 
Punkt  G'^dem  Punkte  Dß  mehr  uud  iiiclir  iiuliert,  in  der  Weise  con- 
struireOf  dass  mau  iu  D^i  die  Tangente  zeichnet  uud  ihren  Taugeu- 
tialpankt  E  mit  0^  verbindet;  diese  Linie  sekneidet  die  Carve  zum 
dritten  Ual  in  D^*,  In  einem  Falle  flUIt  mit  sasammen, 
dann,  wenn  Cß  und  Dß\  conjugirto  Pankte  sind.  Unter  den  drei 
eonjogirten  Kallsystemnetsen  wollen  wir  die  drei  Netze  versteben, 
die  als  Punktpaarsysteme  je  eines  der  drei  conjagirten  Punktpaar- 
qrsteme  haben.  Eiu  Dreieck  eines  solchen  Netzes  bat  bekanntlich 
die  Eigenschaft,  dass  die  dritten  Schnittpunkte  der  drei  Seiten  anf 
einer  Geraden  liegen.  Wir  werden  diese  drei  Netze  weiter  unten 
eingehend  stndiren ,  im  voraus  aber  von  der  eben  erwähnten  Eigen- 
schaft der  Dreiecke  schon  Gebrauch  zn  machen  haben. 


V. 

Kon  wollen  wir  zwei  Anwendungen  von  dem  in  III  bewieseuen 
Satze  machen. 

1)  Bescbreiben  wir  allen  Dreiecken  eines  einer  einbeschrie- 
benen Nnllsystembüscbels  die  Dreiecke  ein ,  die  gleichzeitig  der 
einbesckriebon  sind,  verbinden  also  bei  jedem  Dreieck  die  dritten 
Scbnittpnnkte  der  drei  Seiten  unter  einander,  dann  erhalten  wir 
wieder  dio  Dreiecke  eines  der  C.^  einbeBcbriebenen  Nullsystem- 
btischels.  Die  Zahl  der  so  crhalteneu  Dreiecke  ist  selbstverständ- 
lich genau  so  gross,  wie  die  Zaiil  der  Dreiecke  des  gegebenen  Null- 
systems, deren  jedem  je  eiuts  einbes(  brieben  ist,  also  bilden  sie  auch 
eine  einfach  uueudliche  Manuigfaitigkeit 

Zweitens  sind  de  alle  einer  C  omschrieben,  wie  ans  folgender 
Erwigong  bervorgeht:  Ein  beliebiger  Punkt  %  der  Cnrre  hat  eine 
Ctorade  BC  zur  NuOgenulett  in  Bezog  aif  den  gegebenen  System. 
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baichd,  die  Seite  eisee  Doppeldreieclis  ABC  Ist  Die  NoUpankte 
te  fteideii  Mdern  Setton  des  Dreiecks  seien  O  und  (i\  dton  sind 
Wd  «nd  swei  TaDgenten  der  gesuditett  Etiveloppe'  Ausser  den 
nr^  Tangenten  doreh  %  gibt  es  noch  eino  dritte ,  die  zwei  Nall- 
pankte  eines  andern  andern  Doppeldreiecka  Terbindct-  Sind  nim- 
lich  die  Nnllpnnkte  zweier  znsaniraengcbörigcn  Doppciseitcn  und 
r,,  die  sich  in  schneiden  mögen,  5?,  und  (£,,  und  sind  AxBxC» 
die  f^ckpunkte  eines  beliebigen  Doppeldreiecks ,  dann  liegen  also 
Öj,  6^,  Ax,  Bn.  anf  einem  Kegolsclmitr,  dem  Nullpunktskegol- 
scbnitt  zu  ^„  also  ist  der  dritte  Schnittpunkt  21,  von  !ö,,  S^,  bei- 
geordneter Rest  zu  J,,  vir,  Bx,  Cx.  Solcher  Puukttripcl,  wie 
S3|,  iii  gibt  es  alter  cbcuso  viele  als  es  Carvenpunkte  ^ibt.  Sobald 
d«r  Ponkt  gegeben  ist,  ist  ein  solches  Tripel  Aiy  B^,  Q  und 
damit  anek  der  beigeordnete  Best  %  eindeutig  bestimmt  Ist,  wie 
In  nnserem  Falle,  nmgekebrt  der  beigeordnete  Eest  9C  gegeben,  so 
erledigt  sieb  die  Frage  nach  einer  weiteren  Tangente  darcb  %  mit 
der  Frage  aaeb  der  Existens  «nee  solchen  Punktes  ^i,  der  znsam. 
men  mit  AnBn  C»  dem  Punkte  9  beigeordnet  ist  Solcber  Punkte 
aber  gibt  es  einen  einzigen,  also  aadi  eine  weitere  Tangente  durch 
91.  Die  Cnrve  ist  also  dritter  Classe.  Damit  aber  sind  die  Kri- 
terien für  die  Anwendbarkeit  des  Satzes  III  gegeben.  Die  Dreiecke 
bilden  einen  neuen  Nullsystcmbüacbel.  In  der  Tat  unterscheiden 
sich  die  drei  Tangenten,  die  von  einem  beliebigen  Punkte  %  der  C\ 
ausgehen,  in  der  Weise,  dass  zwei  von  ihnen  zusammgehöreu  als 
Linien,  die  %  mit  einem  andern  Nullpunkte  verbinden ,  die  dritte 
zwei  anderweitige  Null {»un lifo  verbindet  und  21  als  dritten  Schnitt- 
punkt eutlialtj  das  ist  diu  Isuiigerade  zu  %  in  Bezug  aui  duu  neuen 
Systembaschel. 

Wir  woUen  der  KAne  wegen  fOr  die  Folge  die  Punkte  eines 
Punktpaara  nntersebeiden  in  „Eckpunkt'*  (eines  Dreiecks)  und  „Null- 
punktU  (der  gegenflberliegendni  Seite)  und  bei  iwei  Pnnktpaaren 

Ton  gleichartigen  PunJMen  (Nullpunkten  oder  Eckpunkten)  und  un- 
glmcharügen  Punkten  (1  Nullpunkt  und  X  Eckpunkt)  sprechen. 


VI. 

lieber  Orassmnnn^scbe  Dreiecke* 

Aus  der  eben  aagestelttea  Betraehtnng  ergibt  sieb  obne  wetteret 
die  Qfassmann'scbe  LOsuQg  derAuft^abe:  ein  Dce&ecksu  constmiren 
daa  daer     einbescbrieben  ist  und  durch- drei  beliebige,  auf  der 
gegebenen  Punkte  gebt  Wir  müssen  die  IiOeung  hier  deewegen 
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analysiren,  weil  dio  Betrachtangen  des  folgenden  Paragraphen  sich 
dwrinf  stOtzen.  Dat  Dreieck  der  gegebenen  Ponkte  sei  9C 9(1  (Fig.  2). 

9153  habe  den  dritttMi  Srliniftpnnkt  c,  der  von  ^öd  sei  n,  der 
von  91  (£  b.  Donkon  n  ir  uns  nun,  iJl  33  C£  sei  Doppeldreieck  eines 
Nullsystembiisi  Ijels,  der  einem  andern  Nnllsystembüschel  eiubescbrie- 
ben  ist,  vou  dem  C,  ein  Uuppeldrfieck  sei;  (\  liege  3133  ge- 

genüber U.S.W.  Dann  ist  das  Punktpaarsystem  des  eingeschricbeneu 
KulkyslembUschclä  gegeben  durch  c  ((i  Eckpunkt,  c  Nullpuukt)} 
das  des  umschriebenen  Dreiecks  ist  gegeben  durch  Cjd  {C^  Eck- 
puuk,t  (E  Nullpunkt).  BetrMkteD  wir  über  in  dem  umschriebenen 
Sjatara  Q  als  Nullpunkt,  so  entspricht  ihm  bekanntlich  als  Eck- 
punkt der  Punkt  c.  Soll  also  die  Aufgabe  gelöst  werden,  zu  HS (5 
das  Dreieck  A^B^  Ci  sn  constrniren,  so  Uuffk  die  Aufgabe  darauf 
hinaus,  ein  Punktpaarsystem  su  constrniren,  wenn  man  zu  einem 
gesuchten  Punkte  Cj  desselben  seinen  Eckpunkt  e  und  seinen  Null- 
punkt ^  kennt,  jenachdem  man  ihn  selb&t  als  Nullpunkt  oder  Eck- 
punkt des  Systems  betrachtet.  Nun  ist,  wie  wir  am  Ende  des  §  IV. 
ausgeführt  haben,  der  dritte  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  C£c 
mit  der  Cj,  C',  der  Taugeniialpunkt  von  C,.  Die  vier  Tangenten 
von  c  an  die  Curvo  ergeben  also  die  4  Berührungspunkte  Q  , 
C|,  C4,  die  Eckpunkte  der  vier  gesuchten  Dreiecke  sind.  Also: 

Zu  einem  Nullsystembascbcl  giebt  es  ein  cinbeschriebenes,  aber 
vier  umschriebene  NullsystembUschel.  Da  das  Punktpaarsystem  eines 
Basehels,  welcher  einem  andern  Nullsystembüscbel  A  einbeschrieben 
ist,  sich  aus  dem  Puuktpaarsystcm  von  A  ohne  Zuhilfenahme  eines 
Doppeldreiecks  ableiten  lässt,  so  können  wir  folgenden  Sat2  aus- 
sprechen, der  sich  auch  noch  anders  beweisen  lässt: 

„Alle  Kullsystembllschel,  welche  den  NoUsjstemb&scheln  eines 
Netzes  einbesebrieben  sind,  bilden  wieder  ein  Netz.^  Diesen  geome- 
trischen Sinn  hat  es,  wenn  wir  in  der  Folge  sagen  werden,  ein  Netz 
ist  einem  andern  Netze ,  oder  auch ,  ein  Punktpaarsystem  ist  einem 
andern  Punktpaorsystem  ein-  oder  umschrieben. 

Zwischen  zwei  solchen  Funk^oarsystemen  besteht  ein  einfischer 
Zusammenhaag:  in  dem  umschriebenen  Systeme  entspricht  dem 
Punkte  als  einem  Eckpunkt  der  Punkt  O;,  als  einem  Nullpunkt 
der  Punkt  e  (s.  Fig.  1)}  in  dem  einbeschriebenen  Systeme  entspricht 
dem  Eckpunkt  <S^  der  Nullpunkt  c.  Daraus  ergiebt  sich  folgender 
Satz; 

„Bestimmen  wir  zu  jedem  Punkte  eines  Punktpaarsystems  seinen 
Nnllpuikt  and  seinen  Eckpunkt,  so  ergeben  alle  so  construirteii 
Pnnkipaare  dos  einbeschriebene  Punktpaarsystem." 
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VII. 

2)  Mit  jedem  Nnll^Btemnetz  ist  noch  ein  zweites  gegeben.  Sei 
C  Eckpunkt  und  D  zugehöriger  Nullpnokt  eines  solchen  Netzes,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  die  Functionen  von  D  and  C  vertauschen, 
also  C  zum  Nullpuukt,  D  zum  Eckpunkt  machon,  ein  zweitos  "Netz, 
Selbstverständlich  geht  dann  dieser  RoUenwechsel  iuncrhalb  sämt- 
licher Puuktpaare  des  Systems  vor  sich.  Zwei  solche  Nulisystem- 
nctze,  die  dasselbe  Punktpaarsystcm  haben,  nur  dass  Nullpunkt  und 
Eckpunkt  in  der  eben  erläuterten  Weise  vertauscht  sind,  wollen  wir 
zwei  rccipruke  Netze  nennen,  in  dem  gleichen  Sinne  von  zwei  re- 
ciproken  Nuilsystemeu  und  zwei  reciproken  Dreiecken  sprechen. 
Auf  die  gegenseitigen  Bezielinngen  zweier  solclier  ITetse  werden  wir 
weiter  unten  zn  sprechen  kommen  (S  IX).  FOr  die  folgenden  Be^ 
tiaelitangen  liaben  wir  znnftelist  einen  Sntz  zn  beweieen:  „Die  Netze» 
die  zwei  reciproken  Netzen  einbeselirieben  sind,  sind  wieder  re- 
eiprok.«' 

Zum  Beweise  nehmen  wir  ein  Punktpaar  C—D  und  betrachten 
zwei  reciproke  Dreiecke,  die  dieses  Punktpaar  gomeinsam  haben. 
Ist  ABC  das  eine  Dreieck  (s.  Fig  2),  so  ist  F  Eckpunkt,  (7  zuge- 
höriger Nullpunkt  des  einbeschriebencn  Puuktpaarsystems.  Zum 
reciproken  Dreieck  wolicn  wir  das  Dreieck  BED  wählen ,  welches 
in  der  Tat  D  zum  Eckpunkt,  C  znni  Nullpunkt  hat  Das  Dreieck, 
welciies  diesem  Dreieck  eiubeschriebeu  ist,  ist  ACG-^  von  dem  ein- 
beschriebenen  Pnnktpaarsystom  ist  also  in  der  Tat  O  Eckpunkt ,  F 
sagebAriger  Nnllpnnkt,  womit  nnser  Satz  bewiesen  isL 

VIII. 

Ein  euTfentheere tlsehes  FroUem« 

Anmerkung.  Statt  von  „umschriebenen  und  eiubeschriebenen 
NuIIsystembüschelu^*  zu  sprechen,  werden  wir  im  folgenden  auch 
die  Ausdrtlcke:  ,.Ueber-  und  Untorordnun'i"  gebrauchen.  Es  soll 
folgendes  Problem  in  Augrili  geuouiineu  werden:  wenn  wir  von 
einem  beliebigen  Punkte  P  oder  die  vier  Tangenten  an  dieselbe 
legen,  von  jedem  der  vier  Berühruugspaukte  aus  den  Process  wieder- 
holen und  so  fortfahren  in  infinitum,  bekommen  wir  schliesslich  alle 
Tangenten  der  OoTYe  oder  nvr  eine  directe  Mannigfaltigkeit? 

"Wir  construiren  zu  P  einen  seiner  drei  conjugirten  Punkte  Pj 
und  zeichnen  wir  ein  belicbiL'cs  Dreieck  mit  /'  als  Eckpunkt  und 
als  gegenUberüegeudeu  ^uiipaukt^  bei  einem  solchen  coiyngirten 
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Dreiecke  artet  bekanntlich  das  cinbeschriebeno  Dreieck  in  eine  ge- 
rade Linie  aus.  Weiter  gebt  also  die  Unterordnung"  nicht.  Ziehen 
wir  von  P  aus  die  vier  Tangenten  ^, ,  t^,  ig,  /<,  deren  ßertthrnngs- 
puukte  resp.  Q,,  Q^,  C^j,       seiu  mögen,  ziehen  J\Q,,  J\Q^,  ^iQ»^ 

welche  Geraden  die      noch  dsniAl  in        P,',  Pi\ 
sehneideB  mögen,  so  sind  nach  dem  Torhergehenden  PiP,',  PiPt\ 
PiP^*y  PjF«  Pnnktpaaro  der  vier  flbcrgeordneten  Netse.  Ziehen  wir 
TOD       Pf'*  ^tS       wieder  die  Tangenten  und  wiederholen  den 
eben  angestollton  Procesa,  so  eigiebt  jeder  einielne  Berühnings- 
punkt  ein  neues  BerQhrongsponktquadrnpcl.  Es  ist  bei  beliebiger 
Fortsetzung  des  Processcs  nie  möglich,  dass  ein  Bertthrangsponkt 
Pl'i)  mit  einem  früher  schon  gefundenen  Punkte  P("*}  Eusammenfalle, 
denn  wäre  es  nuiglich,  dann  würde  mau  also   von  einem  Netze 
/'i/'")  auä  durch  tortgcsctzti's  Ueberorduen  711  einem  Ncti^o  I'J'"*^ 
konnncu,  das  mit  dem  erstcrcü  entweder  lueuiisch  ist  oder  ihm 
reci])rok  wäre.    Ginge  mau  also  vou  P,/'^'»)  aus  und  ordnete  fort- 
gesetzt unter,  so  ratisste  man  schliesslieh  anch  zu  7\7^»'>  kommen, 
und  weil  recipiukc  Netze  auch  recipruke    Liitci urUuuugeü  haben, 
man  also  keine  von  eiuander  verschiedenen  Pnnktpaarsjrsteme  be- 
kommt, wenn  man  von  zwei  reciproken  Systemen  die  Unterordnungen 
bildet,  80  mllsste  man  nnn,  wenn  man  das  Unterordnen  fortsetste, 
aehliesslich  wieder  su  dem  PnnktpaarsyBtem  P|P<«")  oder  P|P(") 
kommen,  würde  sich  also  in  einem  Cirkd  bewegen,  der  weder  beim 
Ueberordnen  noch  beim  Unterordnen  Terlassen  würde.   Nnn  haben 
wir  aber  doch  znm  Ausgangspunkt  unseres  Ueberordnuogsprocesses 
die  gerade  Linie  genommen;  wenn  wir  also  von  einem  der  ^reichten 
Punktpaare,  P]P<"*^  den  Rückweg  einschlagen,  dann  mftssen  wir  auch 
wieder  auf  die  gerade  Linie  zurückkommen.  Dann  ist  aber  ein  solcher 
Cirkol  nicht  möglich,   da  mit  der  geraden  Linie  das  Unterordnen 
autbürt.    Mit  «üfser  Annahme  widerlegt  sich  auch   die  Annahme, 
dass  wir  scbliessiuh  alle  l'uuktu  der  Curve  erhalten  werden.  Denn 
wühlen  wir  zum  Ausgangspunkt  statt  des  Punktes  P  eiueu  anderen 
der  zu  /',  conjugirtcu  Punkte,  i",  und  unterziehen  das  l'unktpaar 
PjP'  dem  Process  fortgesetztci  Lei>ci Ordnung,  bu  kauu  m  dieser 
Reibe  der  Berfllirnogspnnkte  keiner  mit  einem  Punkte  der  anderen 
Beihe  ansammen&Uen^  denn  wflrde  das  der  Fall  sein,  dann  hatten 
ja  die  beiden  Reihen  ein  gemeinsames  Pnnktpaar.  WAre  das  der 
Fall,  dann  mflsste  man  ans  der.  einen  Beihe  durch  forlgeeetites 
Ueberordnen  |in  die  andere  Beihe  Iiineinkommen;  das  ist  aber  nn- 
mOglich;  denn  jedes  Dreieck  der  einen  Beihe  ftthrt  dnrch  fortge- 
setztes Unterordnen  scbaesslich  auf  die  gerade  Linie,  die  durch 
Ueberordnen  ans  der  anderen  Reihe  nicht  erhalten  werden  kann, 
weil  der  Process  der  Uoborordnung  bei  einem  Dreieck  überhaupt 
nicht  zn  einer  geraden  Linie  fahren  kann.  Es  ist  möglich,  dass  die 
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Ilobrrordnunpon  p'wm'H  Drciocks  alle  vier  irnnpinär  werden.  Nicht 
aber  ist  möglich,  dass  eiiif»  Uehprordnang  in  eine  gerade  Linie  aus- 
artet. Es  giebt  also,  weil  eiu  Punkt  1\  drei  coojugirto  rnnkte  P, 
P*,  P"  hat,  jedenfalls  drei  solche  Berilhrungspnnktgruppen,  die  keine 
gemeinsamen  Puukto  haben  können.  Es  lasseu  sich  aber  ohne 
Scbwierigkcit  solcher  Gruppen  unendlich  viele  aufstellen.  Die  Reihe 
der  auf  einander  foigcndeo  Funkle  der  einen  conjugirten  Gmpiie 
tei  P,  P\  P^, .  .  .  jP(«*)  nnd  swar  sei  das  die  Keibe  in  absteigen- 
der Linie,  so  dass  P(**),  co^jngirt  ist}  die  anderen  iwei  ooq|n- 
girCen  Pnnkte  seien  P,(<»,  Pg(«>).  Die  aufeinander  folgenden  Pnnkt- 
paare  sind  dann  also  PP,,  P'Pi,  P^P^, .  .  .  P(«)P|. 

Greifen  wir  aun  ein  Puüklpaar  P,P(*)  heraus  und  bestimmen 
ZQ  F^*)  den  Punkt,  der  ihm  entspricht  in  dem  Punktpaarsystem  ge- 
geben dnrcb  P^P9\  so  zwar,  dass  BtiB»)  and  P^i\<s)  sich  in  einem 
Pnnkte  der  Corren  schneiden.  —  Dann  sind  aneh  P^C*)  nnd  P^^F^ 
Pnnktpaare  eines  Systems.  —  Unterziehen  wir  nan  das  Ponktepaar 
P«(«)p(*)  dem  Process  der  Unterordnung  nnter  Beibehaltung  von 
P^  als  festem  Centrom,  dann  wftre  es  denkbar,  dass  ancb  alle 
folgenden  BerObmogspnnkte  P(»)',  P(*T'  ^X«)  ^**'  mit  Punkten  aus  der 
Ueber-  nnd  Unterordnnngsreihe  von  P^^^^  coincidiren  würden;  dann 
Wttrde  diese  neue' Reihe  also  keine  Punkte  ergeben,  die  nicht  aach 
schon  in  der  ersten  Reibe  enthalten  sind.  Nur  die  Aufeinanderfolge 
der  Pnnkte  wäre  eine  andere.  Nun  ist  Pj^^  letzter  Punkt  der  Reihe 
P'/9)l(9)-^  sollten  die  Reihen  dieselben  Punkte  ergeben,  so  niüsste 
P]i^>,  also  auch  von  aus  erreicht  werden  köuucu.  Gauz  analog 
der  ConstrnctioQ  des  Punktes  P»'^  hätten  wir  aber  auch  einen 
Punkt  PfJ^'^  iV^*  construiren  können,  und  weil  diese  Punkte  den 
Punkten  der  Reihe  PP'P"  eindeutig  entsprechen,  so  müssten  diese 
neuen  Punkte  schliesslich  alle  Punkte  der  ersten  Reibe  ergeben. 
Nun  war  aber  das  Punktpaar  P^Pt^)  ans  seiner  Reibe  ganz  willkflr- 
Uch  gewählt  worden,  wir  konnten  aaefa  irgend  ein  anderes  Pnnkt- 
paar  P^P^y  nehmen;  dann  wären  wir  analog  zn  einer  Pnnktreihe 
Pk^»  Pm^9  gekommen,  von  der  wir  dann  ebenfalls  Uebereia- 
Stimmung  mit  der  ersten  Pnnktreihe  nnd  damit  anob  mit  der  zweiten 
annehmen  mflssten.  Nun  ist  es  nicht  denkbar,  dass  eine  Pnnktreihe 
sich  decken  kann  mit  einer  anderen  Beihe  von  Punkten,  die  im  Ver- 
gleich zu  der  ersteren  eine  höhere  unendliche  Mannigfaltigkeit  dar- 
stellt. Die  Unhaltbarkeit  dieser  Annahme  Iftsst  sich  aber  aach  noch 
unmittelbarer  zeigen. 

Ordnen  wir  unter  und  Uber  vou  i^}P«(^)  aus,  das  eine  Mai  mit 
P^)  als  festem  Centrura,  das  andere  MijI  mit  Px^\  so  müssten  wir, 
wenn  unsere  Annahme  richtig  w&re,  beide  Male  dieselben  Punkte 
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bekommeu.  Wäre  also  z  B.  Px  ein  Punkt,  der  von  l^^f^^'  aus  er- 
reicht wird,  fio  müsste  derselbe  Puakt,  vielleicht  allerdings  nach 
einer  grosseren  oder  kleiuereu  Zahl  von  Üeber-  oder  Unterordnun- 
Ren,  oder  überhaupt  das  eine  Mal  durch  Ueberorduuiig,  das  andere 
Mal  durch  Unterordnung,  auch  von  i'x^^  aus  erhalten  wordcu  kön- 
nen. Sei  nun  aber  der  nächste  Punkt,  den  wir  beim  Unterordnen 
mit  Px<f>  als  Centrom  nach  FW  bekommen,  iW;  dann  kann 
nicht  anoh  von  JK* >  ans  erreicht  werden.  Denn  Bf)F^)  nnd 
sind  Pnnktpaare  desselben  Pnnktpaarsystems.  Entspricht  FW  als 
Eckpunkt  FttW  als  Nnllpnnkt,  so  entspricht  ihm  als  Nnllpnnkt  der 
Pnnkt  W'  als  Eckpunkt  oder  umgekehrt 

Damit  ist  aber  nachgewiesen,  dass  von  der  Puuktreihc  i^'', 
j'Uiy  höchstens  eine  endliche  Anzahl  mit  der  PuuKtrcihe  J\  i  '  zu- 
sammenfallen kann.  Indem  wir  von  der  unendlichen  Auzahl  der 
übrigen  Punkte  einen  beliebigen  mit  i\  verbinden,  erbaltcu  wir  eine 
Uehur-  und  Unterordnungsreihe,  die  mit  keiner  der  drei  conjngirten 
Reihen  identisch  sein  kann  (der  Beweis,  dass  diese  Reihe  auch 
nicht  mit  dou  andern  beiden  conjugirten  Reihen  ubeioiustimmou 
kann,  ist  dem  eben  geführten  aualog).  Auch  die  Unterordnang 
kommt  also  bei  einer  solchen  Beihe  niemals  za  einem  Abschloss. 
Solcher  Reihen  können  wir  also  beliebig  viele  constrniren.  Bei 
einem  beliebigen  Dreiecke,  das  man  einer  Corvo  dritter  Ordnung 
einbeschreibt,  führt  also  weder  die  Ueber-  noch  die  Unterordnung 
je  zu  einem  Abschloss. 

Nun  haben  wir  zwar  bewiesen,  dass  eine  bestimmte  Folge  von 
Tangenten  der  f'^,  wie  sie  sich  aus  dem  Process  der  Unter-  und 
üeberorduung  ergiebt,  nicht  alle  Tangenten  der  ('■  liefert,  aber  das 
am  Beginn  von  Vill.  gestellte  Problem  ist  damsL  noch  nicht  expli- 
cite  bewiesen.  Implicite  dürfte  aber  dieser  Beweis  mit  dem  anderen 
auch  gegeben  sein.  Wenn  man  durch  irgend  einen  constructiven 
Vorgang  eine  Reihe  von  Punkten  erhalt,  so  \uvd  is  von  einem  be- 
liebigen Punkte  nicht  selbstverständlich  seia ,  da&s  er  dieser  Reihe 
angehört,  das  muss  erst  bewiesen  werden.  Ebenso  ist  es  in  un- 
serem Falle,  nachdem  wir  von  einem  ganz  analogen  Processe  den 
Beweis  geliefert  haben,  dass  er  nicht  alle  Punkte  liefert,  das  a  priori 
gegebene,  dass  ein  beliebiger  Punkt  nicht  erhalten  wird}  die  gegen- 
teilige Annahme  wQrde  eines  Beweises  bedOrfen ,  der  sicher  nicht 
geliefert  werden  kann. 

Denn  beginnen  wir  mit  irgend  einem  Punkte  P  den  Ueber-  and 
Unterordnungsprocess  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Centrum  und 
gleichzeitig  mit  P  den  fraglichen  Process,  bei  dem  wir  also  analog 
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dem  Unterordnen  zu  P  den  Tangentialpunkt  P\  zu  P'  wieder  den 
Tangentialpnnkt  construirea,  analog  dorn  Ueberordnon  zu  P, 
das  Taugenteuquadrupd  constmireu,  von  jedem  Berflbrongspuukt 
tos  wieder  das  Tangentenqnadrupel  u.  s.  w. 

Dann  erhalten  wir,  we&a  wir  den  Torgaiig  de«  Ueberordnene 
M  beiden  ProcesBen  n  mal  fortsetzen,  beide  Male  dieselbe  Zahl 
Ten  Punkten,  wie  gross  auch  n  sein  möge.  Wächst  nun  n  in  infini- 

tum,  dann  mllsste  der  Fall  eintreten,  dass  der  zu  untersncheode 
Process  keine  neuen  Punkte  mcbr  liefert,  weil  er  bereits  sämtliche 
Punkte  der  Curve  ergeben  bat,  der  andere  Process  aber  immer  noch 
neue  Punkte  liefert.  "Wir  Wörden  bo  also  zu  dem  absurdeo  Schlüsse 
kommen ,  dass  das  Ganze  weniger  Punkte  euthält ,  als  einer  seiner 
Teile;  in  der  Tat  ergeben  sich  also  nicht  alle  Punkte.  Und  zwar 
giebt  es  bei  diesen  Processen  nicht  etwa  eineu  Greuzpunkt,  Wir 
müssen  vielmehr  auuchmeu,  dass  jede  solche  Keiho  eiuc  uucudliche 
Anzahl  Yon  Qrenzstrecken  ergiebt,  innerhalb  deren  keine  Punkte 
erreicht  werden. 

Wir  haben  soeben  den  Nachweis  geffthrt,  dass  sich  anendlieh 
viele  Ponkte  angeben  lassen,  von  deuen  aus  die  Unterordnung  in 
Bezug  auf  ein  festes  Centrum  nicht  aufhört.  Dabei  drängt  sich 
folgende  Frage  auf:  wenn  wir  zum  Gentrum  wählen  und  die 
Unter-  und  Ueberorduuug  mit  P  beginnen ,  wird  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  PP,  mit  der  Curve,  P^,  auch  der  Reihe  angchüreuV 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  das  nicht  der  Fall  sein  kann.  Ein  belie- 
biger Punkt  X  der  Curve  wird  ja  überhaupt  einer  gi  gebeueii  K  ilie 
nicht  angehören,  P,  ist  aber  kein  beliebiger  Punkt,  sondern  mit 
1\  und  P  als  dritter  Schnittpunkt  ihrer  Verbinduiigsliuiü  gegeben. 
Es  wäre  also  wol  möglich,  dass  diese  Bedingung  ganz  oder  teilweise 
darin  znm  Ansdmck  kommen  wftrde,  dass  P^  der  Ueber-  nnd  Unter* 
ordnangvdhe  von  P,  gebildet  In  Bezug  auf  das  feste  Ceutmm 
angehörte.  Dann  mttsste  diese  Eigentllmlichkeit  immer  da  bestehen, 
wo  diese  Bedingung  gegeben  ist  Anderseits,  wenn  wir  von  irgend 
einem  Punkt  P,  der  anch  eine  ganz  specielle  Lage  zu  P,  annehmen 
kann,  nachweisen  können ,  der  dritte  Schnittpunkt  der  Yerbindungs- 
Unie  gehört  der  Reihe  nicht  an,  dann  ist  diese  Eigenschaft  des 
dritten  Schnittpunktes,  der  Reihe  anzugehören,  da  wo  sie  auftritt, 
eine  zuföUige,  die  mit  der  Bedingung  des  dritten  Schnittpunkts 
nichts  zu  tun  Imt.  Daun  wird  also  im  aligemeiuen  dieser  dritte 
Scbnittponkt  der  Beihe  nicht  angehören. 

Wir  nehmen  zur  Prtifuug  der  Frage  zu  Pj  einaii  beiner  con- 
jogirten  ruiikte  P.     io  sei  der  dritte  Schnittpunkt  von  PP^.  Der 

Arob.  i.  ilikUi.  a.  2.  E«ihe,  I.  UU  19 
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gemeiDBAine  TaDgentialpankt  you  P  lod  i\  sei  J\ ;  danu  ist  dieser 
Paukt  Pf  coiyagirt  Der  Ergtasiuigspiinkt  n  P^^s  sei  P«;  P4  ist 
also,  wenn  wir  lon  F  tn  mit  Pf  als  festem  Centmm  tinterordneii, 
der  auf  P  folgende  Punkt  Kaa  erhalten  wir  ein  Pnnktpaar  des- 
selben Pttoktpaarsystems ,  wenn  wir  die  Punkte  P,,  P«  Tertanscben 
nnd  statt  Ton  P«  an  mit  P«,  von  Pf  an  mit  P4  nnterordnen. 

Non  ist  P,P  eiue  Taugeoto  der  Caylcy'scLeu  Curvo.  Das  Cen- 
trum  der  Unterordnung  war  der  Ergänznngspunkt,  der  Ausgangs- 
punkt einer  Ton  Ucii  beiden  coujugirtuu  Puuktcu.  Der  nftcbstfolgende 
Unterordnangsstrabl  P^P^  ist  wiederum  eine  Tangeute  der  Cayley* 
Beben  Cnnre.  Unser  Tausch  bat  snr  Folge,  dass  wieder  der  Er- 
glüisungspuakt  Centmm,  ein  eonjngirter  Punkt  Ausgangspunkt  wird, 
wir  werden  also  wieder  eine  Tangente  der  Cayley'scben  Cnnre  er- 
halten n.  s.  w.  Nnr  in  einem  Falle  wäre  es  nun  möglieh,  dass 
dieser  Process  aufhörte,  wenn  es  einmal  vorkäme,  dass  der  Er- 
ginsungspunkt  mit  einem  der  coajugirten  Punkte  zusammenfiele. 
Eine  solche  Tangente  ist  aber  eine  gemeinsame  Tangente  der  Gay- 
loy'schen  rnrve  uud  der  Curvc  dritter  Ordnung.  Da  es  deren  im 
ganzen  neun  gicbt,  so  deckt  sich  die  Fraj^o  nach  der  Zugebörigkeit 
einer  solchen  Tangente  zu  unserer  ^'augentenreihe  mit  der  1^  rage, 
ob  diese  alle  Tangenten  enthält  oder  nur  eine  disi  lefe  Mannig- 
faltigkeit. Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  conjugirtos  l'unkt- 
paar  P/P'  mit  dem  dritten  Schuiitpuukt  J'^'  uud  veifalireu  genau 
in  dersetbeo  Weise  wie  oben;  dann  werden  wir  auch  hier  lauter 
Tangenten  der  Cayley'seben  Cnnre  erhalten.  In  der  nenen  üeber- 
und  Unterordnnngsreihe  mnss  es  auch  eiue  Tangente  geben,  deren 
Pnnktpaar  mit  P^P  coordinirt  ist,  wenn  unsere  Annahme  richtig  sein 
sollte.  Wenn  wir  von  diesen  beiden  coordinirten  Gliedern  ans  die 
Entwicklang  der  beiden  Reihen  betrachten,  so  wird  es  uns  klar, 
dass  wir  stets  coordiuirte  Tangenten  erhalten  werden,  die  niemals 
in  eine  znsammenfallen  können,  und  von  denen  überhaupt  nie  eine 
mit  irgend  einer  der  andern  Reihe  zusammenfallen  kann.  Damit  ist 
diese  Annahme  der  principicUen  Zugehörigkeit  des  dritten  Schnitt- 
punktes zu  einer  von  den  zwei  Reihen  d<T  beiden  anderen  Puukte 
widerlegt.  Gleichzeitig  ersehen  wir  daraus:  „Wenn  man  zu  einem 
coüjugjrten  Puuktpaar  den  Erganzuugspnnkt  construirt,  zu  diesem 
seinen  conjugirten  Punkt,  zu  dem  neueu  l'uuktpaar  wieder  den  Er- 
gftnsungspunkt  und  so  fortfährt,  dann  erhält  mau  nur  eiue  discrete 
Mannigfaltigkeit  von  Tangenten.** 
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IX. 

R«eiprokc  uud  coujugirte  Xetse* 

Ist  ein  Nullsystembflschel ,  der  eiüer  ('^  oinbeschriebea  ist,  ge- 
geben, 80  lassen  sich  mit  Hiifö  dieses  eioeu  Bttscbels  in  folgender 
Weise  saniüiche  Büschel  des  reciproken  Netzes  coustruiren.  Der 
Nullsystembüschel,  von  dem  wir  ausgehen,  hoisse  A.  Von  jedem 
Punkte  P  einer  beliebigen  Geraden  p  der  Eben©  gehen  an  die  zu  A 
gehörige  drei  Tangenten  z^,  i^,  die  ihre  Nullpunkte,  resp.  7„ 
r,,  T,  auf  der  haben;  aUe  Dreieke  7,,  r,,  T^^  die  in  dieter 
Weite  mit  Hilfe  der  Ponkte  einer  aod  derselben  Geraden  p  con- 
Btmirbar  sind,  ergeben  elnea  an  A  reciprokea  NolUyBteinbllaGhel. 
Dan  irir  eine  einüMh  onendliGbe  Hasnigfoltigkeit  erster  Ordnnng 
von  Dreiecken  bekommen,  liegt  auf  der  Hand:  so  vkü  Dreiedte, 
als  die  Gerade  p  Punkte  hat.  Dass  diese  Dreiecke  eine  Curve  dritter 
CIas83  umhüllen,  ist  ebenfalls  leicht  nachzuweisen.  Ein  solches 
Puükttripel  r,,  Tj,  T^^  veranlasst  durch  1\  liegt  mit  einem  Doppel- 
punkttripel  A  z.  B.  RS  T  ant  einem  Kegelsclmitt.  dem  NullpuiiktskegeN 
schnitt  zn  dein  Punkte  1'  in  Bezuj?  auf  irgcud  eines  der  Dreiecke 
als  Dopppeldi  ( iei  k .  P  liegt  also  auch  auf  demselben.  Der  dritte 
Schuiitpuuki  \oii  l\  1\  mit  der  sei  1\.  Dub  l'unkttripel,  von 
dem  ein  Puukt  ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  zu  2\  die  NuUgcrade 
<4  in  Bezug  auf  A  constroiren,  die  p  In  dnem  Punkte  treffen 
möge.  P|  ist  der  P  analoge  Punkt;  die  swei  weiteren  Tangenten, 
<6»  die  er  an  die  schickt,  ergeben  die  sn  gehörigen  zwei 
weiteren  Punkte  7«.  Ton  T4  gehen  also  an  die  zn  nntersnchende 
Enveloppe  7|  T^T^  T^T^.  2*4  ist  beigeordneter  Rest  zn  A,  5, 7, 7*,. 
Man  kann  sich  leicht  klar  machen ,  dass  irgend  ein  Paukt  Tx  zwei 
Tangenten  TxTy  uud  TxTz  liefert,  wo  TxTyTz  ein  Pnnkttripol 
bilden,  nnd  noch  eine  weitere  Tangente  7>  Ts  yv ,  wo  2»  Tv  zasam- 
mengehörige  Punkte  eines  Tripels  sind.  Wir  haben  es  also  in  der 
Tat  mit  einer  Curve  dritter  Classe  zutun,  uud  diese  Dreiecke  Tx, 
Ty,  Ts  sind  einander  coordioirt.  Nao  hat;»  drei  Schuittpuukto  mit 
der  C^,  P't  P'\  P*. 

Die  Nullgerade  zu  P'  s«i  p'  \  dann  gehen  an  die  dos  Büschels 
A  noch  zwei  weitere  Tangenten  uu  l  p.,'.  die  also  zusammen- 
gehörige Doppelseiteu  desselben  äiuJ.  Dieäelbeu  zwei  Tangenten 
Bind  aber  anch  zusammengehörige  Doppelseiten  des  nenen  BOsehels, 
wie  ans  seiner  Entstehnng  ans  dem  BOschel  A  sich  ergiebt  Damit 
Ist  aber  der  redproke  Charakter  der  beiden  Bflschel  festgestellt  nnd 
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gleichzeitig  eine  merkwürdige  Bezieiiuug  zwischeu  zwei  reciproken 
Bttscbclu  gewoQueD. 

»Conetniirt  ouui  in  den  Doppelpunkttripeln  eines  NoUflyitem- 
bftschels,  der  einer  Q  einbeechriebcn  ist,  die  Tangenten  an  die  Cfi 
eines  reciproken  Nnllsystembflscliels,  so  bat  jedes  solche  Tangenten- 
Iripd  einen  gemeinsamen  Scbnittpankt  nnd  alle  diese  Sebnittpnnkte 
crÄllIen  eine  Gerade.  Vertauscht  man  in  dieser  Clonstraction  die 
Functionen  der  beiden  NuHsysteme,  so  bekommt  man  dieselbe  Ge- 
rade." Man  kann  also  mit  TTilfo  eines  Nnllsystembüschels  und  sämt- 
licher Geraden  der  Ebene  sämtliche  Nullsystembüschel  des  roi  iproken 
Netzes  constraircn.  Zu  interessanten  Beziehungen  führen  ditse  Bc- 
trachtuugeu,  wenn  wir  sie  auf  ein  s})L'ciollc!s  Nullsy:>temBetz  auwen- 
den, nämlich  auf  eiucs  von  dcu  drei  coujugirteu  Netzen.  Ein  solches 
Netz  hat  die  Eigenschaft,  dass  es  mit  seinem  reciproken  Netz  zu- 
sammenftUt.  Denn  greift  man  einen  beliebigen  NuUsystembOscbel 
herans,  ans  diesem  ein  Doppclpnnkttripel  ABC  nnd  swei  conjugirto 
Punkte  Z),  so  ist  sowol  E  beigeordnet  den  vier  Punkten 
Cj  i>,  als  aneh  D  den  vier  Punkten  A,  B,  E, 

Wir  kommen  so  auf  folgenden  Satz:  Aus  jedem  Nullsystem- 
bUschel  eines  conjugirten  Nullsystcranetzes  lassen  sich  sämtliche 
nrirlf-rn  mit  Ililfo  sämtlicher  Geraden  der  Ebene  construiren  Knu 
kaun  man  al)cr  auch  eiuen  conjugirten  Nullsystenibüsohol  als  rcciprok 
zu  sich  selbst  betrachten.  Unsere  früheren  Betrachtungen  führen 
uus  dann  zu  folgender  Beziehung:  Coustruirt  man  in  den  Doppel- 
punkttripclu  eines  conjugirten  Nullsystembüschels  die  Nullf^eraden,  so 
haben  diese  Geradeutripcl  je  eiuen  gcmeiusameu  Schnittpunkt,  uud 
alle  diese  Schnittpunkte  erfflUen  eine  Gerade.  Die  Gerade  sei  „die 
dem  NnUsystembflsehel  zugehörige**  Gerado,  einer  ihrer  Punkte 
heisso  zugeordnet  demjenigen  Üoppelpunkttripel,  dessen  drei  Null» 
geraden  sich  in  ihm  schneiden.  Nun  wissen  mc  aus  der  Theorie 
dieser  Punkttripel,  dasp  die  drei  Nullpunkte  eines  conjugirten  Dop- 
peldreiecks  auf  einer  Geraden  liegen.  Offenbar  ist  diese  Gerade 
reciprok  dem  zugeordneten  Punkte.  Wie  also  die  sugeordnetMi 
Punkte  in  der  zugehörigen  Geraden  sich  sciineiden ,  so  worden  die 
zugeordneten  Geraden  in  einem  zugehörigen  Punkte  sich  treffen. 
Wir  kommen  so  zu  fol;j;eudcr  Constructiou  eines  conjugirten  NuU- 
systembüschels:  alle  Str.ihlon  eines  fetrahlenbüschels  treffen  eine 
in  drei  Punkten.  Die  drei  Cüujugirteu  Punkte  bilden  die  Doppel- 
punktstripel  eines  conjugirten  Nollsytembüschels.  Die  zu  den  Dop- 
pelpunktstripeln  gehörigen  Nullgeraden tripel  liefern  ju  ihren  gemein- 
samen Schnittpunkten  die  Punkte  der  „zugehörigen  Geraden".  Durch 
Betrachtung  derjenigen  drei  Strahlen  des  Strahlenbflechels,  die  Tan* 
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genten  der  Caky  beben  Curvo  sind,  kommt  man  zu  der  Erkcuiituiss, 
dass  zugehöriger  Punkt  und  zaeehörigo  Gerade  eines  conjiigirtcu 
KoUsystembuäcliels  Pol  nnd  Polaro  iu  Bezug  uuf  ciuc  von  den  drei 
Onren  sind,  Ton  denen  die  gegebene  die  Hesse'sche  ist. 

Anm.  Mit  Ililfo  dieser  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polare 
einer  Curve  dritter  Ordnung  lassen  sich  manche  Sätze  aus  der  Po- 
lareutbeorie  einer  Curve  dritter  Ordnung  besonders  einfach  beweiaen. 
Wir  wollen  hier  nur  ein  Beispiel  anfahren: 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Punkte  Q  nnd  Qi  der  Ebene,  so  geben 

sie  Anlass  7.u  zwei  verschiedenen  conjngirtcn  NullsystembQscheln 
C,'  und  Die  beiden  Bttschel  haben,  weil  ein  und  demselben 
Netze  angehörig,  ein  Doppcldroieck  gemeinsam,  dasjenige,  dessen  drei 
Ecken  A^^  B^f  C|  conjagirt  sind  resp.  den  drei  Durchschaittspunkten 
der  Verbindungslinie  QQ^.  Jedem  Nullsyst. ml  üschel  gehört  eine 
besondere  Gerade  zu,  resp.  g  und  g^.  Dem  Doppeldreieck  Ai  C, 
gehört  ein  bestimmter  Punkt  auf  und  ein  bestimmter  Punkt 
J'^  aui  ^1  zu.    Legen  wir  durch  A^,  li^^  den  Kegelschnitt, 

so  muss  dieser  die  Q  in  einem  weiteren  conjugirten  Dreiecke  schnei- 
den. Denn  es  ist  eine  fnndameatale  Eigenschaft  dieser  conjugirten 
Dreiecke,  die  sich  aber  anch  von  nnsera  Betrachtuugeu  ans  ohne 
Hohe  bewdsen  lässt,  dass  ^n  beliebiger  Kegelschnitt,  der  einem 
solchen  Dreieck  amschrieben  ist,  noch  ein  zweites  Dreieck  enthftlt 
Nnn  können  aber  zwei  NnUsystembttschel,  wenn  sie  nicht  ganz  zn- 
sammenfallen  sollen,  nur  ein  Dreieck  gemeinsam  haben;  dieser 
Kegelschnitt  wird  also  das  Pnnkttripel  Ai  doppelt  mit  der 
gemeinsam  haben,  d.  h.  sie  in  diesen  drei  Punkten  berühren.  Daraas 
folfft  gleichzeitig,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  .7i  und  7.'  berühren 
wird.  Denn  jeder  andere  Punkt  I\'  auf  ^,  oder  I\'  aut  g^  gehört 
einem  anderen  von  A^B^Ci  verschiedeueu  Dreieck  zu,  während  ja 
doch  ein  Kegelschnitt ,  der  zwei  Dreiecke  eines  ceujugirtcn  Null- 
systemnetzes enthält,  zugknch  auch  die  zwei  Punkte  enthält,  die  den 
beiden  Dreiecken  in  dem  ^Suilbyslembuächel  zugchOrcn,  das  sie  mit 
einander  bilden*  Seien  z.  6.  A^BiC^  und  A^B^C^  die  zwei  Doppel- 
pnnkttripel  die  anf  K  liegen,  P|  nnd  die  den  Dreiecken  zuge- 
ordneten Funkte,  so  schneiden  sich  also  die  drei  Air  alle  Sy- 
steme des  Bllschelfl  gemeinsamen  NoUgeraden,  die  dnrch  ^i,  0% 
giben,  in  nnd  wenn  "ftir  A^B^C^  znm Doppeldreieek  wählen,  so 
geht  also  der  Nnllpnnktskegelschnitt  zu  durch  beide  Doppel- 
punktstripel ,  ebenso  der  Nnllpunlctskegelschnitt  zu  Px\  die  beiden 
Kegeisehnitto  mfitsen  aUM>  in  einen  zosammeniallen. 

YTtirde  also  der  fragliche  Kegelschnitt  noch  einen  Punkt  P^' 
anf  ^  enthalten,  so  mfbnte  er  auch  dem  Dreieck  nrnschtieben  sein. 
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das  zu  diesem  Punkte  gebOrt.  Nebroen  wir  sod  andere  nnd  andere 
Punkte  Qi,  Qg  anf  der  Yerbindungslinie  Q|  Qt*  so  erhalten  wir  an- 
dere nnd  andere  Polaren  g^^  gt  nnd  andere  nnd  andere  angehörige 
Nnllaysteme;  aber  das  Ponkttripel  AiBiCi  bleibt  besteben  nnd 
ebenso  dieeer  Kegelachnitt  Wir  haben  damit  den  bekannten  Satz 
von  der  Polokonik  abgeleitet :  ,,Die  Polokonik  einer  Geraden  berührt 
die  Hesse'sche  Cunre  in  dero  der  Geraden  oonjngirten  Ponkttripel** 

7nsnt7:.  Lässt  sich  der  ronjngirte  Nullsystemböschel  aus 
dem  ooujimirti'u  Nullsy^t* uilmstliel  .1  mittelst  der  Gcraiien  p  er- 
zengeu,  und  siuU  die  Schinttinnkto  von  p  /•,,  1\,  1\,  so  orlialten 
wir  aus  dem  Doppeldreieck  vou  ^l,/',  Q, ,  das  Doppeldroieck  zu 
indem  wir  die  Nullpunkte  Jii\  vou  J\(L  J\R  mit  einander 
verbinden,  also  das  Doppeldreieck  PiQ/  Iii';  ^h'  ist  die  r.oge- 
ordnete  Oerade  zu  1\  ^  >  ebenso  können  wir  die  Dreiecke  Q%B%\ 
P^Q^'B^*  constmiren. 

Nun  sind  die  zugeordneten  Geraden  dieser  drei  Doppoldroiecke 
\on  B  resp.  (2,i?i,  QtB^,  Q^B^.  Aber:  alle  zuecorduetou  Geraden 
eines  conjügirton  NuUs.vstcmbüficlipls  schneid<'M  sicli  in  einem  Punkte, 
dem  zngohürigen  Punkte  dieses  System?.  Üaraus  ergibt  sich  folgen- 
der Satz:  Die  den  drei  Durelisehnitt-iniiiktcn  einer  beliebigen  Ge- 
raden gegenüberliegeudeu  Doppelseiten  eines  eonjugirten  System- 
büschels bcbueidea  sich  in  einem  Punkte.  In  dieser  Weise  gibt 
ein  conjugirtes  Nullsystemuetz  Aulass  zu  einem  Netze  von  rcciprokcn 
Systemen. 

X. 

Besiclmngen  zwischen  der     nnd  einer  Canre  C^. 

Die  Punkte,  die  die  (\  mit  einer  Curvc  trenioinsam  hat, 
lassen  sich  in  folgender  A\  -  i  e  bestimmen.  Die  sei  gebildet  von 
irgend  einem  Nullsystembuschel  ^f.  Greifen  wir  aus  der  Zahl  der 
Doppoldreicckc  ein  beliebiges,  ABC\  heraus,  wo  den  drei  Ecken 
A^  By  C  resp.  die  drei  Seiten  «,  b,  e  gcgcnüberliogcu ,  so  eutspricht 
jedem  Strabienbflscbelcentmm  Q  anf  a  als  Ort  der  Nnllponkte  der 
durch  Q  gehenden  Strahlen  eine  Gerade  «f  dnrch  A,  Dnrcb  Q  gehen 
zwei  weitere  Tangenten  Q^ri  nnd  Qr,  an  die  C^  nnd  ihre  beiden 
Knllpnnkte  r,  nnd  sind  die  zwei  wdtereren  Schnittpnnkte,  die 
mit  der  gemeinsam  hat.  Wird  nnn  eine  solche  Tangente  der 
gleichzeitig  die  in  ihrem  Nallpnnkte  o-^  bertthren,  so  wird 
ein  Berflhrongspnnkt  der  beiden  Cnrren  sein. 
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Ots  gellt»  wenn  es  flberbaiiiit  einer  weiterea  Enrigiing  bedarf« 
dumae  hervor,  dass,  wenn  wir  zam  Punkte  st^  in  Bezug  auf  ein  be* 
liebiges  Doppeldreieck  ABC  den  Nnllpunktskegelschnitt  feststellen, 
dieeer  <2«i,  also  ancb  die     inr,  berahrt.   Weil  dieser  Kegelschnitt 

ausser  y,,  ^1,  5,  C,  also  nnr  noch  fiincn  Pankt  mit  der  gemein* 
sam  bat,  so  geht  also  an  die  r'*  vou  Xj  vn^  noch  eine  weitere  Tan- 
gente, wird  also  auch  oin  Punkt  der  6'^  sein.  Nehmen  wir  nun 
zu  jedem  Q  der  Seite  Q  die  konisch©  Polare,  so  gehen  bekanntlich 
alle  die  Kegelschnitte  darch  die  vier  Polo  vcn  a  in  Bezog  auf  die 
C5.  Nuü  ist  das  Stralileiibüschel  der  «y  projectivisch  der  Punktreihe 
der  Q,  und  diese  ist  wiederum  projectiTisch  dem  Büschel  ihrer  koui- 
seben  Polaren.  Also  wird  ancb  das  Strahlenbascbel  der projecti- 
visch dem  Büschel  der  konischen  Polaren  sein ,  ihr  Eraengaiss  also 
eine  Carre  dritter  Ordnung,  die  mit  der  gegebenon  9  Punkte 
xemeiasam  bat  Unter  diesen  9  werden  aber  anch  die  Punkte 

C  sein:  A  als  Centrom  des  erzeugenden  StrahlenbQschels  der  «f, 
B  und  C  als  gleichzeitige  Punkte  der  C,  und  Eckpunkte  des  Doppel* 
dreiecks,  durch  die  also  sowol  ihr  Strahl  sq  (resp.  AC  und  AB)^  als 
anch  ihre  konische  Polare  geht.  Die  andern  sechs  Durchschnitts* 
punkte  aber  werden  solche  Punkte  JC^  sein,  in  welchen  sich  die  beiden 
Cnnren  berühren.  Also: 

„Eine  C,  hat  mit  einer  Nullgeradenenvelopi)e  C*  sechs  Berüh- 
rungspunkte und  sechs  Darchscbnittspuokte  gemeinsam/' 

Kebnea  wir  irgend  einen  der  sechs  Ihirebschnittspunkte  A\ 
dessen  NuUgerade  sei,  so  sind  die  beiden  anderen  Tangenten, 
welche  von  A*  an  die  geben,  A'B*  und  A*C\  unendlich  benach- 
bart 

Das  Doppeldreieck  A'B'C  ist  also  ausgeartet,  indem  zwei 
Seiten  A' B\  A'C\  also  auch  die  zwei  Ecken  ß  undC  zusammen- 
gefallen sind.  Die  Gerade  B  C\  die  A'  gegenüberliegende  Doppel- 
seite, ist  also  eine  weitere  gemeinsame  Tangente  der  Corven.  Diese 
Beziehung  k<)nnen  wir  so  aussprechen: 

„Unter  den  Knllgeraden  der  Punkte  einer  in  Beeng  auf  ein 
ihr  einbeschriebeneB  Knlleyetembüscbel  sind  19  Tangenten  der  C^, 
6  davon  haben  ihren  Nullpunkt  im  Berahrangsponkt,'  die  andern 
sechs  im  Tangentiaipnnkt;  die  diesen  letzteren  gegenüberliegenden 
Doppelpunkte  sind  die  sechs  Dorchschnittspunkte  der  nnd  der 
Kidigeradettenveloppe.'* 
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ünsero  Construction  rlor  sechs  Bcrühruugspauktc  ergibt  gleich- 
zeitig den  Satz,  dam  didselbcu  mit  irgend  einem  Doppelpnoktstripel 
des  NuUsyskeniB  nenn  assodirte  Pankte  ergeben. 

Nun  siiiil  sämtliche  Doppclpunktstripel,  gebildet  von  den  Doppel- 
dreiccken  eiucs  Nullsystennu  t/es,  eiuander  beigeordnet.  Dcun  zwei 
beliebige  solche  Doppeldreiccko  Ax  Ii»  C"  und  /i^  Cfi  giud  eiuaudcr 
coordiuirt.   Wir  kommeu  so  zu  folgendem  Satze: 

„SftmUiche  Bcrahraogspaoktgroppen  eines  KoUsystemneties  sind 
einander  beigeordnet/^ 


Digitized  by  Google 


Rof/fl:  Jtiycn^chaOen  der  imaginären  Brennpunkte  itc. 


297 


XYL 

Eigenscbaften  der  imaginären  Brennpunkte  der 

Centralkegelschnitte« 

Von 

Franz  Bogel. 


Ceatralkegclschtiitte  haben  bekanntlich  vier  Brennpinkte,  Ton 
welchen  iwei  imaginflr  sind  and  aof  der  Nebeoaxe  liegen. 

Die  Uutersachnng  der  Eigenschaften  der  Letzteren  ist  Zweck  and 
Ziel  dieser  Zeilen. 

Derselben  liegt  jene  von  Dr.  Ernst  Wilhelm  Fiedler  *) 
durch  Einführnng  comp  lex  er  Klemento  in  die  Geometrie  des 
Maasses  in's  Werk  gesetzte  Erweiterung  der  geometrischen  Begrils- 
bilUaug  za  Grunde. 

Sie  besteht  darin,  dasB  die  analytiwliea  Ausdrücke  für  Be- 
ziehungen und  Eigenschaften  reeller  Elemente,    mo  Abstand, 

Winkel,  RicLtuugscoefficicnt,  Tciluagsverhältuiss,  als  Dcfiaitioncn 
fortbestehend  auch  for  imaginäre  Elemente  giltig  angenommen 
werden. 

Unter  dieser  Voranssetsong  werden  die  Sitae  Aber  Doppel- 
elemente  von  Involntionen  und  über  Pole  und  Polaren  ?on 
Kegelschnitten  in  dem  Falle  imaginftrer  Ponktennd  Geraden  als 
richtig  anansehen  sein. 


« 

])  Aiulytiscbe  Geometrie  der  Kegelacfanitte  r.  Salmon-iiiccllcr,  5.  Aafi«  I. 
SI,  es,  Q3,  C 
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Als  Folgerungen  er>cheiii«ii  ferner  die  ipiter  zur  Yerwendmig 
konnDeaden  HilfBaitEe: 

Wenn  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Seiten  AC  und  BC  imaginär 
und  gleich  gross  sind,  so  halbirt 

(a)  die  VerbiuduDgslinie  der  Spitze  r  mit  dorn  Halbirnngspunkt 
M  der  reellen  oder  imaginären  Grundlinie  den  Winkel  an 
der  Spitze  und  umgekehrt 

(ß)  die  Halbirende  des  Winkels  an  der  Spitze  hnlbirt  auch  die 
Orandlinie  nnd  steht  anf  ihr  senkrecht 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  die  Tatsache,  dass  die  Spitze  S  in 
der  Aeqddistaaten  CM  liegt,  welche  als  Normalstrahl  einer 
elliptischen  Strablen-Involntion  anfgeüust  werden  kann,  welche  die 
Seiton  AC  und  BCtVi,  (imaginftren)  Doppetstrahlen  hat,  deren  Winkel 
nach  Obigem  von  CM  halbirt  wifd. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  bietet  die  Aufsuchung  der 
Fit;onR(  luiftcn  der  imaginären  Brennpnnkte  keine  nennens- 
werten Schwierigkeiten  mehr  dar. 

In  erster  Linie  soll  nun  der  Beziehungen  gedacht  werden,  ia 
welchen  siu  zu  den  reellen  Brennpunkten  stehen. 

Beide  Paare  sind  Doppelpunkte  von  Involutionen,  welche  durch 
den  Schnitt  eines  nnd  desselben  Paares  von  Farallelstrahlenbfischeln 
mit  den  A^kcn  AA'  und  BB'  entstehen. 

Ist  Bftmlich  p  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  P  in  der 
Ebene  eines  Centtalkegelschnittes,  n  s»  PM  das  von  Pwoip  geflllte 
Lot  nnd  <2  der  Schnitl^onkt  von  p  mit  dem  conjngirten  Diameter 
PO,  so  sind  P  und  Q  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjngirt  und 
bilden  Pnnktreihen ,  welche  mit  den  durch  die  Polaren  p  nnd  die 
Lote  9  gebildeten  ParaUelstrahlenbOscheln  bzhw.  perspectiviscb 
liegen. 

Letstere  schneiden  nnn  anf  AA^  eine  hyperbolische  Involo* 
tion  mit  den  reellen  Brennponkten  PjP)  als  Doppelpunkte  und 
9nf  BBi  eine  elliptische  mit  den  imaginftren  Brennpunkten 

J}.  J^^  dem  Centralpunkt  0  nnd  den  entsprochonden  Punkten  CT,  V 
ab.  Fällt  P  in  die  Garvc,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  Tangente 
und  Normale  mit  der  Nebenaxe  ebonüslls  entsprechend  und  ihre  Ab- 
stände m  0  bshw. 
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somit  —6^  die  Potenz,  und 

(0,  ±ic) 

die  Cuordinateu  der  imaginären  Breuopankto. 

Ihre  mit  AA'  jianllel  laofeuden  PdAren  tr^a  BB*  in  dem 

Du»  <lurch  J  gelifinlf'  r;\ri]!elc  m  AA'  ist  conjugirt  und  nor- 
mal zu  JiJ3\  a  und  konneu  daher  als  Normalst lahlen  einer 
durch  conjngirtc  Gerade  gobildeten  Involution  mit  däm  Schdttil  J 
augcsebon  uerdcn.  Ein  anderes  Paar  coujugirter  Geraden  ist  J^F^ 
und  «/ji-a,  dunu  es  geht  JiF^  durch  duu  Pol 

Ihre  Gleichangeo  siod 

ix+y— «t  =  0,   ix-^f+ti  —  0 

da»  Frodact  ihrer  Bichtiwgieoefficieiiten 


daher  auch 

taug^a  .  taugy'a  »=»  — 1 

unter  g*  zwei  beliebige  eoiungirte  durch  J|  gehende  Gerade  yer- 
standen. 

Wenn  nun  durch  letztere  Gleichung  auch  bei  complex  con- 
jugirtcu  Geraden  der  Begriff  des  Sonkrochtstehens  definirt 
wird,  so  lässt  sich  behaupten: 

(1).  „Alle  durch  einen  imaginären  Brennpunkt  gehenden  Paare 
„eosjngirter  Geraden  stehen  aufeinander  Bonkrccht*^ 

Der  Aber  XY  al»  Dnrchmeiaer  eonstnürte  Kreis  hat  mit  BB? 
die  Paukte  Ji,  J%  gemein  \  denn  es  iet 

0«.Ojf-ÖF— —(»>)■ 

Wird  niin  in  diesem  Kreise  ein  betteUger  Pnnkt  Z  angenommen 
und  werden  die  Noimalstrahlep  A««  iffs      In  Besag  anf  die  Gnrv^ 
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CODjagirten  Oeraden  gebildeteu  Involution  mit  dem  Schoitel  in  Z 
bestiramt,  w>  gehen  dieselbeii  dorcb  JT,  Y.  Dcuu  werden  die  durch  Z 
gebenden  KormaleCrablen  ermittelt  und  ein  Kreis  durch  die  Schnitt* 
pnnkte  mit  AA*  mit  dem  Mittelpnakt  in  AA*  gelegt ,  so  geht  der- 
selbe  nach  Obigem  ancb  dnnsh  Jj,  J^,  mnes  daher  mit  dem  durch 
JC,  r  gehenden  Krelie  identisch  sein,  da  beide  die  Punkte  2;  J|, 
gemein  haben: 

(2)  .  „Die  Verbindungsliuieu  der  iu  der  Hanptaxe  liegenden 
„Punkte  irgend  eines  durch  die  beiden  imaginäroo  Brcnupuukto 
,4Sehendon  Kreises  mit  einem  beliebigen  Punkte  desselben  sind  die 
j^ormal strahlen  jener  durch  die  coi^ugirten  Oeradeu  gebihleten 
,.Involution.*' 

Da  Ir'ACtid  ciuo  Tangente  eiues  Kegelschnittes  mit  jeder  durch 
dcu  üeruljtuugspuükt  geheudeu  Geraden,  also  auch  mit  der  Nor- 
malen conjugirt  ist,  so  gilt: 

(3)  .  „Taugente  und  Norumlo  irgend  eines  Punktes  Zciucs  Ceu- 
„tral -Kegelschnittes  wird  orlialton,  wenn  die  Selmittpuukte  des  durch 
nZ  und  die  imaginären  Brcimponkte  gehenden  iüreises  und  der 
„Nebenaxe  mit  Z  verbunden  werden*^ 

Bei  der  Constmctiou  des  Kroises  kOnnen  die  imaginftren  Punkte 
leicht  durch  reolle  ersetzt  werden.  Es  ist  (kiboi  nur  nOtig  0  und  Z 
zu  verbinden  und  in  dieser  Linie  einen  Punkt  Z*  so  zu  bestimmen, 

dftSS 

QZ  .  OJZ'  - 

wird,  dann  sind  Z*  und  der  bezOgUeb  AA'  symmetrisch  liegende 
Punkt      ebenfUls  Punkte  des  Kreises. 


Da  der  Pol  irgend  einer  Focalsehne  auf  der  Leitlinie  des  ima- 
ginäron  Brennpunktes  liegt»  so  folgt> 

(4).  „Die  Verbiu  liini^blinicu  eines  imaginärcu  Brennpunktes 
„mit  dem  Berührungspuukte  einer  beliebigen  Taugeuto  und  ihrem 
„Schuitlpuukto  mit  der  eutsprecheudeu  Leiliiuie  gtehün  aulciuader 
„senkrecht". 


Irgend  ein  ausserhalb  udor  innerhalb  der  Curvo  gelegener  Punkt 
kann  als  Mittelpuukt  einer  Strahleuiuvolution  betrachtet  werden, 
deren  Doppelstrahlen  die  reellen  resp.  i  mag  In  Aren  Taugenten 
an  die  Onnre  sind;  die  KormalsCrablen  halbiren  den  Ton  ihnen  ein- 
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schlossCQOu  Winkel,  zafolge  (2)  aber  auck  den  vou  deu  Ycrbinduugs- 
Ünieii  dieses  Ponktes  mit  den  Brennpankten  J^,  Jg  gebildeten 
Winkel: 

(5)  .  „Die  Halbiruns^slinif n  der  vou  zwei  beliebigen  reellen 
,.oder  imaginären  Tangenten  eines  Ccntralkegelscljnittes  gebildeten 
„Winkel  halbirt  auch  den  von  den  Verbindungslinien  des  Scbnitt- 
„pnnktes  der  Tangenten  mit  den  imaginären  Brennpunkten  einge> 
^blossenen  Winkel". 

Hieran«  folgt: 

(6)  .  „Did  Hslblrungslinien  der  Winkel,  welche  die  imaginären 
^Brennetrahlen  eines  Punktes  mit  der  Kebenaxo  einscbKesaen  und 
,,die  Tangente  der  Cnnre  in  diesem  Punkte  schneiden  sidi  in  der 
y^Nebenscheiteitangente'*. 

Zu  einer  gegebenen  reellen  oder  imaginären  Tangente  l&sst 
sich  demnach,  wenn  die  imaginären  Punkte  gegeben  sindj  eine  belie- 
bige zweite  Tangente  finden,  oder: 

(7)  .  ,^in  Centralkegelscbnitt  ist  unzweideutig  bestimmt,  wenn 
„eine  Tangente  nnd  die  imsginftren  Brennpunkte  gegeben  sind**. 

Ist  statt  der  Tangente  ein  Cnrvenpnnkt  P  gegeben ,  und  wird 
derselbe  mit  </],  Jf  verbunden,  so  ist  es  unbestimmt,  welche  tou 
den  Halbirnngslinien  des  Winkels  J|  iV,  Tangente,  und  welche  Nor- 
male ist,  iiaber: 

(8)  .  ,,Durch  die  imaginären  Brennpunkte  und  einen  Punkt  des 
..Kegelschnitts  ist  letzterer  nicht  bestimmt;  den  Bedingungen  ent> 
„sprechen  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  iLegelschnitto". 

Durch  Verbindnng  des  als  ganz  beliebig  aufzufassenden  Schnitt- 
punktes K  vou  p  und  n  mit  Punkten  der  Involution  (£/",  ^0,  F,  oo) 
entsteht  eine  StrahleninTOlution  mit  den  Normalstrahlen  KU,  KV 
aad  den  I>oppeIstrahlen  JTJi,  KJ^: 

(9)  .  „Der  von  den  Verbindungslinien  irgend  eines  Punktes  K 
„der  Ebene  eines  Centralkcgelschnittes  mit  den  imaginären  Brenn- 
„punkten  eingeschlossene  Winkel  wird  durch  die  Normalstralilen 
,.jcner  Involution  halbirt,  welche  durch  die  durch  A'  gehenden  con* 
,Jugirten  Geraden  gebildet  wirU'^ 
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Liegt  X  9nt  der  Garve  selbst,  so  gilt: 

(lü).  „Tangenten  und  Normalen  für  irgend  einen  Punkt  eines 
^Centralkegel8Lbuittes  balbiren  die  von  den  imaginftren  Brenostnüüen 
^eingeedkloasenen  Winkel". 

IM  Jf(«,y)  tün  Otarrmpaakt  und  der  Bdulttpunkt  der  Nor* 
malen  und  der  Ideinen  Aze,  to  ist 

(worin  far  die  Hyperbel  ib  statt  b  so  nelimrn  ist) 

folglich 

(11)  .  ^Die  Normale  teilt  die  Entfernung  der  imagin&reD  Brena- 
wpnnkte  in  swei  den  BreonstraUen  pro]K>rtiale  Abschnitte**. 

Fig.  2>).  Sind  T„  Berflbrangspunkte  zweier  sich  in  P 
schneidenden  reellen  oder  imagin&ren  Tangenten,  so  sind  ,  'i\ 
Doppelpunkte  einer  auf  TiT,  liegenden  dorch  eotijngirte  Punkte  ge* 
bildeten  Involution.  Ist  ferner  der  Scheitd  einer  sn  deraelhen 
perspeetivisch  Hegenden  Strahleninvolntion,  so  sind  «/|7|,  Jj^t  ihre 
DoppelstraUen;  zwei  entsprechende  Pnnkte  sind  die  Schnittpunkte 
Z  von)  jr,r,  mit  der  Polaren  von  und  K  von  J,P  mit 
Ti^^;  nun  sind  J^Z  und  J^P  conjugirt,  folglich  stellen  sie  aufein- 
ander senkrecht  (1)  und  balbiren  als  Nornialstrableu  die  von  den 
Doppelstrahlea  J|7„  J^r^  gebildeten  Winkel: 

(12)  .  „IMe  Verhiodungslinle  eines  imaginären  Brennpunktes  mit 
,4em  reellen  Schnittpunkte  zweier  reeller  oder  imaginärer  Tan* 
,.genten  halbirt  den  von  den  Verbindungslinien  dieses  Brennpunktes 
,^t  den  Berfthrungspunkten  der  Tangenten  gebildeten  Winkelt 

Schneidet  die  Tangenten  PI\  und  P2^  eine  beliebige  dritte  mit 
dem  Berührungspunkte  Z  in  ^  und  und  werden  Schnitt-  und 
BerAhrungspunkte  mit  einem  imaginären  ^!ennpunkte  J  verbunden,  so 
ist  (12) 


1)  Bei«  Leten  dn  Fignr  Itt  eiiili«b  J^,      ststt  F|,      sb  dmkw. 
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(18).  ^Werden  nrai  foito  TMgenteii  l^«  <t  Centnlkeg«!- 
nidialllet  TOS  eiier  dritten  Tertodwlieliea  ia  den  PBokten  il»  B 
ngMCtbnitteii,  w  iit  der  von  den  Verbindangsliaien  denelben  mit 
Meinem  imeginlrea  BtennpnDkte  eingeschlossene  Wialiel  oonstant 
«nnd  zwar  halb  so  gross  als  der  von  den  YerbiDdangtlinien  diesse 
^Breanpnnlrtes  mit  dea  fierOhmngtpanfcCen  der  festen  Tangenten 
^bildete  Winliel^ 

Wird  durch  eine  beliebige  die  Ceutralcarve  in  ^f,  A  sr  Imoi- 
dende  FocaUebne,  ferner  ^fJ^^  iVJ,  gezogen,  and  der  Schnittpunkt 
P  der  Tangenten  in  ^f,  \  mit  J,  verbanden,  so  entsteht  ein  ans 
BrenDstrahlen  gebildetes  I>reiück  MNJ^^  dualen  Winkel  durclx  die 
Normalen  in  M,  N  und  dorcb  J^P  halbirt  werden. 

Da  aber  auch  die  Winkelhalbircnden  eines  aus  imaginären  Seiten 
gebildeten  Dreieckes  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  gilt: 

(14).  »Die  Yerbindongilinie  des  Schnittponktes  der  Tangenten 
„in  den  £ndpnnkten  einer  imaginären  Foeelsebne  mit  dem  Schnitt* 
wponkte  der  entsprei^enden  Normalen  geht  dorch  den  aaderea  im»- 
^igioftten  Brennpaukt  und  ist  die  HalbiningsUnie  dee  Winkels  der 
t^Mmstrahlen  der  Sehnen-Endpankte*'. 


Die  algebraische  Summe  der  imaginären;  Brennstrahlea  eines 
Corvenpnnktes  (e,  y)  drflckt  sich  ans  dnrch: 


(•ssya*+&>)  bei  der  Hyperbel  daher: 

(15).  „Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  imaginären  Brcnn- 
„strahlen  eines  Punktes  gleich  der  kl e i  n  e  u  Axe,  bei  der  Hy  p  er  b  e  1 


(«..  Va«— 6»)  und 
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„multiplicirtcü  kleinen  Axe. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  and  der  bekannten  Hoberval'schen 
Ucbcrlegnngen  lässt  sich  der  Safcs  (10)  noch  auf  eine  xweite  Art 
boweiaen. 

Bd  der  Bewegoog  eines  Corvenpnnktes  M  m  dem  nnendlich 
neheii  N  wird  der  nigehOiige  imaginSre  Brennstrahl  nifolge  (15) 
nm  eine  nnendlich  kleine  GrOsie  d  mehmen,  wenn  der  xweiCe  r, 
um  dieselbe  Grösse  bei  der  EUipse  ab-  —  und  bei  der  Hyperbel 
sunimmt  Die  Verlängerungen  r,^  über  hinaus  bilden  dem* 
nach  ein  unendlich  kleines  imaginäres  Viereck  MNPQ,  dessen  Seiten 
sich  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  von  ö 
unterscheiden  und  daher  als  gleich  gross  angenoninicu  werden  kön- 
nen. Da  nun  M,  von  P,  Q  gleich  weit  abstehen,  so  ist  MM  X 
FQ\  zufolge  des  Hilfssatzes  (a)  halbircu  diese  mit  der  Tangenten- 
und  Normalenrichtung  coincidirendcn  Diagonalen  aber  die  Winkel 
an  ihren  Endpunkten,  d.  h.  diu  von  den  üreuustrahien  eingeschlossenen 
Winket 

Das  Product  der  genannten  Brennstrahlen  ist 

(16).  „Das  Rechteck  der  imaginären  Brennstrableu  eines  Panktes 
,48t  gleich  dem  (Quadrate  des  dem  seinen  coujugirten  Diamcters'^ 

Nach  Einffthmng  von  Polarcoordinaten,  die  von  einem  iraagi- 
n&ren  Brennpunkte  und  der  Kebenaze  ans  gez&btt  worden  ist, 
wenn  mit     0,  Brennstrahl  und  Anomalie  besoichnet  wird 

y  -=>  rC08<-|-»« 

nnd  wegen 

-   ^          bzhw.  rt  ^  

wo 
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f  bei  der  EUipee  und  ^     ^  i  bei  der  Hyperbel 

die  Länge  des  zur  Nebenaxe  senk rcc Ilten  imaginären  Brennstrables, 
also  Ueu  sich  auf  imaginäre  Bronnpunkto  beziehenden  Parameter 
bezeichnet  Hieraus  folgt 

1  ^  2 

n  q. 

(17).  „Das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Abschnitten  einer 
MtinagiiiflreKi  Focalsebne  ist  nnveiftaderlich  und  dem  Parameter 

gleich « 


Durch  Vergleich  des  Prodactee  mit  der  Summe  imaginärer 
Brenuatrahleii 

ergiebt  sich: 

(18).  ,J>a8  Reehteck  ans  den  Abschnitten  einer  imaglnftren 
,^oealiehne  steht  rar  ganzen  Sehne  in  einem  nnvertadeilicfaen  Yer- 
„hlltniase.'' 


Da  das  Qnadrat  des  Halbmessers,  der  mit  der  Nebenaxe  den 
Winkel  0  bildet, 

nnd  die  iMunlleto  Focalsebne  (18) 



ist,  so  folgt: 

(19).  Das  Rechteck  aus  einer  imaginären  Folalsohne  uud  der 
^Nebenaxe  giebt  das  Quadrat  des  zu  ihr  parallelen  Durchmessers''. 

HienuB  geht  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Tatsache ,  dass 
die  Summe  sweier  coigagirteu  Diameter  constant  ist,  noch  hervor: 

Anh.  d.  lUOu  B.  Pbji.  I.  Baik«,  T,  Xllt  SO 
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(90).  „Die  Summe  der  ni  swei  co^jngirten  Diametern  parallelen 
i4maginftren  Foealselueii  iit  oonstant'*. 

Die  L&Dgcn  zweier  »  einander  rechtwinkligen  imaginären  Focal- 
sebnen  Bind,  wie  ans  obigem  bekannt, 

2fl  8^ 

daher: 

(21)  „Die  Summe  der  Rociprokcn  zweier  anfeiuaader  seulcrecht 
.^stehenden  imagio&ren  Focalsehuen  ist  cooBtaat" 


I  iegen  auf  der  verlängerten  J^T^  (Fig.  2)  zwei  Tunkte  H  in 
Abstaudco 

ton  2*1,  so  int  infolge  (15)  BJ^  bei  der  Ellipse  —  S&  ond  bei  der 
Hyperbel  —        wenn  das  eine  mal  /f  ansserhalb,  das  andre  mal 

iuuerhalb  der  Curve  genommen  wird.  Es  entsteht  hiebci  das  gleich- 
schenklige Dreieck  JiiI'J\ ,  dessen  Winkel  an  der  Spitze  durch 
die  Tan^'*^nte  rcsp.  Normale  halbirt  wird  (10);  zufülge  dos  Ililfs- 
satzps  iß)  lialbireu  letztere  dann  aber  aiK'h  die  Grundlinie  in 
^f.  Da  nuu  M  uud  0  die  anstosseudeu  Seiten  J^H  und  Jy/^  des 
Dreieckes  HJ^Jg  balbircn,  so  muss 

MO  =  ^HJt  sein: 

(S3).  „Die  Fnsspunkte  der  ans  den  imaginftren  Brennpunkten 
ihre  Tangenten  gefällten  Lote  liegen  bei  der  Ellipse  anf  dem 
^einbescbriebenen  Kreise  und  bei  der  Hyperbel  anf  einem  concen« 
»ytrischen  imaginftren  Kreise  mit  dem  Badius  =  ib^\ 


Wenn  ans  den  Brennpunkten  •/].  Lote  anf  eine  beliebige 
Tangente  gefAllt  werden,  deren  Fusspnnkte  P,,  heissen  mögen, 
so  liegen  dieselben  anf  einem  coucontrlschen  Kreise  mit  dem  Badins 

r  Ä  &  resp.  —  ib 

Triilt  J^Pj  diesen  Kreis  in  dem  sweiten  Seholttpnnkte  Q,  dann  ist 
zufolge  der  symmetrischen  Lage 
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ist  ferner  R  der  Fosspankt  des  vom  Centram  0  anf  P^Q,  geftUten 
Lotes 

0/2  - 

so  ift 

(28).  M^^u  Prodnet  der  aas  den  beidea  imaginftren  Bieno- 
^paukten  eines  Centralkegelschnittes  auf  irgend  eine  Tangente  des- 
wSelben  gefällten  Lote  iet  gleich  dem  Qaadrate  der  Haaptaxe'*. 


Werden  in  dem  Vierecke  JiJ^P^P^  die  sich  in  Jlf  schneidenden 
Diagonalen  JjPtt  •'«P]  durcb  M  eine  (Flg.  3)')  Senkrechte  zur 
Tangente  P,  P,  gezogen ,  welche  dieselbe  in  T  and  BW  in  schneidet, 
so  liegen  die  Punkte  TMJN»  harmonisch,  daher 

MT  —  ACN 

Wird  ferner  J,  und  ./^  mit  T  vorhanden  and  beide  Oerade  bis  zum 
Sdinittpnnkte  ü  mit  J^Pg  veilingert,  so  sind  die  Pnnktreihen 
TMNco  nnd  UPiJ^co  perspectiTisch,  daher 

DP»  -  Pi^, 

Das  die  lety.tcnMi  Punkte  aus  f  projicirende  Strahlonbüschol  ist  so- 
mit auch  harinouisch,  daher  lia!l)irt  TA  den  Winkel  TJ^  der  dorn 
Puuktc  2'  eutsprechuucii-u  i>i  ciihätrableo,  folglich  ist  T  ein  Punkt 
der  Curve  und  TW  eine  Normale: 

(24).  „Die  Geraden,  welche  je  einen  imaginären  Brennpunkt 
„mit  dem  Fusspunkte  der  Normale  vom  andern  Brennpunkt  auf  eine 
„Tangente  verbindet,  schnei<!en  einander  in  der  entsprechenden  Nor- 
,DuUe  des  Centralkegelschuittes  und  halbireu  sie^\ 


Ist  M  ein  beliebiger  Punkt,  AL\d'  |  DE  L, ,  die  Leitlinien 
der  imaginären  Brennpunkte,  welche  von  MAf  iu  //,  //'  geschnitten 
werden,  femer  /£/|8oukr.  a.  Jt  //',  so  sind,i/«/i,  H'Ji  conjogirt  (1) ,  bal- 


1)  Siehe  AniMrl^ttiig  m  Fig.  S. 

to* 
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biren  aU  Normalstrahlen  einer  Involation  daher  den  von  ihren  Dop- 
pelstrftUen  J^Af,  J^M'  eingeschloMenen  Winkel;  infolge  (11)  ist 
dann 

MU     M'  JI 

Man  ist  bei  der  Ellipse 

Jf  V,  —  3f  y,  —  BB'  —J^M 
M'H'^DE  —  HM 

daher 


nnd  wegen 

anch 


MJ^     BB^^J^M  OB 


Bei  der  Hyperbel  ist 

U'H^  DE+BM 

daher 

(25).  „Das  Vcrbältuiss  der  Abstiliide  eines  jodon  Punkte!?  eines 
„(^ntralltcgelscbDittes  von  einem  der  imagin&rea  Brennpunkte  und 

»seiner  Polaren  ist  an?erlnderiich  nnd  zwar  8t|;  bei  der  Ellipse 

),igt  dieses  Ycrhaltniss  kleiner,  bei  der  Hyperbel  grösser  als 
,,die  imaginäre  Einheit'^ 


Die  Gleichung  der  Tangente  am  Ende  einer  Brennpuukts-Ab- 
scisso  ist 

woraus 

also  gleich  dem  Brennstrahl  des  Punktes  (x,  y)i 

(26).  „In  einem  Ccntralkegelschnitto  ist  der  ImaginSro  Brenn' 
nStrahl  eines  j<!den  Punktes  gleich  der  bis  snm  Schnitte  mit  der 
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„Tangente  am  Endpunkt  der  BjrennpuDktsabscisse  vorJängerteu  Ab- 

„sciise  des  Punktea".  • 


Bei  allen  diesen  Sätzeu,  welchen  sich  noch  eiue  grosse  Anzal 
minder  einfacher  anreihen  lassen,  tritt  die  Analogie  mit  jenen  über 
reelle  Brennpunkte  deutlich  za  Tage. 

Der  Schlüssel  am  aus  den  Eigenschaften  reeller  die  ent- 
sprechenden imaginärer  BrenDpankte  so  finden,  ergiebt  sich  tos 
folgender  Betrachtang. 


Jede  Kigenschaft  reeller  Brcnnpanku  ]ri>-st  sich,  wenn  von  der 
Abhflngigkcit  von  CoordiDatcn  gocjebontr  I'unkto  und  Geraden  als 
nicht  in  Betracht  kommend  abgesehen  wird,  ausdrücken  darch 

±«)=0  (y) 

Um  auf  imaginäre  Brennpunkte  überzngehen,  ist  es  nun  nnr 
notwendig»  a  mit  d  sa  vertanscheii,  wenn  dch  diese  Gleiehang  aof 
eine  EIHpse  besieht 

Es  verwandelt  sich  dann 

±e^  ±  y^LTfti  in  ±  ~  ±{e 

d.  h.  die  Abscisscu  der  ima<,'ii]ären  Brennpunkte,  wolcbo  auf  der  in 
die  Abscissenazc  fallenden  kleinen  Axe  liegen. 

Die  correepondirenden  Eigenacbeften  der  Hyperbel  gehen  hier- 
aas  offenbar  dnieh  Tertansehnng  von  b  mit  ib  hervor. 

Es  lässt  sich  demiiacii  aussprechen: 

(27).  ,,Um  von  einem  Satze  über  reelle  auf  den  entsprcchcn- 
„den  der  imaginären  Brennpunkte  Überzugehen,  ist  bei  der 
„Ellipse  a  mit  b  and  bei  der  Hyperbel  a  mit  ib  zu  vertaa- 
echen". 


Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall,  wo  in  der  Gleichung 
(y)  weder  «  noch  b  ezplicit  auftritt  Die  dnrck  dieselbe  anegedrflckte 


1)  Et  lind  bfemnler  ancb  die  Rieb  taugen  von  a  md  b  la  veriteBen, 
daher  konmt  in  (se)  statt  .Ordinate«  »Abediee*  m  etdien. 
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Eigensefaaft  wird  daher  w Örtlich  aach  fQr  imaginftre  BreBopnokte 
OeltnDg  haben.  (Vergl.  die  S&tae  1,  4,  d.  7,  S,  9,  10,  11,  12,  13, 
14,  18,  20b  21,  24,  [2ö]). 


Schliesslich  möge  noch  oin,  keines  Beweises  bedilrfeudor  um- 
kehrbarer Folgesatz  (15)  Platz  fiaden. 

(28).  ,,Bei  Ceutralrotationsflächcu  2.  Ordnung  ist  dieSamme 
,.oder  Differenz  der  Entferoaugen  irgend  eines  ihrer  Punkte  von 
„zwei  fixen,  reellen  oder  imaglnftren  Pnokten  der Rotationiaxe 
„constant  n.  zw.  gleich  der  in  der  Botationsaso  liegenden  Axe 
„der  Fläche,  welche  beim  eioschaligen  Botationshjporboloid  noch 
„mit  der  imagioAren  Einheit  zn  mnltipliciren  itHf*. 
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xvn. 

Zur  fünften  Form  der  Integrabilitätsbedingimgen 
einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung. 

Von 

Ernst  Schultz. 


Bueichiieii  wir  p  —  ^ : 

Pi  •  •  •  »»H  «j»  JP«  •  •  ♦!*») 

Pm  ^  fPv/^i  .    •    .  J'h,  «1  •    •  •  «ni  •    .    •  »  Pm+h  Pm\2i  •    •    •  Pn) 

"=»  9«  («1  .    •    •  9«!  Ol  .    .  .  Ou) 

Ferner 

|)j  —  lpj(afj  .  .  .  Jif»,  «1  •  •  •  t'm,  /  1  I  1  .  .  .  Pn) 
Pi  "  *   •   *        %  *   *   *  ^n*)  i^mfl  •   •   •  l^n) 

Pm      ^nC*!  •  *  •        «I  .  •  •  ««ü  plU+l  .  .  .  Jh») 

Bettehen  die  Gldelrangfln: 

d»,  — g>„  — gJm+l)  =.  d>i  —  0 

(ft— «Nb  J»»f8— Vi»fl)  -       —  0 

äo  büstehea  auch  die  Gleichongea 
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Sekultxi  iHtegrabäUaubdütgiaigin 


Die  Ableitung  dieses  Satzes  ist  iu  der  Theorie  der  partiellen 
Differculialgleichuiigen  erster  Ordnnng  von  Paul  Mansion  nicht  gauz 
corrcct,  uud  bei  deu  schliesslich  crhaltcueu  Kelatioaeu  bat  ciue  Yur- 
WGchseluDg  der  q>  und  ^  stattgefunden.  Es  soll  hier  der  richtige 
Beweis  geliefert  werden. 

£«  ist  Idar,  dass  identisch  sind.  Es  wird  ^»-i  iden- 

tisch fm~u  wenn  wir  in  y»^]  fflr  j»»  setzen.  Wir  erbaiten  also 
die  Identität: 

ifm-l  ^  Vm-xi»!  •  "  .«-11,«].  .     Ow-l,  VNM,  pm-\\  .  .  -  jp») 

Es  kommt  also  hierin  j^,«  uur  insofern  vor,  als  es  iu  Vm  enthalten 
ist.   Differcntiircn  wir  partiell  nach     so  besteht  die  Relation 

Sb         "         8»  '         dy^m  &c 

Diese  besteht  für  alle  x.  Anders  wird  es  jedoch,  wenn  wir  nach 
den  p  diflfcreiitnrcu.  "Wir  erhalten 

Diese  Gleichung  hestebt  für  alle  p  bis  aftf  pm.  Es  enthAlt  ntaiUch 
^M-i«  Pm  oxplicit  DssVm-i,  welches  nach  Substitution  von  r^m  für 
Pm  identisch  ^m-i  wird,  enthalt  p«  nicht  explidt  Es  wint  also 

Hiefttr  können  wir  anch  schreiben 

Öp«,  Ö;)«     *    dyr«»  S{Pmi 

«jpi 


^Pm-1  ^m-l  %»M-1  9pM-l 
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DemeaUprechend  eiigiebt  sich 
Es  ist 

Also  üiliaiteu  wir 

0»«i-l  — ^«-1,  Pm^l  -  ffm^l)  —  (pm~l^Pii»-li  — ^Pin+l) 

+  (H'»— F*H 

oder 

—  (f»»-l  —  »«-l,  iJmf  I  —      f  l)  +  ^1« 

Wollen  wir  jetzt  die  entsprechende  Oleicbung  fUr  if^9  ableiten« 
so  haben  wir  zn  beachten,  dass  ^pm-a  identisch  ^«»-a  wird,  wenn 
wir  in  ^m-s  fflr  pm^m,  und  fftr  j»m~i^«-i  einsetsen.  Wir  erhalten 
also: 

V^M'S     7m-s(«i  .  .  .  ff^  O]  .  .  .  Omh-Si  ym-u  ^«"i  l>«f X  •  •  •  fit) 

Ks  ist  hiobci  za  beachten,  dass  iu  diesem  9Pm-s 

Pm-i  nnd  pm 

explicit  nicht  mehr  vorkommen.  Es  wird  folgende  Eelation  fflr  alle 
X  bestehoD: 

 5;;^  "2b 

Wenn  wir  nun  nach  den  verschiedenen  p  diibrentiiren,  so  erhalten 
wir  fol^dee  Qleh 
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3(pm«>  --»»-i)  ^  8(p»i-a  —  y  w^a)  .  8y».a 

Bpm~l  Bpm  "*  dpm  dp, 

B(pm-2  —  ^  dipm-2  —  <Pm-»)  ,   8(pw>-2  —  <lPm-2) 

8i?i«ifl  ^;)mfl  8}9m-1  8pm 

t  8(piw-g  —  »l-a)  ^V'm 
,  Bpm  dpm 

Folglich  wird 

T  p-i+i— 

3yiii-a  8(pwf I— yw-t-i)    8(/>iii-a— 9)111-2) . .  . 

"  aSnn  — — +  ^  i»M.i-»«+i> 

_  Bfm-^  B(pm+l  —  g>m+l) 

Bieraas  ergiebt  sich: 

(j9m-8—  ^i»^B,  j^i»-a  —  9m-i)  =  (p«»-» — 9«»-«»  iWf l — VM-l) 

,   B(pm   l—(pm-2) . 
+  —  J>^■^-l1  P«»f 8  —  9m^i>  • 

+ Ötpm— 2  ~  V»»— 2)  ,  ,  . 

Fohren  wir  die  ^  und  ^  ein,  bo  erhalten  wir: 
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Da  tpM  identisch  ist,  so  moss  auch  Uieatiach  ^  lein. 
Diese  Identität  besteht  jedodi  nicht  mehr  ftlr 

and  0m^t 

0.  8.  w.   Wir  golangeu  also  zu  folgendem  GleichangssjrBtem: 

Arn  diesen  Gleichongen  ktanen  wir  die  V  als  Functionen  der 
0  danCelIeD,  indem  wir  die  erhaltenen  Werte  Ton  TU^i .  .  . 
in  das  nflehat  niedrige  einsetzen. 

Ferner  bemerke  ich  noch,  dass  die  Determinante  dieses  Systems 
den  Wert  (-1}"-»  hat. 

Ans  diesem  Gleichnngssystem  folgt  nun,  dass  die  W^O  wer- 
den, sobald  die  O  gleich  0  sind,  was  m  zeigen  war. 

Stetün,  Jnli  1884. 
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xvm. 

Zur  Boiir's  Methode  der  Integration  eines  Systems 

siiiuiltaiier  partieller  DifVerentialgleichungen 

erster  Ordnung« 

Von 

Ernst  Schultz. 


Ist  ein  System  von  m  .siinulfaiieu  partiellen  DitViTeutialgleioliungen 
erster  Ordininf?  mit  h  Vartabelu  t/oä^'obeu,  so  sind  nach  der  Mctlioilii 
von  liuur  Uücli  weitere  »  ~  m  Gleichungeu  zu  sucbeu^  sodass  der 
Ansdnick 

da  —  ja,«fe,  +|>t'^«+  •  •  •  Vn'^n 

integrabel  wird. 

Biese  Deo  za  bestimmenden  Gleichungen  lassen  sich  in  einxelncn 
Fallen  dorch  Zerlegung  der  gegebenen  Gleichnngon  in  mehrere  leicht 
finden.  Ein  vortreffliches  Beispiel  ist  das  von  Mansion  in  seiner 
Theorie  der  partiellen  Diiferentialgleichnngen  behandelte  System: 

WO 

P"^  ist 

Es  sind  hier  noch  zwei  Gleichungen  zu  suchen,  um  /'jcix, -j- 
p^dxt'{-psdx^-{-pA^4      einem  vollst&udigoa  Differential  zu  machen. 

Die  beiden  gegebenen  Gleichnngen  lassen  sich  in  folgende  ser- 
legeiis 
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Fi  •'i  7>4  *• 

Die  Grossen  /*!  ood  f$  könncD  Constanten  oder  Functionen  der 
Grössen  2-,  .  .  x^,  pt  .  .     sein,  stcta  wird  sich  aus  dem  System  (2) 

das  Gleichongssystem  (1)  ergeben,  und  die  Lösung  von  (2)  wird 
eine  Lösung  von  (l)  seiu.  Es  Itommt  mm  darauf  an,  und  so 
ZU  bestimmeo,  dass  die  Bediogungtigleiciiuugeu  erfüllt  wefdeu,  um 

integrabel  zu  machea    Bezeichnen  wir 

(8)         H,-x,-/ii»»=rOi  ^t-lit'-/i»«-0; 

äo  äiud  /|  und     m  zu  bestimmen ,  dass  die  Bediaguugägleicliuugen 

(Hi,  ja*)  -  0 

identifleh  befriedigt  werden,  wo 

BlJi  BHk  .  hm  dJfk     hlli  dHk 

(i7^  /Ä)  -»        +  •  •  •  +     ^  -  - 

Fuhren  inr  die  Beofanniig  mm  ,  und  aebOD  wir  dabei  fi  und 
als  Fnnetionen  der  GrOaeen  «i,  r^,  a^,  «4,  pi,     jn^,      so  erhtlten 
wir  folgende  Bedingnogagleicliangen: 

^/ii  /«)  oder  (/,,  /",)  ist  analog  dem  Ausdruck  (//,,  Hh)  gebildet.  Da- 
mit die  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  identisch  verschwinden, 
mnss  »mächst 
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1-/1/",  =  0 

sein,  fd  h. /i  nnd/i  mttsaeii  reeiprok  sein.  AlsdAnn  veraehwinden 
aoeh  die  Audrflcke  (/„  ^,),  mögen  A  und  /,  Constanten  oder  Fbuc- 
tionen  von  »j,  »4,     .  .     sein.  Um  das  letzte  za  beweisen, 

setzen  wir 

alsdann  ist  ^ 

und 

5?  " 


Beroentsprechend  erhalten  wir  fftr 
d,  o. 

(/t./i)  -  0 

wenn  /j  und  reciprok  zn  einander  sind,  und  beliebige  Ponetionon 
der  Yariabeln  y,  .  .  a-^,  p,^,  sind.  Alsdann  erhalten  wir  znr  Be- 
stimmang  von  fi  nnd/t  folgende  Oleicbnngen: 

Man  konnte  gtanben,  anf  ein  schwierigeres  Problem  gekommen 
zn  sein,  da  eine  Fnnction  gssnoht  werden  soll,  die  4  Oleicbnngen 
zQ  befriedigen  bat  Es  ist  jedoch  /,  =s  const.  eine  der  gesnchteu 
Functionen,  was  sich  ohne  weiteres  erkennen  lAsst 

Setzen  wir 

fi  «  a,   80  ist  /»     -  * 
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Substituiren  wir  diese  Werlo  in  dem  Gleicbnngssystem  (3)  fflr  fi 
nnd  /g,  10  Iii 

»I  — «A5  IH  — *t^^'    A  — ^ 
Hieraos  ergeben  sich  fOr  pt^PttPafP*  folgende  Worte: 

Pi  =  «*4»  A     «  J       "  a  »  "* 
Demnach  wird 

oder 

dz  =  a</(a:,a:4)  +  -rf(x,aJi) 
mithin  erhalten  wir  dorch  Integration 

Dies  ist  die  ^ne  der  von  llanaion  angegebenen  LAsmigen. 

Die  Gleichungen  (4)  werden  anch  identisch  befriedigt,  weuu  man 

Botst;  alsdann  moas 


seio.  Kaeh  Snbstitntloii  dieser  Ansdrflclce  ÜBr  /,  ond  geben  die 
Gloicbmigea  (8)  Aber  in; 

I>1  -  ««id»!  ^  -  P4*i)  =  0 

»i-~r-'^  -,-0 

a(l>,a-8~|?4*4) 

Ans  diesen  Gleichungen  haben  wir  p„  p^,  p^,  als  Functionen 
Ton  «I,  «'s,  0*5,  darsnstellen.  Ans  der  dritten  Gleichnog  ergiebt 
sieh 

«»i(ft%-P4«4)— P4 

also 

mithin  ist 
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Mit  SabstitutioQ  dieses  Wertes  voa]  geht  die  erste  GlcichuDg 
über  in 

Mithin  erhalten  wir  fttr  p«: 

_  l/fl^(l+ggi<i5 

wobei  wir  das  doppelte  Zeichen  mit  V  vorbinden.  Für  er- 
halten wir 

«Ja  ^4^3 

und  für  |i| 

Wir  erhalten  alao  fttr  dk: 

SatMO  wir  am  dea  ftr  jij  «Aaltema  Wert  eU,  m  erkaltt»  wir 

Hieraoa  eigiebt  eich: 
folglich  wird 

WeQD  wir  jetzt  integriren,  so  erhalten  wir 


Dfos  ist  eine  neue  Lösung  des  Gleichnngssysteros  (1),  welche  Ton 
Maasion  nicht  angegeben  wird. 
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Ausser  dem  unter  (2)  angegebenen  System  können  die  gegebenen 
GleicimiigeD  (l)  aacb  In  folgendes  System  zerlegt  werden: 

^  =  ^*  mid  ^-^^ 
H     H  «s 

oder,  weoii  wir  die  Ftenctioneii  und  ft  einfuhren,  so  erbnlten  wir 
das  System: 

(6)        ^-/,;  ^•-./,:  ^'^f^  * 

Setaien  wir  jetst 

fli  —     — r  j  A ;        —     —  «4/1 ;    ^'s  —  arj  —    /"s ;        =  — 

Jetzt  sind  die  Functionen  /|  und  so  za  bestimmen ,  dass  die  Be< 
dingangsgleicbnogen 

identisch  erfüllt  werden.  Fabren  wir  die  Kechnang  ans,  so  erhalten 
wir: 


(6) 


»V  ,  ^Z"*     ^  9/"f    ^.ö/i  a/s 

+A«f»(/t»  /t)  0 

Dtmit  diese  Qlddmngeii  erfilttt  werden,  mnss  saniehst  a^n, 
ftiner  kftnaen  wir  /i  —  /t  gleich  einer  Constanten  setzen.  Es  sei 

/i  —     =  « 

iUsdaan  erhalten  wir  fi&r  die  Grössen  p  folgende  Werte: 

JH  -  ;f ;  Ä  -  ä  Ä  "       J»«  -  «*» 

Arck.  4.  M«th.  b.  Pk/i.  S.  Ji«ih«.  TL  XUI.  81 
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«Ar  ->  p  '/J^i  +  +  a  at^^ir,  -f-  a  dx^ 

and  durch  lutogratioa  crhaitcu  wir 

Dies  ist  die  zweite  LOsung,  welche  Mausion  aDgiebt. 

Diese  Methode  Iftast  erkennen,  dass  diese  LOsnogon  Gruppen 
von  GleicbnngssystomeQ  angehören.  Nehmen  wir  nftmlich  den  Fall, 
dass  /*,  und    reciprok  sind,  so  gelangen  wir  sn  dem  Gloichnngssjstem: 

«Ii  ^P*  ^  •^;«  _ 
Hierans  können  wir  also  folgende  Gieichnngssystcme  bilden 

1)    ar,fl-4  « />,!>:,    uud    ari  -i".,  PsP* 

(A)  2)    xja-,  und  H'i^PiPf 

Das  erßto  System  ist  das  gcgehene,  voa  welchem  wir  ausgiugca. 
Löfiuugt'u  vüu  dieser  Gruppe  öiud: 

»+4.- ««st«4-l--^*    und  s-|-A-2j/~]^'^(l-i.«r4r4 

Nehmen  wir  den  Fall,  wo  /i  sein  muss,  nm  die  Bediqgangs- 
gleickwigen  n  erfliUen,  so  erhalten  wir  das  System 

—  = 

;>i      ar*  "  f»2  ^^a 

Hieraas  ergeben  sich  folgende  Gieichnngssysteme: 

1)  flr,x4  —  PiPi   und  «,«3—7)^7)4 

(B)  2)    afsp,  —  rjpj    und  r4P4 
3)    n  ar,  =  p,  j)4    uud    ar,  «4  =  /^p. 

Das  erste  Qleichangssystem  dieser  Gruppe  ist  das  gegebene 
Gleichungssystem.  Diese  Gruppe  hat  die  Losung; 
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Da  die  beiden  Orappen  (A)  and  (B)  in  den  ersten  OleicBnngt- 
^yatemen  flbereinttimaien,  so  wird  eine  LOsang  der  Gmppe  (A) 
andi  eine  LAsnng  des  ersten  Gleicbnogssjstems  der  Gruppe  (B) 
sein,  jededi  wird  sio  keioc  Lösung  des  zweiten  und  dritte»  Olei- 
cbnogsqrstenis  von  (B)  sein.  Und  ebenso  umgekebrl  wird  eine  Lösang 
der  Groppe  (B)  eine  Lösung  des  ersten  Glcichungs<;ystemes  von  (A) 
8ciu,  jedoch  keine  Lösung  des  zweiten  nnd  dritten  Gleichungssystoms 
von  fA).  Von  (1  r  Hichtigkoit  kanu  man  sich  durch  die  Ausfuhruog 
der  KecUnuug  überzeugen. 

.  Stettin,  September  1894. 
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Mm  eilen. 


XIX. 

Miacellen« 


1. 

Bemerkungen  zu  den  uus  einer  Curve  abgeleiteten  Curveu. 

Anscliliesseud  au  den  in  dieser  Zeitschrift  orsckienenon  Aufsatz : 
,Urbcr  eine  allgemeine  Eigeuscbaft  der  Curve  der  reeiproken  Ordi- 
nate'' sei  folgeudes  bemerkt. 

Wenn  man  statt  dor  Corvenordinate  deren  Quadrat  aaftrttgt,  so 
ist  für  dieselbe  Absdsse  die  Snbtangente  der  neuen  Cnrve  gleich 
der  halben  SubCangente  der  nrspranglieben  Curve. 

Der  Beweis  ergibt  sich  leicht  mittelst  der  Difforentialrei^hnong, 
kann  aber  auch  ohne  dieselbe  darch  eine  geometrische  Betrachtung 
erbracht  werden. 

Ist  y  s  /(«)  die  Gloichung  der  Urcorve,  so  ist 

f  -  [mr 

jene  der  abgcieiteteu  Curve.  Daun  ist  bekanaUich  die  Sobtangeute 
der  Urcurve  gleich 

FUr  die  abgeleitete  Curvo  ist 
daber  ihre  Snbtangente 

~  2/  («) 
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wodnreli  nach  Yergleichaiig  mit  der  Snbtaogento  der  Urcurve  die 
BehanpUinf,  doreh  dio  Differentialrecbnniif  erwiesen,  folgt. 

Soll  der  Beweis  diicrh  eine  geometrischo  Hctmchtung  geliefert 
werdeo,  so  muss  zuerst  die  abgeleitete  Curve  einer  (ieradeu  bekannt 
sein. 

Gebt  die  Gerade  darcb  den  GoordinatenorBiining,  ao  laatet  Ibre 
Oleiebaog 

ff  —  a*«* 

woraus  folgt,  düss  diese  eine  Parabel  ist,  deieu  Scheitel  der  Coor- 
dinatenursprang  und  deren  Achse  der  positive  Teil  der  Ordinatou- 
aebse  tat 

lat  P  ein  Pnnkt  der  Urcorve,  P'  der  ana  ibm  abgeleitete,  so 
findet  man  dio  Tangente  T  in  P,  wenn  man  P  mit  d^  onendlieb 
nahen  Punkt  Q  der  Urcurve  vorbiudet.  Q  hat  znm  abgeleiteten 
Punkt  Q.\  und  die  VcrbiuduDgslioie  P'  Q'  ist  dann  anch  Tangente 
an  dio  abgelei;ete  Curve.  Wenn  man  aber  zu  allen  Puukteu  der 
Taugeuto  y  die  abgeleiteten  Tunkte  bestiinmt,  so  erfüllen  diese  nach 
frtlhcrem  die  durch  P'  und  W  hmdurchgeiit.  Parabel  und  abpch  itetu 
Curve  haben  denniacb  iu  I"  die  nämliche  Tangeute  7".  Si  hneidet 
T  die  Abscisseiiacliu  in  so  ist  M  der  Scheitel  der  l'aiubel  und 
dio  iu  M  auf  der  Abscisseuachsc  iu  positiver  Kichtuug  errichtete 
Senkrechte  die  Achse  derselben'*;.  Ist  N  der  Fusspuukt  der  von  P» 
anf  die  Panbelacbse  gefällten  Senicrecbten,  and  maebt  man  in  ne* 
gatif  er  Richtnng 

MO^NM 

80  ist  yo  bekanntlich  die  Subtaugente  der  Parabel  und  daher  OP' 
die  Tangente  der  abgeleit^iten  Cnrve.  Diese  Tangente  aebneidet  die 
AbfdBBenacbae  in  B,  nnd  ist  8  der  Fnaspanltt  der  Ordinate  Yon  P, 
so  ist  an  xeigen,  dasa 

ist,  waa  unmittelbar  aus  der  Coogruenz  der  Dreiecke  MOM  nnd  BSP' 
folgt. 

Wird  die  Worael  ans  der  Ordinate  statt  dieser  auftragen»  so 
ist  Ar  dieselbe  Absoiste  die  Snbtangente  der  abgelöteten  Cnnre 
doppelt  so  grosa  als  die  Snbtangente  der  Üroirve. 


*)  Eine  Figur  wurde  hier  oicbt  angebraeht,  da  d«r  gMwigle  Lasar  sieh 
dissalbe  leicht  adibit  entwerüeii  od«r  YonteUen  kann. 
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Beweis  mittelst  der  DiffereotialrechOBug.  ist 
dlo  Gtoichimg  der  ürennre,  to  lit 

jene  der  abgeleiteten  Corve.  Die  Sabtangente  der  letzteren  ist,  da 
gleiGh 

wAbrond  jene  der  Urcnrve  nur 
botrflgt 

Beweis  dnreii  eine  geometrische  Betraebtong.  Ist 

die  Gleicbong  einer  Geraden  gegeben,  so  ist 

y  mm  y^ax  oder  ox 

die  Gioiühung  der  ans  ihr  abgeleitetaiv  Carve.  Also  diese  eiue  Pa- 
rabel, dercu  Scheitel  der  Coordiaatüuarspruug  uud  dereu  Acbsü  die 
posiiiTe  Abscisseoacbse  ist 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Urcorre,  T  die  Tangonto  in  denselben, 
M  ihr  Schnittpankt  mit  der  Abseissenaxe.  Der  ans  F  abgeleitete 

pQukt  sei  P\  Q  der  unendlich  nahe  Pankt  der  UreurTe  zo  P,  der 
auch  iu  T  liegen  muss.   Ist  Q'  der  ans  Q  abgeleitete  Puukt,  dann 
ist  die  Verbinduugslinie  P'Q'  die  Tangente  T'  in  P'.   Sie  schneide 
die  Abcissenacbae  in      Ist  <8  der  Fosspnnkt  der  Ordinate  von 
so  ist 

RM'^  MS 

weil  T'  aadi  sogleieli  Tangente  der  ans  T  abgetefteten  Parabel  ist 

Wilhelm  fiult 
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9. 

Die  FundamentalanfUiBiiBges  dar  PeU'seben  Gl^drang 

laasen  sidi  zum  grossen  Teil  in  Gaswn  einfeilen,  iniierlialb  deren 
die  Determiiuuiten  sowol  «ie  die  AnflOiangon  7,  U  aritbinetiselie 
Beihen  tilldoiL  Die  ante  Cleeae  sei  die  folgende: 


D. 

T. 

CT. 

3 

3 

3 

6 

5 

2 

12 

7 

2 

IJÜ 

9 

2 

SO 

11 

9 

43 

IS 

2 

n. 

1.  w. 

Die  Determinauten  bilden  hier  eine  aritkmctiscbe  Boihe  zweiter 
Orduuug,  für  welche  die  Foiiiiel 

»«+30+2  («  -  0»  1,  3» .  .  .  ) 

gilt.  Die  AuflösuDgcn  T  sind  die  ungeraden  Zahlen  von  3  an  und 
die  Aafiösaogcu  U  sind  lanter  % 

Eine  andere  Classe  ist  dieses 


D. 

r. 

3 

2 

8 

3 

15 

4 

24 

5 

35 

6 

48 

7 

n*  f  •  w* 

Die  DeCern^HUitra  Wden  eine  arifhmfltiscbe  Beihe  sweiter 
Ordsnng,  weldier  die  Formel 

«»+4«+3  (*-0,  1,  2, .  .  .) 

n  Onmde  liegt  Die  AnflOsnngen  7  sind  die  Zahlen  der  natdilichen 
Zahlenreibe  von  3  an  nod  die  AnflOsnngen  V  sind  lanter  1. 
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Eine  dritte  ClaBse  ist  diese: 


D, 

r. 

H 

5 

9 

4 

10 

19 

6 

17 

33 

8 

26 

61 

10 

37 

73 

12 

50 

d9 

14 

U*    8.  W. 

IHe  Dctcrmiiiantcu  bilden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter 
Ordnong  mit  der  Formel 

««+4X-I-5  (x«-0,  1,  2, .  .  .) 

Die  Auflösungen  r  bilden  eine  arithmetische  Eeihe  zweiter  Orduaog 
mit  der  Forniol 

•  2»M'äe+d  («  ~  0,  J,  2, .  .  .  ) 
und  die  AaflOsangen  V  sind  die  geraden  Zahlen  von  4  an. 

Die  vierte  Classe  ist  die  folgende: 


7 

8 

3 

14 

15 

4 

23 

24 

5 

34 

35 

6 

47 

48 

7 

62 

63 

8 

u.   s.  w. 

Die  Dctcrmsuautcu  bilden  eine  arithmetische  Reihe  swoiter 
Ordüuog  mit  der  Formol 

at+te-|.7  (»«Oi  1,  2,.  .  .) 

Die  Autiüsuugen  T  bilden  eine  ftritbmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

8  («  -  0,  l,  2, .  .  .  ) 

und  die  Auflösungen  V  sind  die  Zahlen  der  uaturiiclicii  Zaiilcureihe 

von  3  an. 
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Die  fünfte  Classe  ist  diese: 


T, 

ü. 

11 

10 

8 

lö 

17 

4 

27 

26 

5 

38 

37 

6 

51 

50 

7 

66 

65 

8 

lt. 

0.  W. 

Detcrminautcu  bilden  eine  arithmetiscbe  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

IKe  Anflöeuugou  T  bilden  oiue  antbmetischo  Edho  xwdter  Ordnnng 
mit  der  Formel 

a!*+6«-|-10  («  5=  0,  1,  2,  .  .  . ) 

Qod  die  Anflösaagon  1/  sind  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe 
von  3  au. 

Für  die  übrigen  Determinanten  und  AnflOsongon  der  PeU'tcben 
Gleichung  icbeint  die  Aufeteiinng  soldier  Beiben  ecbwieriger  zu  s^n. 

Es  daif  noch  besonders  darauf  aufiiierksani  g(  ciacbt  wcrdcu, 
dass  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  immer  eiuc  Zerlegung  von 
der  Form 

anlassen,  wo  D  eine  Zahl  von  der  Form 

1,  2,.  .  .) 

ist  Ferner  sei  nocli  bemerkt,  dass  bei  den  Determinanten  der  Classe 
1  die  erste  DifTerenzreibe  eine  Reibe  von  auf  elnanderfolgenden  ge- 
raden Zahlen  bildet,  und  dasB  bei  denjenigen  Determinanten  oder 
AttllflsQogen  der  Clasaen  2,  3,  4  und  5,  wclcbe  arithmeCiiehe  Beiben 
zweiter  Ordnung  Bind,  die  erste  Dilferenzreibo  immer  aoa  einer  Beihe 
von  auf  elnanderfolgenden  angeraden  Zahlen  besteht, 

Oldenborg  i.  Gr. 

G.  Speekmann. 


Digitized  by  Google 


MuctUen. 


8. 

Ueber  die  AaflSsaBg  der  Peiraehem  Crleicbiuig. 

Ist  a  eine  beliebige  Zabi,  so  sind  die  Zablea 

(a«+l}»  — 1  -  a<-|-2a«   und   (a«  — -  o*  — 2a» 

wiep  leicht  enichüich,  dnrch  teilbar  nod  der  Quotient  ist  ^ 
a*:t'^-  ~  Setzt  man  nun  nm  den  Quotienten  a*± 2  als  Determinante 
in  eine  PeU'sche  Gleichung 

yi— 2}17«=:  1 

ein,  so  kann  man  für  die  LöBung  T  die  Zahl  a*±l  und  für  die 
Lösung  ü  dio  Zahl  a'  aauchmeo,  denn 

1)  (a«i:l)»— (a«±2)a»  —  1 

Kinc  grosse  Anzahl  von  Lösungen  der  Peirschcn  Gleichung  Ijisst 
sich  ia  dieser  Weise  bestimmen.  Erweitert  wird  die  Gleichung  1) 
sodauu  dadurch,  dass  man  an  a*  den  beliebigen  Multiplicator  n  an- 
fügt Es  erhalt  die  Gldchnng  dadurch  die  Form 

%)       («««±1)«— (••a»±2»)a«-  1 

(a»l.  2,  3, .  .  .00;  n  — 1,  2,  3, .  .  .  oo) 

Die  Foudamentalanflösungcn  der  PcU*8cbon  Gleichung  lassen 
sich  nach  in  Classeu  eiuteileu,  iunerhalb  deren  die  Detenninautcn 
sowol  wie  auch  die  Autlösuugen  Tuud  U arithmetische  Beiben  bilden. 
Es  mögen  einige  dieser  Classon  hier  folgen. 


Ciasso  1. 

D. 

u. 

8 

8 

2 

6 

6 

2 

12 

7 

2 

20 

9 

2 

u.  s.  w. 

Die  Ddterrataanten  Ulden  eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

f*-i-3«-i-2  («-0,  1,  2,.  .  .) 

Die  Auflösungen  T  sind  die  ungeraden  ZaUen  von  3  an  and  die 
Auflösungen  U  sind  lauter  2. 
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2.  Classe. 


D. 

3 

3 

1 

8 

3 

1 

15 

4 

1 

24 

5 

Q.    8.  W* 

1 

Dio  Deteriniiiauteu  bilden  eine  aritkmotische  Beibe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formel 

jri+4x+3  (ap-0,  1,  2,,  .  .) 

Die  Aiifl<toiiog6fi  T  tind  die  Zalüen  der  nai  Zahlenreihe  tob  2  an 
ood  die  AoflOsangen  ü  sind  lauter  1. 


3.  Classe. 

D. 

T. 

U, 

5 

9 

4 

10 

19 

6 

17 

88 

8 

26 

51 

10 

u.  s.  w. 

Determinanten  bilden  eine  arithmetische  Beihe  zweiter  Ord- 
nang  mit  der  Forinul 

,•4-4x4.6  («  =  0,  1,  3,.  .  ,) 

Die  AuflösuQgcn  T  bilden  oiuo  aritUmetische  Bcibe  zweiter  Ordnung 
mit  der  Formel 

Qud  die  Aaflösongen  U  sind  die  geraden  Zahlen  von  4  an. 


4.  CUsBO. 


z>. 

21 

7 

8 

8 

14 

15 

4 

V3 

24 

5 

34 

85 

6 

0.    B.  W, 


Die  DeteruiiiaDten  hilden  eine  arithmetlaeho  Reihe  mlter  Ord« 
niiBg  mit  der  Formel 
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asi_^,^j;_|_7  (r  —  O,  1,  2, .  .  .  ) 

Die  Aufiösungou  T  bilden  obenfalls  eine  arithmetische  Beihe  zweiter 
Ordiiuug  mit  der  Formel 

«•4.60+8  («  -  0,  1,  8, .  .  .  ) 

und  die  Auüusaugcu  U  sind  die  Zahlen  der  nat  Zahlenreihe  von  3  an. 

5.  GUftso. 


11 

10 

3 

18 

17 

4 

27 

86 

6 

38 

37 

6 

Die  Dctermioanlen  bilden  eine  aritbmef iscbe  Reihe  zveitiT  Ord- 
itQDg  mit  der  Formel 

x*-{-Qx-^n  (»«ü,  1,  2, .  .  .) 

Die  AuflO«ungon  T  bilden  eine  arithmetiacho  Reihe  zweiter  Ordiinng 
mit  der  Formel 

s»-f.6'+10  («  —  0,  1,  3, .  .  . ) 
und  die  Aoflösungen  ü  sind  die  Zahlen  der  nat  Zahlenreihe  von  3  an. 


6.  Classe. 

D. 

r. 

ü. 

12 

7 

2 

32 

17 

3 

60 

31 

4 

96 

49 

5 

Die  Determinanten  bilden  eine  arithmetiidie  Reihe  zweiter  Ord- 
nung mit  der  Formol 

4«»4-19«-i-il  (-C  -  0,  1,  2, .  .  .  ) 

und  die  Auflösungen  U  sind  die  Zahlen  der  uat  Zahlenreihe  von  2  au. 

Die  angegebenen  LOrangsformeln 

1)  (a*i:l)«  — (a«±2)a«  -  1 

nnd 
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2)  (»a^±l)*— («"•»±aii)a»  -  1 

n  —  1,  2,  3,  .  .  .  «. 
a  =  1,  2,  3,   .   •  .  00 

kOimen  dahin  erweilart  werden,  d«n  eie  allgeneln  ftr  die  IiOinng 
^er  Gldehnog 

«isnwenden  sind.  Die  betreffenden  LOrangeformen  crluJten  dann 
den  Andmck 

3)  (a»±m)« -  {a*  ±  2m) a«  =  m» 

and 

0)  II  S  ly  3y        .    •    •  OC^ 

IMe  FandanentaltnflOsnDgen  der  sUgemeinen  Gleiehnng 

Mniies  filr  ein  M  >>  1  sncJi  in  GlasBen  dsgeteilt  werden,  innerltslb 
deren  die  Determinanten  sowel  wie  anch  die  AnflOsangen  U 
arithmetiedie  Reihen  bilden. 

Oldenburg  i.  Gr. 

G.  Speckmana. 


4. 

Ueher  die  Zerlegung  der  Zshieu  von  der  Form  4»-f-l 

in  zwei  <{aftdrate. 

Erhebt  man  eine  Beihe  a  Ton  ant  einanderfolgenden  geraden 
Zahlen  sar  2,  Polens  und  addirt  za  jeder  dieser  Potenszablen  das 
Quadrat  b  einer  ungeradon  Zahl,  so  eatoteht  eine  arithmetische  fieihe 
»  von  Zahlen  von  der  Form  4n-|-i. 

Beispiele: 

1)  a  —  4,    16«   36,   64,    ICO,    144,    196,  .  .  . 

6-1,     1,     1,    1,      1,      1,      X,.  .  . 

«83  5,  J7,  37,  66,  JOl,  445,  197,.  .  . 

Die  Reihe  ist  ciuü  ariliiiueÜBche  Reihe  zweiter  Ordnung,  welcher 
die  Formel 

4<t«+ar+5  («  —  0^  1,  2, .  .  .  } 

sa  Grande  liegt 
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2)  a  —  4,   16,   36,    64,   100,    144,   196,  .  .  . 

Ä  '■^^  0^     9^  9^      9^      9^      0^  •  «  • 

#,5=  13,  26,  46,   73,  109,   163,  20b, , 

Die  Bdihe  ist  eine  arithmetisclie  Reihe  sweiter  Ordnnog  mit  der 
Forint 

4s>+^+13  («»0,  1,  2,.  .  .) 

Allgemein  lautet  die  Fomel  tlkt  die  Verbindaugen  der  gendeii 
Zahlen  mit  der  zweiten  Potenz  einer  ungeraden  Zahl  «: 

4«»-t-8«-|-(»«-f-4)  («  «  0,  1,  2, .  ,  . ;  »  -  1,  3,  6,  7, .  .  .  ) 

Man  Itann  die  Reiben  «h  auch  in  leichter  Weise  dadurch  bilden, 
dtBS  man  zu  den  Zahlen  einer  jeweiligen  Reibe  die  zwischen  der 
zu  dieser  Reihe  gehörigen  angeradcu  Quadratzahl  und  der  näclist- 
folgonden  ungeraden  Qnadratzahl  bestehende  Differenz  lunzn  zAhlL 
£s  ist  z.  B. 

«I  —  5,  17,  37,  65,  101,  145,  197, .  .  . 
«,  —  13,  26,  45,  73,  109,  153,  205, . 
«1  =  29,  41,  61,  89,  125,  169,  221,.  .  . 

U.    8.  W. 

Die  Differenz  zwischen  den  Zalilcu  der  Reihen  «i  und 

=  9_1  ^  8 

Die  Differenz  zwischen  den  Zahlen  der  Reihen     und  ist 

-  25  -  9  o=  16 

Allgemein  ist  die  DifFercnz  zwischen  den  Zahlen  der  Reihen     ,  #2» 
.  .  .  3„  gleich  8^  (3-  =  1,  2,  3,  .  .  .  )  uud  es  gilt  für  dio  Bildung 
der  Verticaireihen  des  Systomcs  der  Reihen  «n  die  Formel 

9»+n  («  —  0,  1,  2, .  .  . ;  «  =  5,  17,  37, .  .  .  ) 

Für  mässig  grosse  Zahlen  könnte  man  leicht  eine  Tafel  der 
Reihen  anfertigen  ui)  i  daraus  die  zu  einer  Zahl  4«-l~l  deraeibeu 
gehörigen  C^uadrale  bequem  entnehmeu. 

G.  Speckmann. 


5. 

Ueher  die  Reihe nsysteme,  deren  Modul  ein  Vielfaches  von  0  ist« 

In  meinen  „Beiträgen  znr  Zahlenlebre"  ^)  habe  ich  Pag.  40  den 
folgenden  Satz  aulgestellt  und  begr&ndet: 

1)  Verlag  von  Baeb«n  4  Faitlog  tu  Oldenbiirg  i.  Gr. 
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„Ist  eine  Zahl  Z  toh  der  Form  «»71  gegeben  und  iMt 
„ein  Priinfactor  p  derselben  ebenfalls  die  Form  «»Tl, 

„80  ist  ^  cri=_  durch  p  teilbar." 

Pa  nan  jede  Primzahl  3  die  Form  6n  +  1  oder  Gm  + »  hat, 
so  kann  bei  deiijenigen  Zahleo,  die  aus  Factoicn  von  der  Form 
6n^l  zusammcDgesetzt  sind,  für  deu  auzuweudoiiden  Modul  x  immer 
ein  Vielfaches  der  Zahl  6  gesetzt  werden.  Ks  dürfte  deshalb  eine 
Aufstellung  der  primitiven  Zahlformcn  tUr  diejenigen  Keihensysteme, 
deren  Modnl  von  der  Frm  6»  ist,  niebt  obno  Nntzeu  sein.  —  Es 
ist  nun  gleich  ersichtlich,  dass  in  einem  Beibeusystem  mit  dem  Modnl 
6fi  nnr  diiijenigen  Anfangsglieder,  die  eine  Primzabl  oder  ein  nnge- 
lades  Yieifiaches  einer  Primzahl  darstellen,  nebst  der  Zahl  1,  relativ 
prim  znm  Modnl  sein  bOnaen.  Es  ist  deshalb  leicht,  die  betreffenden 
Zahlformen  zn  finden.  —  Praktisch  wendet  man  dazu  die  folgende 
Begel  an:  Man  dividire  snnflchst  den  Modal  6»  dorcb  2  nnd  stelle 

fest,  welche  Zahlen  von  der  Form  6?»  4- 1  unter  \,  liegen.  Von  diesen 

Zahlen  kann  mau  dauu  diejeriigen  stroicheu,  die  mit  Gn  den  gleichen 
Teiler  haben.  Setzt  man  die  übrig  gebliebeneu  Zahlen  nebst  der  1 
in  die  Formel  ßxnj^r  nach  einander  für  r  eiu,  so  erhält  mau  für 
das  betr.  System  die  sämtlichen  Formen,  in  denen  Aniaogsgiied  nnd 
Differenz  zu  einander  relativ  prim  sind. 

Für  die  Moduln  6,  12,  18,  24,  30  mögen  die  betreffendeii  Formen 
hier  folgen. 


Modul: 

Zahlformen : 

6 

6»±1 

13 

12a±l 

12n±5 

18 

tBn±l 

lSii±6 

18»»±7 

24 

24«  i:  1 

24n±  6 

21«±  7 

24niH 
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Modul:  Zahlformen: 

au  aon±  i 

30n±  7 
80n±U 
dOn+13 

0.  Speckmann. 


6. 

LSsuiig  der  toa  Loyd  in  der  liondoner  ,,Tit  Bits^^  ^sUUten 

Preisaaffübe. 

„Die  Zahlen  4  6  6  7  8  9  0  aoUen  zu  einer  axithmeÜBchen  Reihe 
geordnet  werden,  die  zusammen  gezählt  sich  so  weit  als  möglich  der 
Zahl  82  näherQ  nuus."  (Nach  „Illtistr.  Welt'',  12.  Heft,  42.  Jahr- 
gang, 1894.) 

Anflösang: 

Man  schreibe  tiic  Ziti'crn  4«  5^  6y  7^  8<  9c  %  >Q  folgeuden 
lieiho  nach  den  indiccä  a  ^  y  n.  s.  w. 

6y  .  t^+^ß  .  *  9;  .  0,  IS  82+0 

Lackenwalde. 

Benz,  Lehrer. 
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XX. 

Ueber  den  Flächen-  und  Bauminbalt  der  durch 
i^ewegung  von  Curven  und  Flächen  erzeugten 
Flächen-  und  Baumgrössen. 

(Fortsetzoog.) 
Von 

Chr.  Hehls, 

WaiMriHMdiraclor  in  Hamborg. 


§  5.    I'arüilelverschiebuug  einer  begrouztcii  Fläche. 

Die  bewegte  Fläche  sei  Fund  das  von  ihr  beschriobenc  Volumon 
V]  CS  ist  also  ^/T  ein  Yolamonelement ,  welches  unendlich  klein  ist 
in  der  dritten  Ordnung,  während  die  Flächen-  und  Volumeuelcmente 
r/*F,  ^i*rund  dF,  dV  unondlich  klein  sind  bzhw.  in  der  zweiten 
und  in  der  ersten  Onliiuug.  An  dem  Punkte  P|  der  Fläche 
desaen  Cuordiuaten  und  3^  sind,  liege  das  Fiächeuelement 

d^Fy  welches  leUlere  als  eine  nach  zwe*i  Richtungen  hin  «fteiidlicii 
Ueine  ebene  Flftcbe  in  betrachten  ist;  Ut  ein  Teil  der  FlAche  F 
TOD  endlicher  GrOue  eben,  so  kann  man  nach  Seite  242—244  statt 
d>F  gleich  diese  ganxe  endliche  Flftche  in  die  Bechnnng  einltthren, 
wenn  man  nnter  Pi(«i,  yi,  %)  den  Schwerpunkt  derselben  Tersteht 

Die  Fläche  verschiebe  sich  nach  der  Richluug  einer  Geraden 
AA^f  welche  mit  den  Achsen  die  Winkel  a,  ß,  y  bildet.  Das  Maass 
der  Yerschiebong  soll  mit  o  beseichnet  werden;  dasselbe  kann  nn> 
endlich  klein  oder  anch  von  endlicher  GrOsse  sein. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  d*F  liegt,  sei  folgende 
(TexgL  Seite  23d  u.  S.); 

Ana.  S.  Ibüu  «.  Vkf»,  S.  BrilM,  T.  UU  SS 
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1)  eoaA  •fl>|-ooftfft.y+^^*'^P^^ 

Dieser  Gieichuüg  milBsen  die  Coordinateu  des  Punktes  P^,  d.  i.  a;|, 
2^1,  <4  genOgen,  also  ist 

2)  eo8Jl*«tH~^>f^  *Xi+<sosv  .«1— paO  (Pi. 

Durch  die  nnendUdi  Udoe  Yencbiebiiog  indg»  der  Punkt  P|  in 
die  Lage     mit  den  Coordinnten  m^Uw*H  Icommen;  dann  iat 

1«^«  «1^0.  cos«  .  . 
yt-yi [  (Pf 

Bezeichnet  maa  wieder,  wie  auf  Seite  243,  den  Abstand  deaPonlLteB 
Pt  Ton  der  Ebene  dee  Elements  d^J*  mit  tU^y  so  ist 

setzt  man  hierin  die  Werte  aas  den  Gieichungen  8)  ein  und  sttb- 
trabirt  dann  die  Gleichung  2),  so  bleibt: 

6)  «dj     (ooiff .  eoil-j-GOB^ .  ooB|»-{~<ioay .  Goav)tf 

In  dieser  Gleichung  ist  der  eiugcklammcrte  Factor  aut  der 
rechten  Seite  der  cosinus  des  Winkels,  den  die  jEUchtung  von  9  mit 
der  Kormalen  der  Ebene  1)  bildet  Beieiehnet  man  denaelbeii  mit 
0,  ao  ist 

0)  «2»!  »  eoB  »  .  9 

MnltipUcirt  man  d$i^  mit  d*^,  so  erb&lt  man  <l*r,  n&mlicb: 

7)  d'Fs  cos  tt .    .  d*F 

latogrirt  mau  erst  nach  0,  so  .erhält  man  für  eine  endliche 
Lftnge  Ol 

8)  —  cos«  .  9  . 

Integrirt  man  nan  zwei  Mal  ia  Bezug  auf  d'^F  uud  bezieht  die 
Integrale  auf  die  ganze  Flftche  so  kann  man  cos  cd  yor  die  Inte* 
gralzeicfaen  setsen,  wenn  F  eben  ist»  also  fi  und  r  eonatant  aind, 
nnd  eriilit  demnach  ftr  eine  ebene  Flftche  F  nnd  für  einen  end- 
lichen Wert  91 

9)  F—  (eoB».  (eoBi».  F) 

Beide  Formen  zeigen  V  als  gleichwertig  mit  einem  normalen 
Cylinder,  dessen  iNorraaiquerschnitt  und  Uolie  im  ersten  Fall  bzhw. 
F  und  cos  (0 .     im  zweiten  Fall  cos  o)  .  F  nnd  0  sind. 
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MnItiflWii  niii  GL  5)  diroct  mit  d^JP,  ohne  EisfUiniiig  ?on 
80  erhält  man 

10)  dT— •  (cosa  .  cosJl-4-co8^  .  cos-fA-^cosy  .  cijäv)d*F .  <s 
und  f&r  endliche  Werte  Ton  «: 

11)  d*F  —  (C08O  .  (COBi  .  <J*F)  +  C08^(C08f»  . 

+ coBy (coi  V  .       )  9 

Kach  Seite  210  kenn  man  hierflr  eohrdben: 

12)  —  (eOB«  .  d*F|«+COB •  d^Fmg-^eWf  . 
Integrirt  man  ^ese  Gteidiiing  swei  Mal,  bo  erhftlt  man 

13)  F s=  (COBft  ,  FgB-\-eQBß  ,        +COBy  .  Fjiy)  « 

Iii  dieeer  Gleiebaog  «ind  i^i,  JFV«  nad  /jy  die  Projectionen  dea 
Bandes  der  Flftche  JP  bahw.  auf  die  TIS-^  XZ-  and  ITF^Ebeae.  In 
Worten  kann  man  den  Inhalt  der  Gleichung  etwn  lo  anBsprechen: 

„Bewegt  sich  eine  bcHcb^Ere  Flftdie  F,  deren  Randpro- 
„jectionen  auf  die  Coordinaten-Ebcnen  Fy,^  F,,  und  Fj^ 
^sind,  parallel  fortschreitend  nach  der  Richtung  <y,  die 
„mit  den  Coordinatenacbsen  die  Winkel  a,  ß  und  y  bildet, 
„am  eine  endliche  Strecko  o  vorwärts,  so  ist  das  beschrle- 
„beno  Yolameu  gleich  der  Siunme  ?on  drei  normalen  Cy< 
„lindem,  als  deren  Nonnalquerachnitto  nnd  Höhen  man 
„entweder  Fgt,  Fsm,  f,^  nnd  eoe«  .  a,  cosß  .  o,  cosy .  o, 
„oder  coa« .  jP^,  CMß .  JFV«»  cosf .  Fg^  und  «  als  Höhe 
„für  alle  drei  betrachten  kann;  im  letalem  Fall  kann  man 
,^h  statt  dessen  auch  einen  einzigen  Gylinder  mit  dem 
i^ormalqaerschnitt  gleich  der  Snmnie  der  Qaersehnitte 
Mjener  drei  nnd  der  Höhe  «  denken/* 

Setzt  man  in  Gleicho^g  13)  nach  einander 

|}sO,  y«.0 

so  werden  iti  jedem  Falle  die  beiden  andern  Winkel  gleich  90*  und 
die  Richtung  von  AA^  oder  c  wird  nach  einander  parallel  zar  JT-, 
F-,  Z-Achse.  Die  Gieichuag  ergiebt  für  diese  einzelnen  F&lle 

e  —  0,    F,  —  Fy«  .  « 

|I  —  0,  —  F„  .  a 
y  -  0,  Vs'-Fg^.c 

38* 
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Maltiplicirt  man  diese  Gleichungen  uach  einander  mit  cos«, 
cosj^i,  cosy  and  betrachtet  dann  die  Grössen  cosor  .  ff,  cos/3  .  er, 
cosy  .  0  als  Verscbicbangeü  von  Fnacb  den  liichtuugen  der  Achaeü, 
80  ergiebt  dio  Addition  der  3  Gleichungen  wieder  die  Gldchoog  13), 
ond  man  erkennt  in  UebereinstimmQng  mit  §  4. ,  dass  die  8  TeÜ- 
bevegnngen  von  F  nach  den  Richtangen  der  Acbaeii  in  ihier Wirkung 
gleichwertig  aind  mit  der  aogewliriebeoen  Bewegong  nach  der  Keil« 
tQDg  9,  Terfolgt  man  diesen  Weg  weiter,  so  kann  man  leieht  alle 
die  Sätze  ableiten,  welobo  §  4.  ttber  die  Parallelverschiebung  toa 
Flächen  nnd  die  dadurch  beetrichenen  Räume  abgeleitet  sind. 


5  6.  Drehung  einer  begrenzten  Fläche  am  eine  Achse. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  bezeichnete  Fläche  FsoU  sich  jetzt 
um  dio  dort  als  Richtung  der  Parallelverschiebung  bezeichnete  Ge» 
rade  AA^^  weiche  wieder  mit  den  Achsen  die  Winkel  «,  ßf  f  bildet, 
als  Achse  drehen,  und  iwar  um  einen  Winkel  d,  der  uneodOieh  klein 
oder  von  endlicher  Ordsse  ist  Alles  Uebrige  wird  hier  ebenso  wie 
dort  angenommen,  und  nach  Seite  242—244  gilt  auch  hier,  dass 
man  statt  des  an  dem  Punkt  Pi{x%yiUx)  liegenden  Flächeodements 
d*F  eine  endliche  ebene  Fläche  cinfähren  kann,  wenn  man  unter  Pi 
ihren  Sehwerpnnkt  versteht. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  liegt,  sei  folgende 
(vergl.  Seite  16  u.  ff.); 

1)  cosi  .  e+coSfi .  y+cos V  .  «  -  p     0  (d*F. 

Dieser  Gleichung  müssen  die  Coordinateu  des  Paktes  /  j,  d.  i.  «tyi^ 
genügen,  also  ist  anch 

2)  COSA  .  arj-l-COS;*  .  y^~\-QO%v  .     — p  —  0  (Pf 

Es  ist  nun  zunächst  su  bestimmen,  was  aus  nach  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  d  um  die  Achse  AAi  wird.  Die  allge- 
meinste Lage  der  letzteren  erhält  man,  wenn  man  sie  nicht  be- 
stimmt durch  den  Anfangspunkt  O,  sondern  durch  einen  beliebigen 
Punkt  A,  etwa  mit  den  Coordinaten  n,  r,  v  gehen  liisst.  Es  ist 
aber  nicht  erforderlich,  die  Rechnn?ig  von  vornherein  für  diesen 
allgemeinsten  Fall  einzuleiten,  denn  man,  knnn  wenn  man  die  Achse 
durch  den  Anfangspunkt  legt,  in  der  Entwicklung  sowol  wie  in  den 
Scblussformeln  nur 
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tet2eu,  um  die  Resultate  für  den  allgemeinsten  Fall  zu  erhalten  i  um 
das  als  richtig  zu  erkennen,  braucht  man  nur  das  Coordi Datensystem 
panlld  Bach  dem  Punkt  Ä  Yenehoben  2«  denkeiL  Ich  nehme  elio  « 
Us  auf  weiterei  an,  dasa  die  Achse  AAi  darch  den  Anfangsponkt 
gehe  *).  Dreht  sich  nun  nm  diese  Achse  nm  den  unendlich 
Ueineii  Winkd  S,  wodorch  P|  nach  mit  den  Coordinaten  rt^fsi 
komme,  ao  wird  man  setaen  können  (siehe  Flgnr  14): 

!'s  — J 
2/2  =  I/}  }  (Pl- 

—    -f  d«  ) 

wo  dx,  djf  und  ö»  unendlich  kleine,  n&her  zu  bestimmenden  Grössen 
sind. 

Man  lopo  durch  eine  P'br'Tif^  normal  zu  OA^,  welche  diese 
Achse  im  Punkte  schneide;  dann  liegt  auch  J\  iu  dieser  Ebene, 
und  i\i4,  und  P,i4|,  deren  gleiche  Läuge  r  den  Abstaud  des  Punktes 
/*,  von  der  Achse  OA^  bezeichnen,  stehen  beide  normal  zu  dieser 
Achse.   Ist  die  Länge 

ÜA^  =  g 

so  ist  die  Gleichung  der  Ebene  Ez 

4)  co$tt ,  x-^cosß  .  y-\-coAy  *  »—q  =0  (E. 

Dieser  Gleichung  müssou  die  Coordinateu  von  Pj  bowüI  wie  vuu 
genOgen,  so  dass  stalliiudet: 

coB«  .  *t-\'eoBß  .  ytH^cosy .  »i'^q 

—  cos      4-     4-  cosi»  (y,  +  dy)-|-cos  y  («j +6«)  — g 

Femer  ist 


*)  Annsrknag.  An  dfe  Stell«  dw  Panktos  Ä  mit  den  Goordiaaten 
«,«,19  kann  man  andh  •ioso  heiiebigsn  aadarn  Paakt  dor  Adise  AAi  trataa 
katen.  WiUt  man  dafQr  den  Punkt,  in  wdcbem  eine  von  dem  Änfangs])nnkt 
O  m(  AAf  gezogene  Normnlc  leUter»  trifft,  so  sind  die  CJoordinaten  dieses 
PaaktSi  wenn  man  die  Lftnge 

OÄ  —  «C0B«f+« 008/3  •■\-10€MY 

mit  »  bexeicbnct 

u— «.cosa,  v  —  f.cosßi   w  —  «.cosy 
«ad  sein  Abitand  toq  Aniangspankt  O  ist 
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WM  die  Glelehong  liefert: 

Ans  diesen  beiden  Glekimiigen  folgt: 

_        »,.  Cosa   -  a-,  .  cos y  . 

O)        W   .  d» 

'  Vi  •  cos  y  —  sj  .  cos  j3 

^  —       •        ß'^tfi  '  C.OB « 

j^i  .  cosy  — »,  .  cos/J  ' 

Damit  sind  und  ^2  als  Fonctionen  von  Sx  gefaoden,  und  ee 
ist  jetst  also  eine  fieziebnng  swisofaen  9»  nod  d  20  ennitteln.  Man 
hat: 

Bogen  iy,  =  r  .  d 
also   

r 

da  der  Bogen  nnendlich  klein  ist  Für  seine  Länge  ündet  man  aus 
den  Coordinaten  von  l\  und  P, 

d.  i.  in  Mcksicht  auf  die  Gleicbangea  5) : 

  d» 

-  yt00fy-«,coB^ 

X  VCyiCOsy-  «,co8Ö)«-|-(«jC08a— aj,C08y)4-  («,C08/J— yicoso)* 
yjcosy— »1  cos/J 

X  y«iH^i'4^*H*l008«+*jC08/J4-«iC08y)» 

Eiienso  findet  man  r  am  den  Cioordinaten  von  und  Pj.  Setit 
man  die  Coordinaten  «|,  |f|  nnd  §1  von  in  Gleichung  4)  ein,  so 
erbftlt  man: 

so  dass  die  Coordinaten  von  Ai  nun  mit  q  .  cosa,  g  *  oos^,  q  .  cos  y 
bestimmt  sind.  Man  findet  also 

7)  -  ST^s  -  r  

=s       cos  «  -  «1 )«+  (gCOS^—       +  (9 cos y  —  »I )* 
—  Varj*  4-Jfi*+*i*—  (»iCOSo-|-y7c08^^^«iC08y)* 
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In  Rticksicht  auf  dtü  Gieichuugeu  ä),      uud  1)  geht 


r 

über  IQ  die  eiafacheo  Beziehangeo: 

 rf»   

Bevor  ich  weiier  gehe,  möge  ooch  orwähat  werden,  dass  man 

noch  einfacher  als  vorher  so  tiudet:  Man  setze 
dann  ist   

und  der  Winkel  PiOil,  ist  bestimmt  aas  den  Richtangen  OP^  und 

COS P| 0^4  —     .  C08c4-|f  .  cos|l-f-  ^  COSf 
Demnach  (vergl.  61.  6)}: 

7m)  r«>^-co8*P,Oi4, 

—  cos«+|f,cos/l+»i  cosy)» 

—  VCyiCosy — *i  cos  /S)'  -j-  (»,  cos  « — af|  cos  y)* 

+  (»1  cos  /3  —     cos  «)• 

Nachdem  in  Oleidum^  8)  die  Besiebmig  iwiscben  9  nnd  ^ 
4v  md  dii  gefondeii,  findet  man  weiter  den  Abstand  des  PnnkCee 
•'s^*^  1^  %)  von  der  Ebene  F  des  Flftehenelenients  <i*<F(Gleidiang 
l))mit 

9)  dk|  «■  cosA  .  ar,-|-C08fi  .  y^-j-^üsy  .  is^  ~p 

ond  wenn  man  bierin  tut  s^,  f^,  %  die  Werte  ans  Gldcbnng  8)  ein- 
setst  und  dann  Oleicbnng  S)  abisieht: 

10)  d»i  —  cosi  .  dx-\-com  •  iy-^ooB¥  . 
d.  I.  nüt  Besiebnng  anf  die  Oleichnngen  8): 
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11)  dSpi  8B  ( (y^ OOSy ^ «1 COB^) COB A+  (s^COB«     «j OOBjr) COBfl 

+ («1 OOB  J3 — yi  cos  ff)  COB  v)i 

Werüeu  diese  Gleichungen  multiplicirt  mit  it'Fj  so  erhält  man 
das  Volumen       nftmUeh  (ohne  Indicefl) 

12)  d<F  =  (coBiL .  dx4-cofi/i  .  dj/-^  cosv  .  öz)cflF 

—  ((y  .  COB7— ff  .  C0B/))C08A-f  (3  .  cos«—«  .  <!OB]f)COBV 
-|-  («  •  y  .  COBtt)  COB  v)d^F .  d 

*J  Aiimei  kuug.  Man  kann  zu  ditbcu  üleicbongeu  auch  auf  folgcadem 
Wcgo  gelangen: 

Legt  nu  dnreh  dl»  Aehat  OAt^  alio  dwreb  dfo  Fanltle  0(0,  0,  0) 
iLi(^eMat  9^ßt  ffcmy)  dnreh  den  Pnnlit  Pii*\3fm»^  eine  Ebene  P, 
•o  wird  die  Oleiehaag  dieeer  Ebene,  weil  eie  dnreh  den  Anfeagepunkt  geht, 
T<Hi  der  Form  eeln 

a)  am+bjf+e»  -  0  (P 

Mit  Hülfe  der  Cowdineten  Ton  Ai  (veigU  Seite  343)  und  P^,  welche 

beide  dieser  Glcichanp  genttgcn  rnOsien ,  kann  mnn  o,  6  und  c  so  weit  he- 
•timmen,  dass  maa  statt  der  GleicbuDg  a)  fQr  die  Ebene  OA^  P|  die  beslimmto 
Gleichung 

b)  iy^COSy—  9^C0&ß)x-{-(jt^C0B  tt — a-j  COSy)y 

-j-(ariC08/3  — y,coso)a;  «  0  (P 

erbßlt.  Bildet  di«  Ebene  des  El&chcnelemenU  d*F  (Oleicbang  l),  Seite  S4e) 
mit  dieser  Ebene  einen  Winkel  <p,  so  ist 

c)    COS  <p  .  d^F 

(y|COBy--a^C08^)co^^^ 

VCyiOOBjf— ^C08^)*+(«lC0Ba— «,OOBy)*4-C*iC08i3  — y,  Cosa)» 

VcOB^^cÖflV+cÖ^*» 

Dea  iat  dio  Fläche  des  Kormel*  oder  Meridi antichnitts  des  Volo- 
mens,  welclies  d'^F  bei  der  Drehung  am  die  Achse  OA^  (vergL  Seile  BBS) 
bespricht.    In  dieser  Gleichung  ist 

y  COB'il  4-  eoB V+  1 
nod  necfa  Gleldiiing  7»)  lit  die  endere  WnnelgrCite  im  Nenner  der  rechten 
Seite 

Wird  die  Fläclic  des  Normalschnitfs  dps  Volnmenclement«,  welches  man  wie 
einen  (schief  abj^fschnitttncn)  Cylinder  bercrhiien  kmin,  njulti|>linrt  mit  r  .  S. 
so  erh&lt  man  für  das  Volumen  svibst  genuu  wiuder  die  obige  Gleichung  12). 
Die  Entwicltlang  gilt  eneh  denn,  wenn  d*F  eine  ebene  FItcbe  von  endUcber 
QrOaee  iet,  falls  *t3ft*i  die  CSoordinaten  des  Schwerpankts  derselben  beaeich- 
nen  (vergl.  Seite  94B»>44). 

Uebrigens  kann  man  Folgendes  bemerken:  Diridirt  man  die  Qleiebnngb) 
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oder,  indem  man  nach  ö  integrirt,  fOr  endliche  Worte  von  und 
indem  man  die  Projectionen  ?on  d*F  auf  die  drei  Coordiaaten-Ebenen 
einfahrt  (Seito  240) 

13)  <i*F s  ii^eMf-^ M .  eo§fi^eoBl-\- .  cos c .  eo8]p)co8|i 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  wird  nun  näher 
zu  untersuchen  sein,  ond  es  möge  zunächst  der  besondere  Fall  seine 
Erledigung  üudeu,  wo  i^eino  ebene  Fluche  von  endlicher 
GröBS«  Ist.  Dann  Bind  also  xj,  und  z^  die  CoordinftttD  de« 
SebwerpmiktB  von  mid  noCer  difläer  Yoranssetsiing  ist,  Ar 
eodlidie  Werte  des  Drehwinketo  dt 

14)  V  —  ((^Tjccsy  — 7,  cos  |3)  cos ;.  +  («,  cos o—«|  cos  y)C08fft 

-j-ixi  cosß — ^1  cos  a)  cos  v)F  .  6 

((y,  cos  y  —  ?3  cos  /?)     -j-  («1  cos  a  —    cos  y)Fu 
(«I cos ß~!fiQ09  u)FMg)Ö 

Nach  der  Anmerkonff  auf  Seite  340  bis  844  ist  in  der  ersten 
dieser  beiden   Gldcbnogen  der  Ansdradi  ianerbalb  der  grossen 

Klammer  gleich  r.cosqp,  wenn  g>  den  Winkel  bezeichnet,  den  die 
durch  den  Schwerpunkt  P,  und  durcb  die  Drebaebse  OAi  gelegte 
Ebene  OA^F^  mit  der  Ebene  F  bildet 


dnreb  r,  •<»  ninrnt  ^  dl«  MovaMlIom  an*  Dtnnt  «rkwnt  maii  irtiter,  dm 
^^^Tln  man  auf  der  darcb  den  AnfongipQiikt  gnofeaen  Nonaalao  d«r  Eben« 
OAiFg  «in«  lAagB 

.1,P,  -  r 

d.  i,  gleich  dem  Abstände  des  Panktes  P,  von  d^r  Drehaehs««  abtript ,  die 
Projcctioaea  dieaer  Liagen  auf  die  Coordinatenacbüea  die  folgenden  Worte 
habeo : 

y,C08y  —  C](  03^,    «j  cos a  —    cos y,    se^cosß  —  »/,cosa 

Damit  ist  die  Bedeutung  dieser  in  der  gansen  Sotwickiung  vielfach  vorkom- 
menden  GrOssen  klargestellt. 

Auch  die  Linie  PiP%  steht  normal  xa  der  Ebene  OA^Pi ;  die  Länge  ds^ 
iit  dit  Ptojectfon  Toa   

aaf  die  Homulo  d«r  Bbem  ron  d*F,  und  d«  dtr  Wlnkol  di«Nr  Mden  Kor- 
malen  ebmao  wie  der  Winkel  der  ragebOrigen  Ebenen  gleidi  9  ida  nnie,  ao 
ist  «ncli  der  Wert  dt^  der  Glelehnng  10)  lo  na  eebrelben: 

dti     cosiL .  d9-|^eOB|i  .  dy-\-C09v  *d9^r9  .  cOB^ 
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Mau  kann  also  dio  Gleicliuug  auch  8o  schreiben 
F«" rcofly  •Fi^  FCOS9  *  ri 


DiesM  BeBoltat  Iftsst  sich  in  Worten  etwa  so  aosspreehen: 

„Dreht  sich  ein©  ebeno  Fläche  Fum  oiüe  beliebiyo  Fläche 
„am  emcn  Winkel  so  ist  das  beschriebene  Volumen 
„gleich  der  Projection  von  F  auf  die  durch  ihren  Schwer- 
„puukt  und  die  Drohachse  gelegte  Ebene,  multiphcirt  mit 
^,dcr  Länge  rd  dos  von  dem  Schwerpunkt  'zurückgelegten 
„Weges." 

Dio  zwoito  Form  der  Gleichung  14)  kann  man  einfach  so  douton: 

nIMit  aick  eine  ebene  FJäche  P  um  eine  beliebige 
,,Acbfle  nm  einen  Winkel  ^,  so  iat  daa  beaobriebene  Voln- 

„men  gleich  dem  in  Teilen  des  Halbmessers  ausgedrückten 
„Winkel  d,  multiplicirt  mit  der  Summe  der  Inhalte  dreier 
„normaler  Cylinder,  deren  Grundflächen  die  Projectionen 
„von  F  auf  die  FZ-,  XZ-  und  A'y-Ebeue,  und  deren  Höhen 
„dio  Grössen  y,  cosy — «iCos/J,  a^coso — Xjcosy,  cos  (3 
„—  Vi  ces  a  Bind,  wo  y,,  die  Goordinatcn  des  Schwer- 
„punkts  von  F  und  «,  ß,  y  die  Winkel  der  Drehachse 
„uiiL  den  Coordinaten-Acbbtiu  sind.  —  Weiter  unten  wird 
„dieser  Satz  in  noch  allgemeinerer  Form  auftreten." 

Ist  nun  weiter  dio  rotironde  Fläche  Fnicht  eben,  son- 
dern beliebig  gekrümrat,  so  crhiUt  man  nach  zweimaliger  Inte- 
gration der  zweiten  Form  der  Gleichung  13)  folgendon  Ausdruck, 
in  welchem  dio  Integralzeichen  auf  sämtliche  Elemente  von  T  zu 
beziehen  sind: 


Ais  Beispiel  fOr  die  Beutung  der  Doppel-Integrale  mdge  das  erste 
dienen: 

Die  Grösse  unter  den  Integralzeichen  ist  das  Element  eines 
nermalen  C^linden,  dessen  Basis  in  der  KZ-Ebene  die  Projeetion 
d^F^  von  d*JP  ist  und  denmack  die  Ordinaten  jr  nnd  «  hat,  und 
ersten  Hohe  yeosjp— «eosj}  ist^  pmllol  aar  F-Acbse  zn  messen. 
Setzt  man  letzteren  Ansdmck  gleich  s,  so  ist 
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f  S  —  yCMy— «008/5  oder 


%  —  cos  y  .  y  K  cos  /3  .  «  —  0 
Dm  ist  die  Gleiehiug  dner  £b«De,  welche  imui  durch  Divinen  mit 

yi  +  co«»/J+co8'y  —  yi-f  8iii*o 
auf  die  Konnelfonii  bringen  kenn 

18)       -7=-  -r——.  —  y+  -7^:^  -  -  -  *  g  0 

Ist  «  der  Winke),  den  die  Nonnale  dieser  Ehene  mit  der  X- 
Achse ,  den  die  Ebene  selbst  also  mit  der  7Z-£bene  bildet,  se  ist 
demnach: 

"^''""vriHR'  tgr-sin« 

Setzt  man  in  der  Gldcbnng  der  Ebene  £  »  0,  so  erhtit  man  ihre 
Spar  in  der  FZ^Ebene: 

ycosy —scoB/f    0  oder 

20)  «1  =  £^^ 

'  »     cos  y 

Far  die  Prebachse  OA^  gilt  die  Besiebang 

21)  *         '  * 


cos  a     cos  /f     cos  y 

also  ist  ihre  Projection  anf  die  rz>£bene  ansgedrttckt  dorcb 

«     cos  B 
23)  ^  » 

'  «     cos  y 

dieselbe  Gleicbung  wie  vorhin.  Nunmohr  kann  man  also  die  Ebene 
80  bestimmen,  dass  sio  die  rZ-Ebene  schneidet  in  der  Projection 
der  Drehachse,  und  dass  sie  mit  der  yz Ebene  einen  Winkel  % 
bildet,  far  den  die  Gleicbnog 

igt «  sin« 

gilt,  wenn  «  der  Winkel  der  Drehachse  mit  der  X-Acbse  ist.  — 
Das  Doppel-Integral  stellt  nnn  das  Yolnmen  eines  normalen  schief 
abgeschnittenen  Cylinders  dar,  dessen  Basis  ist,  and  dessen  swdte 
Endfliche  in  der  eben  ermitteltea  Ebene  liegt.  Man  kann  also  Jelat 
in  Besag  anf  das  Yolnmen  F  folgenden  gern  allgemeinen  Satx  ans- 
q(»rechen: 
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„Drebt  iieh  eine  beliebige  begreDste  Flftobe  F  um  eine 
«^beliebige  Drebaehse  OAi ,  welche  mit  den  Goordinaten* 

,,achseii  die  "Winkel  «t,  /I,  y  bildet,  um  einrn  Winkel  ^,  so 
,,ist  das  bescliriebeiie  Tolumcn  gleich  dem  in  Tcileu  des 
„Ilalbmcsscrs  ausgedrQckten  WiDkcl  5,  muUiplicirt  mit  der 
,,Summe  der  luhalte  von  drei  normalen  schief  abgeschnitte- 
„nen  Cylindern,  deren  Grundtiächen  die  Projectionen  Yon 
„F  auf  die  Coordiuaten-Ebeueu  sind;  die  andern  End- 
„flächen  der  drei  Cylinder  liegen  in  Ebenen,  welche  die 
„betreffende  Coordinalen-Ebeue  in  der  HujccLion  der  Dreh- 
„tebse  aaf  diete  letztere  schoeldeii  iiiid  mit  der  Coordi- 
„naten-Ebene  einen  Winkel  bilden,  dessen  Tangente  gleich 
^ist  dem  sinne  des  Winkels  der  Drehachse  mit  dexjenigen 
,,Coordinaten-Acb8e,  welche  zn  der  Coordinalen-Ebene  nor* 
„mal  steht  Hierbei  ist  nicht  erforderlich,  dass  die  Dreh- 
„achse  OA^  durch  deu  Aufaugspunkt  O  gehe,  nnd  die  ab- 
,,soIute  Lage  des  zweiten  Coordinatensystems  ist  vollständig 
Mgleicbgaitig." 

In  Bezog  anf  den  letzten  Teil  dieses  allgemeinen  Satzes  ist 
noch  Folgendes  nachzutragen:  Steht  von  vornherein  nicht  fest,  dass 
die  Drehachse  durch  den  Anfisngspnnkt  O  gehe,  sondern  ist  vielmehr 

für  dieselbe  nur  ein  1  rli(  bi^er  Puukt  A{uvw)  (vergl.  Seite  340)  und 
die  Kichtung  durch  die  Winkel  m§y  gegeben,  so  nimmt  Gleichong 
16)  die  allgemeinere  Form  an; 

7«,  )  -f-^  J*J* — io)cos«— («— t»)cosy)4l*/li 

-f  d  J* ((* — u)  cos  ^  —  (y  —  v)  cos  «}  d^Fxy 

i:  ur  das  erste  Integral  ist  dann  die  Ebene  der  zweiten  Endfläche 
des  Oylinden: 

j  =  (y  — 1>)  COS  y  — .(«  —  w)  eosjS  oder 
y  -  (y  —  v)  cosy-f"  (*  ~    <^os  /3 
nnd  nach  Division  mit 

Vr^Fcos'js  -j-  co8*y  =-  yr-i- siu^ä^ 

in  der  Normalform 

1  cosy      ,       .  ,       cos|3  \  fx 


na)  I 
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El  iit  alio  tndi  hier 

19a)         co8Tx=-77i==,  also  t^r  — sin« 

uod  wenn  man  in  dor  Gleichung  dor  £beiie  £  0  SOtit,  80  erbftlt 
man  fOr  ihre  Spur  in  der  KZ- Ebene: 

20.)  t^_cosß 
'  «—10  eosy 

Fflr  die  durch  Punkt  A(u^  v,  w)  gehende  Dreliaciiso  hat  mau: 

'  cos  a     cos  /If  ~  cos  / 

also  für  die  Projeetioii  der  Achse  auf  die  Zj^-Ebene: 

y  —V       COS  ß 


22a) 


! — w      COS  y 


was  wieder  gleiehlanteiid  ist  mit  20a).  Die  OrOises  u,  v,  lo  sind 
also  in  Besag  auf  den  Wortlaat  des  oUgen  aligemeineD  Saties  gans 
ohae  Einflass. 

Fflr  die  Anwendung  der  gefundenen  Regeln  ist  es  nicht  unwich* 
tig,  zu  beachten,  dass  wenn  Feine  ebene  Fläche  ist,  die  Projec- 
tionon  des  Schwerpunkts  von  F  mit  den  Schwerpunkten  der  Pro- 
jectionen  von  F  zusammenfallen.  —  ücbrigens  kann  man  die  drei 
Cyliuder  auch  so  auffassen:  Man  verschiebe  dieselben  in  sich  selbst 
parallel  ihren  Seiten,  d.  i.  parallel  ihren  Coordinatenachsen,  so  dass 
die  eine  Endfläche  jedes  Mal  in  die  Fläche  F  fällt.  Als  Beispiel 
diene  wieder  der  Cylinder  parallel  der  JT-Achse,  also  das  erste  Inte- 
gral  in  der  allgemetoeB  Oleiehung  i6s).  Dem  Panlct  j^,  z)  iu 
der  in  F  liegenden  EadflAcbe  des  Qylinders  entspricht  dann  in  der 
andern  Endflftche  ein  Pnnkt,  dessen  Cooidinaten  m  -'(^— if)co8y 
— «Ooosjf),  y  nnd  »  sind.  Kennt  man  diese  Coordinalen  |,  y 
ond  «,  so  ist  demnach  die  Gleichnog  der  sweiten  Endflicfae; 

%  —  «— ((y'-»)oosy— (*— »cos/i) 

aus  der  mau  x  mit  Hülfe  der  Gleichung  von  F  beseitigen  kann,  so 
dass  dann  eine  Gleichung  zwischen  j,  y  und  z  übrig  bleibt.  Ist  F 
eine  ebene  Fläche  tou  endlicher  Grösse  mit  der  Gleichung  1),  so  ist 

/cos  (l     .  COB  V         p  \ 
*  "  ~  Vcos  A^'*"cos  4*"~cos  A/ 

also: 
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eoti.  ;H~(<^8fi-}-co8}' .  GOBl)y-|-(cotv— cos/Scosl)« 

—  (p+Cw'Coey— f»co8*^)co8i)  —  0 

Aehnlich  wie  früher,  kann  man  auch  diese  Gleichung  weiter  ver- 
folgen ;  «o  ist  es  z,  B.  interessant,  dass,  wenn  v  und  «o  null  aind, 
also  die  Drobacbse  durch  den  Anfangspunkt  gebt,  die  JC-AchBe  von 
dieser  £bene  und  von  F  in  demselben  Punkt 

X  £_ 

*     eoa  1 

geMsImitten  wird;  praktiseliM  IntetMM  hat  iadatien  die  weiteM 
Untsniiehang  niebt. 

Setzt  man  in  Gleichang  16a)  nach  einander 

a-0,  ^-0,  y-0 

so  werden  in  jedem  Falle  die  beideu  audern  Wiukel  der  Drehachse 
mit  den  Coordinatenachsen  gleich  90°  und  die  Drehaclise  fiillt  nach 
einander  zusammen  mit  der  X-,  Y-,  Z-Achse.  Die  Gleichung  er- 
giebt  für  dieie  etozelnen  Fftlle: 

K  M  0,  Dreiiachse  parallel  zur  ^-Achae 


93) 


-=>  0,  Drehachse  parailol  zur  Achse 

y—Oy  Drehachse  parallel  tnr  J7-Achae 

Ans  diesen  Formeln  ist  der  folgende  Satz  zu  entnehmen: 

„Dreht  sich  eine  beliebige  begrenzte  Fläche  F  um  eine 
,, beliebige  feste  Achse  um  eiueu  uueudlicheu  Winkel  d,  so 
„igt  das  beschriebene  Yolnmen  gleich  der  mteana  da^ 
jjonigen  elDsetn  nach  der  einfachen  Ooldin'acheii  Bogel 
,,sa  beatimmenden  Tolnraina,  welche  die  Frojeetionen  Ton 
„F  auf  iwei  beliebige  dorch  die  Drehachse  gelegte  und  an 
„tinander  normale  Ebenen  beadhriebeo,  wenn  sie  dieeelbe 
MDreboog  i  anafifthren.  Welchem  Teil  hierbei  das  Yor- 
„zeichen  plos  zukommt,  ist  ans  den  Formeln  23)  zu  enl- 
j^nehmen.  Bei  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  einseinen 
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„T«Oe  kaim  lidi  diese  DiffereiiB  in  beeonderen  FlUen  in 
^fio»  (pMiÜTe  oder  neg^tiTe)  Siunme  Yerwindeln.'* 

Nimmt  man  in  den  Gleichuugca  23)  den  Drehwinkel  d  als  nn- 
eüdlich  klein  an,  so  hat  man  statt  Fj,  l  y,  F,  zu  beUeu :  d  F,,  c/Fy 
dVs,  Maltiplicirt  man  dann  die  Gleichungen  nach  einander  mit 
coe«,  eofjS,  coey  nad  iSust  die  Factoren  tfeoi«,  icoaß,  dco8)r  als 
Drehirinkel  Ar  die  tiueinen  Achien  JT,  r,  Z  auf,  Älr  welche  die 
entipredieaden  Ideinen  Dreliniigen  naeli  einander  amnfküiren  aind, 
ao  kann  man  ana  dem  Umaland,  dais  die  Sanime  der  drei  Oleidinngen 
wieder  die  Oleichang  16a}  für  nnendüeli  kleines  d  ergiebt»  folgenden 
Sftts  entneluiiess 

„Dreht  deh  eine  beliebige  Fläche  F  am  eine  beliebige 
^Aehie  AAiiaßy)  um.  einen  onendUeh  kleinen  Winkel  9, 
9,ao  kann  bezOglich  des  bei  dieser  Brahnng  beschriebenen 
nYolumens  dieselbe  ersetst  werden  dnrch  die  beliebig  anf 
„einander  folgenden  Drehungen  derselben  FUfChe  nm  drei 
„parallel  zn  den  Goordinatenachsen  Z  durch  einen 

„beliebigen  Pnnkt  A  der  Achse  AÄi  gezogene  gerade 
„Linien,  bzhw.  um  die  Winkel  ^  .  cos«,  8  ,  cos/?,  ^  .  cos/; 
„letztcro  sind  die  Projectionen  einer  auf  der  DrelUMäiae 
„gemessenen  Strecke  d  auf  die  Goordinatenachsen/* 

Das  ist  offenbar  eine  Wiederholung  der  in  §  4.,  Seite  258—260 
bezüglich  der  Drehung  um  zwei  sieb  schneidende  Achsen  ermittelten 
Gesetzes  and  wesentlich  mit  dem  dort  Gessgten  gleichbedeutend  *). 


*)  Anmerkaag«  Dt«  Glciehug  ISa)  liwt  tUiE  auf  folgend«  Tom 
farfngni,  «deha  biid»  aaeh  Hbr  «odll^  Warte  tob  9  galtan,  wona  »mui  4le 
einselnen  in  Frmg«  kommenden  Drehangen  jedM  If oi  Ulf  dlcnlbo  An&DgSbgo 
dor  FlScbo  F  and  ihcor  PrajoctioiMn  besi«ht: 


a)  V' 
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Ah  besonderer  Fall  loU  miti  nodi  deijeii%e  beieichndt  werden, 
wo  sich  eine  ebene  Fliehe  F,  deren  Ebene  wie  in  Gleiehnng  1) 

eoiA .  «-|>eoB|ft .  »^p^O 

sei,  nm  eine  der  Goordioatenacbsen,  etwa  um  die  Z-Aclm  dreht 
Da  für  diesen  Fall 

80  iet,  wenn  wieder  »iifi«!  die  Coordinnten  des  Schwerpnakto  von  F 
sind,  nach  Gleiehnng  14) 

24)  V  —  ^(y,  .  cos  A  —  a?j  .  cos  (i)  F 


i.^«  r  /•(»— )co.y-(»-»)co.<» 
J  J  «ino 

b)  K  -  j+«  •  »«»V  y  •  -^Ä. 

\+i  .  Biny/y    -    '"^  -  ">  "'^  " 

DI«  BsdMitang  di«Mr  Otoiehungto  tat  fblfeod«: 
Ib  Gleiebttttg  •)  tittd 

d.eoBff,  d.cos/}  nnd  d^cosy 
dUe  FrojMtioneD  dnor  anf  der  DrebadiM  AA^  abfetragMiea  Llng«  ^  anf  dio 
drii  CoordiDAtCB-Adliseii,  bthw.  anf  drei  gerade  Lbiieii,  «elehe  pamUel  «u 
denselben  dareh  den  Pankt  iifu,  v,  w)  gezogen  ainil.  Femer  sind  bei- 
Bpipls  weise  d^Fxi  «nd  <l*Fxy  die  Projeotioncn  von  </*F  nuf  7\vei  dnrch 
den  Punkt  A  parallel  zur  XZ-  und  A'i »Ebene  gelegte  Ebenen^  und 

6  .  cosa(z'^w)ü^Fxt  —  d  .  COSa(y  —  v)d^F,^ 
ist  die  DiCferenz  der  Volumina,  welche  beschrieben  werden,  wenn  sich  dieselbe 
beiden  ProjPi  tionen  um  einen  Winkel  3  .  Cosa  dr«hcn  um  einen  durch  üen 
Punkt  A  parallel  zur  A'-Achse  gctogene  gerade  Linie  als  Drehachse.  Die 
Doppel-Integrale  bealeben  »kh  auf  die  Intcgratieaen  der  ganten  Vlteha  F, 
oad  man  kann  die  eineeinen  Bnmnianden  der  Gleiehnng  a)  offrobar  nadi  An 
einfttdien  Gnldin'icben  Regel  (anf  grapUeebem  Wege)  beatiniiBea. 

In  Gleiehnng  b)  find 

d .  sin«,  6 .  tmßt  8 .  sin/ 

die  Projectlonen  einer  anf  d«r  Drebadisa  AÄj  abgeCragmen  LInge  8  aaf  die 

drei  Coordinaten«Ebenen  YZ:  XZ  und  XY.  Die  Gleichungen  der  ProjectioMn 
der  Drehachse  auf  die  Coordinaten'Ebenent  bibw.  die  GMebnngen  der  ent* 
•lachenden  projioirenden  Ebenen  aind: 
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Die  drei  auf  Seite  346—347  und  auf  Seite  350—351  abgelei- 
teten allgemeinen  Sätze  gelten  natürlich  auch  in  diesem  besondera 
Falle  und  bedürfen  keiner  neuen  Begründung.  —  Giebt  man  der 
Ebene  F  eine  solclie  Lage,  dass  sie  normal  steht  zu  einer  der  beiden 
CoordiDaten-Ebeoen  XZ  and  rz,  z.  B.  za  XZ^  dann  ist  ihre  Glei- 
chung: 

S5)  GOti.  coosfi  .jr-i-eoiy . p=0 

d.  b.  es  ist 

cosfi  "  0,   weil   ^  «-  90®,   also  auch    F^^  —  0 
Unter  diesen  Cmst&nden  geht  Gleichung  24)  über  in 


cos  (t     cos  ß     cos  y 

Hiernns  fulgt  beispielsweise  für  die  Projcction  der  Dreiiachso  auf  dl« 
yZ'IUieao  nod  für  die  eDUsprcchcndc  projicircndc  KU^ne  dio  Gleichang 

(y— t?)cosy--(*  — w)co8/J  —  0  . 
oder,  ind«Bi  mao  durch 

Veof *^-|-  cosV     Vi — 008^  ss±  sin  « 

teilt: 

/       ,  cos  y  ,       ^  cos  ß  - 

sm  a  *  •       sin  « 

Als  Gleicliung  der  projicircnden  Ebene  »u/gcfass:,  ist  dAi  die  Ijormalform 
dieMr  Gleichang  Sind  iitittx,,^,,  z,  die  Goordm*ten  dci  Pnnktw  P^^  u 
dMi  das  FliebeiMleDCDt       liegt,  eo  ist 

(yi  —  y)  cos  y  —  (g^  — w)  COS^ 
sin« 

der  Abetaad  des  Funktei  von  jener  Kbene,  mithia  aneh  der  Abiland  der 
Prajeelion  i^F^  von  der  Projeetioa  der  Drebachie  anf  die  ITiZ^Bbene.  Hier« 
an  cigiebl  eich  ava,  dais  in  Olelcfauag  b)  der  Aoidmek 

da^eoige  Volamen  iet,  welches  die  ProJeeMott  d*Fpr  des  FliehenelemenU  d*F 

(mit  den  Coordinoten  x,  y,  z)  beschreibt,  wenn  es  sieh  tim  ainen  Winkel 
^.sina  dreht  um  die  Prnjei  tion  der  ursprünglichen  Drehnchse  AÄ^  nnf  die 
yZ  Ebene  «Ib  neuer  Drehachse.  Die  Doppel- integrnlo  beziehen  »ich  auf  dio 
Projectionen  der  ganten  Fl&cho  uad  man  liann  die  einaelnen  Sonmanden 
der  Oleiehuig  b)  aach  hier  nach  der  efafachea  Onldin'sdiea  Beget  beHlDmen. 

Die  beideo  Forndn  a^  nod  b)  zeigen  alio  wie  die  aUgemeiute  Form  der 
Diebnag  einer  beliebigen  Fliehe  F  «s  eine  beUeUga  AehielMaaglieb  der  Ba« 
stlmmnng  dei  beaehriebeaea  VoInmeM  behandelt  werden  kann  durch  wieder» 
hohe  Anwendung  der  eiafoeben  QnIdln'idMn  Bogel  Ar  die  Projeetionea  der 
flache  t\ 

aieh.  d.  Ibth.  a.  Phie.  fl.  Belhe.  T.  SIIL  83 
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26} 


Hierin  ist  .  dos  Moment  ersten  Grades  der  ebenen  Fläche  F  in 
Bezog  auf  die  Gerade,  n  der  ihre  Ebene  diejenige  Goordinaten- 
Ebene  Bchneidet,  zu  der  sie  normal  steht  Jede  Verschiebang  oder 
Drehung  der  Flflcbe  F  in  ihrer  Ebene,  die  an  diesem  Momente 
nichts  ftndert,  d.  h.  also  so,  dass  der  Schwerpunkt  sieh  anf  einer  nr- 
spranglich  zur  XZ-Ehvue  luirallclcn  Geraden  bewegt,  ist  anf  das 
Volumen  V  ohne  Einflass^  natttrüch  darf  diese  Verschiebung  des 
Schwerpunkts  auf  der  Torgezeichneten  Linie  auch  wAhread  der 
Drehaug  ä  erfolgen. 

Giebt  man  der  Ebene  F der  rotirenden  Fläche  Feine  soldie  Lage» 
dass  sie  parallel  wird  znr  Drehachse  21,  so  ist  ihre  Gleichung 

27)  cosX  .  «-f~^B^  .  y-^p  0 

d.  h.  es  ist  C03V  =  0,  weil  v  «  OO**  ist.  Da  aber  v  in  Gleichung 
24)  nicht  vorkommt,  so  wird  diese  Gleich u hl:  dadurch  nicht  bceiu- 
Üusst;  man  kann  indosson  diesem  Falle  iu  folgender  Weise  eine  in- 
teressante Seite  abgewiuueu.  Legt  mau  auch  hier,  wie  im  vorigen 
Falle,  die  Ebene  F  normal  zur  Z/^Ebeuc,  so  wird  ihre  Gleichung 

27)  cosA.«^j»=5  0 

d.  h.  es  wird  auch  cos  f«  0,  weil  —  90^,  und  da  ausserdem  schon 
cosv  ssO,  so  mnss  cosJl  »  1  sein,  so  dass 


üüeubar  sind  auch  F  und  F,jt  jetzt  congrucnt.  Au  dem  ßcsulUL 
fällt  auf,  dass  die  Grösse  p  ganz  ohne  Einfluss  ist,  also  beliebig 
gross  oder  klein  und  auch  null  sein  kann,  und  mau  sieht,  dass  man 
es  mit  einer  Wiederholung  des  anf  Seite  SSO  bereits  abgeleiteten 
Satzes  zu  tun  hat  Derselbe  gestattet  nun  aber  anf  Grund  der  bis- 
herigen Betrachtungen  eine  erhebliche  Erweiterung.  Nach  Gleichung 
26)  ist  nämlich  das  Volumen  V  als  Product  aus  den  Factoren  d,  y,, 
F  und  cos  k.  Jede  Verschiebung  oder  Drehung,  welche  man  mit  der 
Fläche  F  im  Räume  vor  ihrer  Botation  Tomimmt,  ändert  an  dem 
Wert  von  r  nichts,  sofern  die  Grössen  y,,  JP  und  cosl  dadurch 
nicht  geänilert  werden;  aucli  ciiio  Formänderung  von  Fist  gestattet, 
wenn  nur  ihre  Flächeuf^rösso  und  diL;  Lage  ilm-s  Schwerpunkts  da- 
durch nicht  veräudert  werdeu.   Mau  hat  also  lulgeuden  Sats: 


28) 


-0 


29) 


Aus  Gleichung  24)  wird  nun: 

V d  ,     ,  F=  ö  .  yi ,  Fyg 
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.»Eilie  bdrabig  geformte  and  belegene  ebene  Flftche  F 
^^Mm  alcii  vm  dne  feile  Aclue  nm  einen  endficben 
„Winkel  legt  man  dann  dnrch  die  Drehachse  eine  Ebene 
„E  normal  za  F  nnd  durch  den  Schwerpnnkt  der  Fliehe 

„eine  Ebene  £,  parallel  zn  E,  so  kann  man  dem  Schwer- 
„punkt  in  die??pr  Ebene  t\  vor  dpr  Drehung  nm  dio  feste 
^chse  eine  beliebige  Lage  anweiseu,  auch  die  Fläche  um 
„ihren  Schwerpunkt  drehen  oder,  unter  Wahrung  ihrer 
,,Grösse.  ihre  Form  äoderaf  ohne  dass  dadurch  das  bei  der 
^jKütaüou  um  die  feste  Achse  beschriebene  Volumen  be- 
,.einfla88t  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Ebene  von  F  stets 
„zn  der  nnprflDglich  gegebenen  Lage  parallel  bleibt  Aneh 
„wlhrend  der  Drehung  kOnnen,  nnter  Anfireehtbaltang  der 
^edingnngen,  Yereeliiebnngen  der  Flftche  P  in  ihrer  Kbene 
Merfolgen.  —  Eine  iSamore  Erweiternng,  nnter  enlepreehen* 
„der  Abändemng  dieser  Bedingungen,  ist  noeh  nach  der 
„Richtung  hin  möglich ,  dass  die  Fläche  F  w&hrand  ihrer 
„Drehung  um  die  feste  Achse  auch  noch  Drehungen  er- 
„leidon  darf  um  Achsen,  die  der  festen  parallel  sind  und 
„durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche  gehen,  (?a  bei  diesen 
,  letzteren  Drchuugeu  algebraisch  ein  Volumen  gleich  null 
„beschriehen  wird  (Formel  26}"* 

Es  bleibt  mir  nun  noch  flbrig,  einige  Betrachtungen  anzustellen 
Uber  den  Ueridiansehnitt  der  von  der  Bnndcnnre  L  der  Fliehe 
£  bei  der  Drehung  der  letsteren  beeehrlebenen  Ringfiftehe,  die  ich 
indessen  bei  der  Hanpteaehe  auf  den  Fall  besobrAnken  wiU,  wo  eine 
der  Coordinaten-Achaen,  etwa  die  Z-Aebse,  Brehnehse  ist 

Man  kann  sieh  den  Meridiansehnitt  in  iweierlei  Weise  entstan- 
den denken: 

1)  Eine  dnreh  die  Drebaehse  gelegte  Ebene  drehe  sieb  nm 
diese  Aehse,  bis  sie  alle  Punkte  der  ruhenden  Flftche  F  getroffen 
bat;  dnnn  bilden  die  Spuren  der  einseinen  Punkte  der  Bandeunre 
L  den  Meridiansehnitt  Jf  der  Ringflftebe,  denn  alle  ausserhalb  dieser 
Ourve  liegenden  Teile  der  Ebene,  welche  etwa  getroffen  werden, 
werden  ebenso  oft  von  positiTen  wie  von  negativen  Flächenteilen 
getroifon  nnd  fallen  daher  aus,  wiLhrend  alle  innerhalb  der  Car?e  M 

liegenden  Tefle  der  Ebene  ein  Mal  mehr  tou  |  Q^^^y^Q  |  "^^^ 

1  posUiveT  }  der  Ebene  F  getroffen  nnd  dementspreebend 

in  der  Fläche  von  M  mit  dem  Vorzeichen  ±,  zur  Geltoui,^  kommou. 

23* 


Digitized  by  Google 


356 


3)  Man  lege  dnreh  die  einielnen  Paukte  der  Fliebe  F  Enite, 
dereo  Ebenen  nor  ^Aehie  nonnal  etdben.  Die  der  Be&dcnr?e  L 
entsprechenden  Kreise  legen  in  ihren  Scbnittpackton  mit  einer  dordi 
die  Z^Achse  gelegten  ElMne  in  dieser  den  Meridianschnitt  M  der 
Bingfläche  fest  Alle  ausserhalb  M  die  Ebene  treffenden  Kreise 
treffen  die  Fläche  F  eben  so  oft  in  positiven  und  negativen  Teilen 
und  fallen  daher  an«,  sodass  nur  die  innerhalb  Äf  Hogeudeu  Teile 
mit  (iem  Yoraeicheu  plus  oder  minos  Air  die  Flüche  tou  M  abrig 
bleiben. 

Beieielinet  nun  in  Fig.  15  die  Linie  OJt  die  snr  XF-Ebene 
senkreclite  Ebene  des  Meridianschnitts,  und  sind  x,  z  die  Coordi- 
naten  eines  beliebigen  Punktes  P  der  FÜetie  F  (oder  der  Hand- 
cnrve  L),  r  und  z  die  im  System  UZ  genommenen  Coordinaten  des 
entq^rechenden  Punktes       das  Mendiauscliuittea,  so  ist 

30)  r-.l/«»-f]^,  »  — * 

Sind  nu 

Sl)  »-»(»),  y (L. 

wo  9  und  y  F^nctionsbeselchniingeii  sind,  die  Gleicliangen  von 
so  ist 


die  GMehnng  des  Meridinnscbnitts  M  im  System  BZ. 

Fflr  dfts  Yolnmen  berechnet  ans  dem  MeridiniMBchnitt,  hat 
mnn  dnCush: 


Als  Fttebenekmeot  Ton  Jf  steht  hierin  des  elementare  Bechteck 
^ .  d«,  dessen  Seiten  dr  nnd  d»  man  sieh  ia  belieUgem  Terh&ltniss 

zn  einander  stehend  denken  kann;  die  Integrale,  Ar  deren  LOsnng 
die  Oleichnng  ftS)  erforderlich  ist,  sind  aber  die  ganse  Fläche  M 
auszudehnen.   Man  kann  statt  dessen  auch  das  Integral  serlegea 

in  zwei  andere  und  sieh  für  deren  Lösang  der  Gleichungen  31)  be- 
dienen. Das  setzt  dann  voraas,  dass  dr  der  Qleidiaiig  30)  genflge^ 
ans  der  man  durch  Differeatüren  erh&lt: 


32) 


r-=-/(9(«))»+(y(«))^ 


(M. 


33) 


flS  y 


wodurch  Gleichung  33)  übergebt  in 
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Diese  Formel  scheint  in  einem  gewissen  Widorsprüch  zu  stehen  mit 
den  Formeln  '2?>):  dort  tritt  V  als  eine  Differenz  auf,  hier  ist  es 
eine  Summe.  Ein  wesentlicher  Unterschied  kann  natürlich  rieht 
vorhnndon  sein,  ond  jener  scheinbare  Widersprach  ist  auch  leicht 
aaiiukiären. 

Legt  man  dnrch  die  ersten  drei  von  den  Tier  PttokCen»  welche 
folgende  Coordinaten  haben  (vergl.  Fig.  16): 


eine  Ebene,  so  liegt  auch  der  vierte  Pnnkt  in  dieser  Ebene.  Liegen 
die  enten  drei  Punkte  ausserdem  in  der  Fläche  J'*,  so  wird  das  im 
allgemeinen  für  den  4ten  Pnnkt  uiuht  zutreffen;  er  rfickt  ilir  aber, 

wenn  man  Jx  in  dx^  Jy  in  dy  übergehen  lässt*),  so  nahe,  dass 
er  höchstens  um  eine  unendlich'  kleine  Strecke  2tcr  Ordnung  von 
ihr  entfernt  ist,  also  für  den  vorliegenden  Zweck  ebenfalls  als  in 
die  Fläche  F  fallend  betrachtet  werden  darf  Dementsprechend  be- 
dient man  sich  denn  auch  des  Inhalts  des  durch  jene  vier  Punkte 
bestimmten,  geradlinig  begrenzten  Vierecks  als  Flächenelement  ä'^F 
fOr  dx   und   ^jf  =  dy 

Der  Inhalt  des  Elements  ist  der  Oreniwert  des  Anadmcka  t 


und  seine  Projectioneu  auf  die  Coordiuatenebcuoa  sind  (vergl.  Seite 
239,  Gleichung  8): 


*)  Uslar  dianr  YorailMelnuig  wird  die  durch  P,  P',  nnd  gelegt« 
Ebeoe  nur  Bertlhrangioben«  an  di«  Flftcb«  F  fftr  den  Fuikt  £\  ihn 
Glddumg  Ist  bakannüidii 


In  besoodcren  FiUen  Iritt  di(we  Gleichung  an  die  Stelle  der  Gleiehnng  t). 


P")    ar,  J^  +  ^y,  »-{-^*9 


86) 


also: 


|;(?-«)+^'(')-y)-(j-*)=o 
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^•ki»i  üeber  den  Jnhait  der  dwdk  BewegMug  von  Cvr«m 


«flFxjf      dx  ,  dy 
37)1  {  —      •      .  ^ 

Legt  man  nun,  entsprechend  der  unter  1)  bo/oichneten  Entstehongs- 
art  des  Meridianschnitts,  durch  die  Z- Achse  und  den  Punkt  P  eine 
Ebene,  so  projiciren  sich  die  oben  geuaantea  vier  Punkte  aof  diese 
Ebene  mit  folgenden  Coordinateu 

Pn)    r+  ^« .  cos V,  « + d9» 

Pn)    r-^-Jy.  sin  ti»,  « -f.  Jz^ 

Pn'^)    r  +  -^a;  .  cosi|;-f  Jf/  .  siuy».    2 -|- /fi, -j- 

Der  Inhalt  des  Vierecks  mit  diesen  vier  EdcpnvkteD  ist: 
J^F»  SB      .  ^»x  .%\n^'—Jm*  Jm^  .  cos^ 

^     >  ^  >• 

Uacht  flmn  nun 

Jtt^dK  und  Jjf^dif 

80  wird  hieraus  das  dem  Flächonelement  der  Fläche  F  ent^ 
sprechende  Element  der  Flache  des  Meridianschnitts  Mi 

=-  ^  .  rf'if,,  —  ^  ,  d^if«  (vergl.  Gleichung  37) 


Wird  das  mit  ri  mnltipliclrt  und  dann  integrirt,  so  erhält  man  wie 

früher; 

39)     V^öJ'J^T.d^F^^i JJ y  .  d^F^, 

.  d'Fs,  *) 


•)  Anaierknng.  Med  bitte  tob  mralicrviii  auch  der  hier  benototea 
Abl«itiiiig  der  GMchnng  89)  bcgfin«ii  und  «u  ihr  mit  Bennteang  deg  SttMi 
fihcr  die  Zusummeneetxnnc  von  Drehongcn  an  sieh  uhneidende  AcbMn  (Seite 
S68-.1S9)  die  «Ugemeine  QlcicbuDg  ts)  «nnpicltels  ktonen  (vergl.  Seite  891). 
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Der  Untorechicd  gegen  Gleichuog  35)  liegt  also  lediglich  iu  der 
"Wabl  des  Flächendcmeuts  der  Fläche  3/,  welches  man  an  uud  für 
sieb  beliebig  geformt  denken  kann,  wenn  man  nur  Sorge  trägt,  dass 
die  IntegntioDen  sieh  wirklich  aef  die  ganse  FIftehe  ertlreeken. 

UelriiieTis  wurde  schon  iu  dem  Satze  auf  Seite  360—351  er- 
wähnt, üas5  die  Differcuzen  in  Gleichung  23)  in  bcsoudern  F&llea 
sich  in  Summen  verwandeln  könnten;  hierzu  eiu  Beispiel: 

Die  positive  Richtung  der  Normalen  der  Tangential  ebene  an 
die  Fläche  F  bilde  innerhalb  einer  gewissen  Begrcnzifug  der  letzteren 

mit  der  positiven  ^Y-Achse  eiuon  stnmpfen ,  mit  den  beiden  andern 
Achsen  einen  spitzen  Winkel,  dann  ist  iu  der  Tnntrontial-Kbene  fttr 
Ff  d.  h.  also  in  der  Gleicbang  (vei^l.  die  Anmerkung  Seite  367) 

40)  coiA  .  fle-|-cosf»  .  |r+C08v  .  «— p  «"  0  (d^\ 

für  den  fraglichen  Teil  von  F: 

41)  cosi<10,  C08|»>0,  eoBv>0 
Ana  Gteichnng  iT*)  folgt  nun : 

Ba  cos  ^  ^  ^ 

2     ~   >  0 

CX  COS  V  . 

?f  —  _      ^  ^  0 
^         OOS  v"*^ 

also: 

jtm,  COS  k  If     -    j    ,  COS  «     j  - 

43)    d^Fm  —  .  -  ,dKdy-\   .  -  .dmdu 

'  COS  V  r        *  '  cos  V  r  ' 

Fftr  den  in  Bede  stehenden  Teil  von  F  ist  also: 

nnd  in  dieser  Gleicbang  sind  rechts  beide  Summanden  positir.  Beide 
würden  aegati?  sein  mit  oosJl     0,  cos  f«  <I  0. 

Anhang.  Auf  Seite  252  wurde  bereits  erwähnt,  dass  die 
Grösse  des  Yolaraens  F  nnabhftngig  ist  von  der  Form  der  Fläche 
F,  welche  die  Bandcorre  X  schliesst,  dass  man  also  F  dnrch  eine 
heliebige  andere  Flache  ersetzen  kann,  nnd  dass  die  ^nfacbste  Er- 
aatsflftehe  eine  BegelflSche  sei.  Letztere  kann  man  sn  noch  weiterer 
yereinftchnng  stets  so  constmirt  denken,  dass  ihre  geraden  Seiten 
normal  zur  Drehachse  sind,  nnd  das  legt  dann  die  Frage  nahe  nach 
der  Qleichnng  dieser  Fläche,  deren  Kenntniss  nnter  Umständen  er- 
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JVcA/«:  Utber  dSni  InkaU  dw  dturdk  Btmtgmff  vom  ihntm 


wünscht  sein  kann.  Ich  werde  diese  Gleicbnog  desluüb  hier  noch 
ableiten. 

Die  frti^ebe  Regelfläcbe  wird  dadurch  erzeogt,  da?s  eine  rar 
Drehachse  normale  Gerade  auf  der  Leiteorve  L  in  der  Weise  gleitet, 
dass  sie  diese  Cnrve  beständig  in  zwei  Punlcten  P\{x\yi^)  und 
PtiP^tHt^)  schneidet  Die  Gleichoogen  der  entsprechenden  Teile 
von  L  seien 


Die  gleitende  Gerade  kann  mau  sich  denken  als  die  Dnrchschnitts- 
linie  zweier  Ebenen ,  von  denen  die  eine  normal  steht  zur  Droh- 
achse, walirt'ud  mau  der  andern  eine  beliebige  Lage  gebcu  kauu, 
TorbehaltUch  dessen,  dass  sie,  wt«  aneh  die  andere  Ebene,  durch 
die  beiden  Punkte  P|  und  Fi  geben  mnts;  das  einliusfaste  wird  sein, 
die  iweite  Ebene  normal  so  einer  der  Coordinnten^Ebenen,  s.  B. 
normal  snr  Ebene  an  legen.  Tnt  man  letsteies,  so  sind  die 
BesCimmongsgleichungen  der  gleitenden  Geradeo  Yon  folgender  Form; 

8)  C080  .  «;-|-cüb/S  .  y-j-cosy  .  « — g  —  0 

In  diesen  Gleichungen  sind  m  nnd  n  allgemeine  Parameter, 
swischen  denen  allgemeine  Besiehnngen  vorhanden  sind,  welche  man 
so  findet: 

Die  Cnrvenstlleke  and  geben  btbw.  dorob  Fi  nnd  P„  also 
mnss  stattfinden: 

Die  Ebenen  8)  nnd  4)  gehen  beide  durch  beide  Punkte  Pt  nnd 
Pj,  also  mnss  sein; 

7)  coB«.«t+<»8/5  .  yi-f-cosy.%— 5  —  0 

8)  COS>  .  «l+OOS/9  .  1ft-\-CMf  .  «1  -  9  =s  0 

9)  «• .  .  |f|+l=5  0 
10)              m.«i^-|-n.|i^+l  — 0 

Ans  den  8  Gleichungen  5)  bis  10)  kann  man  die  6  Coordinaten 
jr,,  Tj,  yj,  «,  entfernen;  dann  bleiben  zwei  Gleichungen,  welche 

ausser  ß  und  y  nur  die  Parameter  9,  m  und  ti  enthalten  und  aus 
denen  etwa  folgt: 


1) 


9  -  ^tW 


(Li. 
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11) 
12) 


m  «  /,  (q) 


Aus  dieseü  beiden  Gleich uiigen  und  aus  den  Gleichnngcn  1) 
und  2)  erh&It  man  die  GTeichang  der  Rogelfläche  durch  Ent- 
ünmung  von  q,  m  und  n,  nftmUeli: 

13)  mfg{co$m  »m+enp  *p+eoBf  .m) 

Hätte  man  die  sweite  Ebene  (2)  durch  den  AnüuigspQnkt  o  gelegt, 
80  hätte  man  eine  Gleichnng  von  folgender  Form  erhalten  (in  der 
natftrlich  die  Zeichen  /|  und  4  nnn  andere  Faactiooen  bezeichnen): 

14)  (coi  «r .  «+008/f  .  y  4~  cos  X .  f) 

-{-^/2(C0««f .  «+€08/?  .  y-f-C08y  .  2) 
-f  a/3(cot«  .  «+cosi3  •  y+cesy  .  «)  =  0 

Ist  die    Achse  Drehachse,  so  ist 
und  dann  erh&lt  man  einfacher: 


Nicht  immer  werden  die  GleichnTippn  der  Raumcnrve  L  als  un- 
mittelbar gegeben  betrachtet  werden  durreu ;  das  ist  z.  B.  dann  nicht 
der  Fall,  wenn  gefragt  wird  nach  dem  Volumeu  innerhalb  einer 
Bingfl&che,  welche  eine  gegubeue  Flache  F  von  aussen  umhüllt.  An 
die  Stelle  der  Baadcarre  tritt  dann  die  Berllhrwiglfsie  zwiBchen  der 
Hiebe  F  und  der  BingflAche;  um  ihre  Oleichnngen  m  finden,  ist 
die  Ableitnng  der  allgemeinen  Oleichnng  der  Bingfljftche 
erforderlieh  Ibr  den  Fall,  dass  die  Bandcnrre  gegeben  ist  Die  61d- 
ehnngen  der  letiteren  seten  daigestellt  dnreh  die  beiden  QleichoDgen: 

16)  =  0,   F,(x,  y,  «)  -  0  (L. 

m»  nneb  die  (Mhere  einfachere  Annahme 


18a) 


«A(*)+ir./s(»)+l-0 


und 
Ida) 


»  —  9>j  («)»  y  —  Vi  («) 


(Seite  3(6,  Oleiehang  81)  in  sieb  scUieist  Die  Drehachie  gehe 
allgemein  durch  den  Punkt  ^(t*,  w)  nnd  bilde  mit  den  Coordi- 
naten -Achsen  die  Winkel  «,  A  y;  dann  sind  ihre  Oleichangea: 
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'        COS  «  "  COB  y*   COS  ß     COS  y 

Jeder  Punkt  yob  L  beschreibt  bei  der  Drehvog  um  die  Achse 
einen  Kreis,  den  man  ansehen  Icann  als  den  JDnrehsehnitt  einer  sor 

Drehachse  normalen  Ebene  mit  einer  Kugclflflclie,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  Drehachse  im  Punkte  A  liegt.  Die  Gleichungen  dieser  beiden 
Fl&chen  sind  von  der  Form 

17)  cos«  .  r-f-'^öS^  .  iy-|-Cü.s  y  (s)  —7  —  0 

die  Grössen  q  und  sind  Parameter.  Sind  «1^12,  die  Cuordinatea 
eines  Punktes  P|  von     so  mflssen  die  4  Gleichungen  15),  17)  nnd 

18)  richtig  bleiben,  wenn  man  in  denselben 

setsl.  Geschieht  das,  so  erbftlt  man  4  Gleichungen,  in  denen  ausser 
*if  Vt*  *it  9  nnd  nur  die  constanten  Grossen  «,  v,  w  and  jS,  / 
vorkommen.  Entfernt  man  ans  denselben  a-i ,  und  ,  so  bleibt 
eine  Besiehung  dbrig  zwischen  q  und  (nnd  jenen  Constanten)^ 
etwa: 

19)  q  « 

Diese  Gleichung  schreibt  die  Bedingung  vor,  welche  die  Gleichungen 
17)  und  18)  erfüllen  müssen,  wenn  ihr  Schnittkreis  die  Randcurve 

L  trolTon  ,  also  auch  in  der  fraglichen  Ringflächc  liegen  soll.  Ent- 
fernt mau  demnach  aus  den  Gleichuntfpn  17),  18)  und  IV)  die  Grössen 
<2  and      so  erhält  man  als  Gleichung  der  Bingflächpt 

20)  cos«  .  X 4- cos/5  y+cosy  .«  =  /■((«  — M)*-j-(y  —  t7)*4-(« —  trj*) 
Ist  die  i^Acbse  Drehachse,  also 

«t     /}  s  90«,  y  —  0  und  «  ^  0  ~  w  *  0 

80  erhält  man  einfacher: 

21)  ,->'(«l+yt-f|^) 

Für  diesen  P'all  kaun  mau  aber  oim  uuch  einfachere  Form  riiukn, 
indem  man  an  die  Stelle  der  Gleiciiuugcn  17)  und  18)  die  folgenden 
setzt: 

17a)  «  =  g  =  0 

18a)  ««H-y*-^« 
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durch  welche  der  von  irgend  einem  Punkt  Ton  L  beschriebene  Kreis 
in  dieeein  Fall  ebenftUs  festgelegt  wird;  17a)  stellt  eine  sar  XT- 
Ebene  pandlele  Ebene,  17b)  einen  zu  ihr  normnlen  Kreiecylinder 
dar.  Ana  den  4  Oleichangen  15),  17a)  nnd  18a)  folge  jetit  in  der 
oben  dnrebgofthrtev  Weise,  indem  man  flbeiall 

X  =  zi,  y  ■=  yi    und   3  = 

setzt  nnd  dann  diese  Grossen  ausscheidet: 

19a)  q~fi  (p«) 

Diese  Gleichung  liefert  dann  mit  doTi  bridcn  yorigcn  durch  Aus- 
scheidung von  q  und  (f*  die  einfachere  Form: 

Die  GleichnnceD  20),  21)  und  21a)  stellen  natürlich  auch  die  all- 
meiue  Gioichuug  eiuer  Umdi  uiiuugsflache,  nicht  nur  die- 
jenige einer  Bingfltcho  dar,  d.  h.  es  ist  nicht  erforderlich,  dass  die 
Onnre  L  (Gleiidrang  15))  geschlossen  sei,  wenn  es  sieh  nicht  nm 
die  Bandcnnre  L  efaier  Flache  F  bandelt 

Aus  der  Gleichung  20)  kann  man  mit  Hulfe  von  Differential- 
Oporati  onen  die  allgemein  nicht  näher  m  bezeichnende  Function  f 
ansscheideu  uud  dadurch  zu  einer  cbarakteribtiücheu  Gleichung  für 
alle  Umdrehungsfläcben  gelangen.  Differentiirt  man  nimlich  die 
Olddinng  20)  teilweise,  erst  nach  m  and  a»  dann  nach  $  nnd  «,  so 
erhftlt  man: 

cosa+cosy  .  ~  -  (2(«^«)H-2(«-ie)  •„)!+(,-•)« 

coe^-fcosy  .  ^  =  (2(y-»)+2(— «)  g^)  •)i+(y-„)« 

+  (»—«)«) 

Teilt  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  erhält  mau 
nach  einer  oiufachou  Umformung: 

^2)    ((y— »)C08y— («— w)C08/S)—  ^  +((»— w)C08Cf— (•— «)C0SJ')  ^ 

— (»  *t»)co8/iI— (ir<>«)cosa)  Q 

Dieser  Gleichung,  in  der  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punkts  der  Fläche  sind,  mum  jede  ümdrehungsfläche  genügen,  deren 
Achse  durch  den  Punkt  A{-u,  v,  w)  geht  uud  mit  den  Coordinaten- 
Aclisen  die  Winkel         y  bildet. 
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Nuu  soll  weiter 

9S  y, «)  —  0  (F. 

die  GleidiiDg  einer  Flfiche  F  Bdn,  welche  von  der  zu  hcstlinmendeii 
BiDgflicbe  ainbfllU  wird.  Fttr  alle  Ponkte  der  Canre  L  anf  der 
Flftehe  in  denen  diese  nmhflllende  FJftehe  die  Fläche  F  trifft, 
d.  h.  fbr  den  Fall  einer  stetig  gekrOmmten  Flfiche  F  dieselbe  be- 
rührt, mflssen  F  nnd  die  Ringfläche  dieselbe  Bertthrangeebeae  haben. 
Sind 

*i»  Vii  ^1  Coordioaten  eines  Punktes  von  L,  so  muss  natür- 
lich die  Bcrüliruiigscbone  fQr  beide  Flächen  durch  diesen  'Puiikt 
gehen,  und  ausserdem  müssen  —  das  folgt  aus  der  Form  der  Glei- 
chung der  Berttbrangsebene  (vergl  Seite  357,  Anmerkong)  —  für 

für  bdde  die  Differential*>Qiiotienten  ^  nnd  ^denselben  Wert  haben, 

d.  h.  die  letateren  mllieeB  Ar  beide  Flftehen  der  Gleichung  22)  ge- 
nügen. Nnn  folgt  aber  au  GlelchuDg  23): 

dF  BF 
d$  dx      Bz  by 

äi      "*  8  F» 

dz  d» 

und  wenn  man  das  in  Gleiehnng  22)  einsetzt,  so  erhält  man 

dF  BF 
24)  ((»-»)  C08  y —(»—») cos M)eo8«— (»— »)cosy)  ^ 

Bf 

+((«  -'••)cosjJ-(»-»)cosa)^  -  0 

Diese  Uloichang  legt  zusammen  mit  der  Crleichnng  23)  die  Be* 
rtthrangslinie  L  mit  der  Hiugtläche  fest. 

Ist  die  iF-Achse  Drehachse,  also 

«  =  ^  =  90",   y  =  ü  und   u  ^  V  =  w  ^  0 

SO  wkd  ans  der  lor  alle  Umdrehangsfläehen  geltenden  Gleichong  23) 
dn&ch: 

k  3z  dz 

nnd  die  Gleichnng  24)  geht  Ober  in 
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!l£itbin  wird  die  BerührnDgslinie  L  dor  Riagfl&che  mit  der  Fläche 
F  (Gleicbong  23)),  für  die  ^Aekse  al«  Drehachse,  fettgelegt  durch 
dim  Gleichong  23)  vad  durch  die  oben  gefondene  QleichaDg  24a). 


f  7.  CyliiidriBChe  Schraobenbewegang  einer 

begrensten  Fl&ohe. 
• 

Ee  wtirde  keine  Schwierigkeit  haben,  aof  den  Formeln  der 
Sl  5.  und  6.  fbr  das  dnrch  eine  ParallelTerschiebnng  oder  Drehung 
einer  Fläche  F  beschriebene  Yolamen  unmittelbar  alle  diejenigen 
Sitze  abzoleiten,  welche  im  §  4.  aaf  Seite  255^357  Aber  die  Zu- 
sammensetzong  and  Zerlegung  beliebiger  Verschiebungen  and  Drebun- 
gcn  boreits  entwickelt  sind,  sowie  auch  den  Nachweis  zu  fahren 
dass  sich  eine  beliebige  eDdliche  Bewegung  von  F  zurückführen 
lässt  auf  eiue  Folge  von  unendlich  viclrrt,  finzpln  nncndfich  klei'non 
cylindrischen  Schranbenbewe^ungen,  für  weiche  selbstverständlich  die 
besümmendon  Elemente  den  ßedingnngeu  der  jeweilig  vorliegenden 
Ao%abe  za  ermitteln  sind.  Indessen  bedarf  es  hier  dieser  Wieder- 
holong  nicht,  um  so  weniger,  ab  dieselbe  nnr  die  frflheren  Resul- 
tate auf  einem  minder  einCstcben  Wege  liefern  wflrde,  nnd  es  yrird 
genügen,  nnr  die  Ergebnisse  der  beiden  letzten  Paragraphen  ihr 
eine  einfache  cylindrische  Sebranbenbewegnng  zusammenzosteUe«. 
Fflr  eine  solche  unendlich  kleine  Bewegung  mOgen  die  beiden  bis. 
lang  mit  ^  und  a  bezeichneten  Grössen,  wrkho  das  Maass  für  die 
beiden  Elcmcntarbcwognngen  sind,  die  Gleichförmigkeit  mit  der 
Qbrigen  Bezeichnung  \\'ü2c-n  durch  dd  und  da  ersetzt  werden.  Es 
bewegt  sich  also  die  i  lache  F  ohne  Drehung  nach  der  Richtung 
einer  gegebenen  Achse  um  eine  Länge  üq  während  derselben  Zeit, 
während  der  sie  sich  um  diese  Achse  dreht  um  einen  Winkel  di. 
Ein  Punkt  der  Fläche  F^  dessen  AbsUuii  von  der  Drehachse  gleich 
r  ist,  beschreibt  bei  dieser  Bewegung  das  Element  ü*  einer  Schrau- 
benlinie, fttr  welches  die  Gleichung  gilt: 

Ist  if  der  St^ngswinkel  dieser  Schraubenlinie,  also  90* -17 
Ihr  Winkel  mit  der  Drehachse,  und  h  ihre  GrenzhOhe,  so  ist  i|  be- 
stammt  durch  die  Gleichung: 

Aof  Seite  256  und  257  wurde  erliatert,  dass  man  die  beiden 
gleichzeitigen  EUementarbewcigungen  auch  als  in  beUeUgsr  Folge 
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nach  eittuider  stettfindend  in  die  Recbnang  oinfahren  kann^  daraus 
ergiebt  sich  dann,  wenn  die  Drehachte  AA^  wieder  dmreh  einea  be- 
liebigen Pnnkt  A(Uf  o,  w)  gebt  und  mit  den  Coordinaten-Aebsen  die 
Winkel  ß,Y  bildet»  fOr  das  von  d^f  beaehriebeneTolomen  (vergl. 
I  4,  61. 10)  und  18)  nnd  S  6»,  Olelehnng  13),  ancb  Gleicbnng  16«.»: 

(cos  a  .  cobX  -f-  co8'^  •  C08  fi-|-  COS  y  .  CMv)d*F .  da 

+((«  -  to)  C08  «  —  («—  u)  cos  y)  cos  fA 
+((«—«)  cosß — (y — r)  cos«)  cos  v)d^Fd  d 

oder',  indem  man  die  Projectionen  von  ifiF  anf  die  Coordinaten- 
ebenen  einführt: 

(cosa  .  €l^Fyt-\-C09ß  .  d*Fx!-\-CQBY  •  d^Fxp)da 
-f  (((y  — cos  y  —  (z  —  w)  co8/3)<i*  /"^i 

-)-((«  —  I0)CO8  a  —  («  —  t»)  COS  y)  «1*1^ 

— «}  COS  /I  —  (y  —  v)  OOS  «)  4ßFtg)dßF 

In  diesen  Formelu  sind  ac,  ^  die  Coordiiiateu  dos  Flächeneloments 
<?*F;  ist  F  eben,  so  kann  man  wie  früher  statt  J*F  gleich  die  ganze 
Fläche  i^' eiüfilhreu  und  demeutsprechcud  d  F  an  die  Stelle  von  ti^r 
treten  lassen,  wenn  man  unter  x,  z  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts YOtt  F  versteht  (Seite  243^244). 

Von  der  Flai  ho  i  intoressirt  in  letzter  Linie  nur  ibre  Eand- 
carve      deren  (ileichungeu  auf  Seite  866,  Gleichung  31),  durch 

auf  Seite  362,  Gleichung  15),  durch 

yi  »)  =  0,  jr,  »)  =  0 

angedeutet  wurden.  Diese  Oleichungen  mfissen  unter  allen  Umstän- 
den die  Orenxen  der  anf  ^F  besQglichen  Scklnssintegrale  liefern, 
wenn  es  sich  nm  eine  endliche  Gesamtbewegung  von  F  bandelt,  nnd 

j  J*j* <i*F,  d.  i.  das  Volumen  bestimmt  werden  soll,  welches  F  von 

einer  gegebenen  Aufaugslage  aus  bis  sn  einer  bestimmten  Endlage 
hin  beschreibt.  Dabei  kann  man,  soweit  es  erforderlich  erscheint 
nnd  die  Vorstellung  erleichtert,  die  Winkel  A,  ft  und  v  auf  die  in 
dem  Anhange  zu  §  6.  auf  Seit*-  059  bis  361  behandelte  Regelfläche 
oder  auf  irgend  ©iue  Fläche,  die  man  als  Schlussfläche  der  Band- 
curve  i<  an  die  Steile  von  F  setzen  will,  beziehen. 


3)     Y  — 


4) 


V 
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Die  oben  angedeuteten  Gleichunjieu  der  llaumcurvo  L  köuuen 
während  der  gauzeu  Dauer  der  Bewegung  constant  sein  oder  auch 
sich  ffesetzmässig  ändern,  und  es  wird  also  im  aligcniciueu  die  Auf- 
gabe sein,  diese  elwaigeii  AeiideruDgoa  sowol  wie  auch  die  gante 
Bewegung  von  L  in  der  yolmneiifonnel  nmi  Antdrock  n  bringen. 
Fastt  man  dieee  Anfgabe  im  weitesten  Sinne  auf,  so  mflssen  fBr  ihre 
IiOsnng  die  Geaetze  der  rein  geonetriseben  Bewegnngslebre,  aof  die 
ich  Bcbon  frtther  bingewiesen  habe,  in  ihrem  vollen  Umfange,  sowie 
auch  die  Theorie  der  Krflmmnng  Ton  RaamcarTcn  and  krommen 
Flächen  znr  Anwcridnng  kommen.  Es  kann  hier  nicht  der  Ort  sein, 
die  ninfässende  Ableitung  dieser  Gesetze  zu  wiederholen,  da  es  mir 
wesentlich  nur  ankam  auf  die  Ableitung  der  in  den  §§  3.-6.  gefun- 
denen Resulfate,  deren  Anwenduncr  weiter  unten  noch  au  einigen 
Beispielen  gezeigt  werden  soll,  ich  will  deshalb  nur  die.  folgendes 
allgemeiuen  Benierkongen  macheu,  in  Anlehnung  an  das  Seite  230 
Ms  23  L  uiiL  liezuguuiimü  auf  die  einfache  Guldia'äciiü  Regel  Ge- 
sagte: 

Die  Bewegung  eines  Raumgcbildes  wird  bestimmt  durcb  die  Be- 
wegung von  drei  mit  demselben  lest  verboodenen  Punkten,  welche 
nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Diese  drei  Punkte  legen  eine 
Ebene  K  fest,  welclic  man  sich  mit  der  Curve  L  fest  verbunden 
denkt.  Die  Ebene  A  ist  au  sich  beliebig;  sie  möge  so  gewählt  hi  in, 
dass  sie  in  jedem  Augenblick  der  fragliclieu  Bewegung  zusammen- 
falle mit  dor  Krümmungsebene  derjenigen  Curve  (7,  welche  als  die 
die  Beweguug  von  F  charakterisirende  zu  betrachten  ist  und  dem- 
entspreehend  von  einem  Ponkte  J  der  Ebene  K  beschrieben  wird. 
Matt  denke  sich  dnreh  J  ein  iweites  Coordinatensystem  gelegt,  von 
dem  swel  Achsen  in  die  Ebene  K  Isllen,  wfthrend  die  dritte  Achse 
an  X  nonnal  stebej  auf  dieses  System  snnftehat  kann  man  die  Rand- 
Gorre  bihw.  die  etwaigen  Aendemngen  toe  L  wfthrend  der  Be- 
wegung bezieben  nnd  dasselbe  demnach  als  Yermittlnng  benntsen 
für  die  Bestimmung  dieser  Aenderungen  in  dem  System  der  Hanpt- 
coordinaten,  so  dass  man  d^F  und  seine  Projcctionen  auf  die  Ebenen 
dieser  Coordinaten  in  jedem  Augenblick  zum  Ansdrack  bringen  kann. 

Dann  kommt  es  weiter  wesentlich  darauf  au,  die  Beweguug  der 
Ebene  a,  und  des  Punktes  J  derselbua  auf  die  Curve  C  in  die 
Yolumcnformel  einzufahren.  Diese  Bewegung  kaun  für  die  einzelnen 
Elemente  der  Bahn  von  J,  d.  i  der  Gnrve  C,  als  dne  <^indrisebe 
Scbraabenbewegnug  behandelt  werden»  wenn  man  jene  Elemente  von 
Fnnkt  za  Punkt  durch  die  entsprechende  Krflmmungsscb raube 
ersetzt  denkt  Znr  Berechnung  der  Ton  j;  bsbw.  d^F  bei  diesen 
Elementarbeweguagen  beschriebenen  Volumina  ist  es  also  erfordec* 
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lieb,  die  Elemente  der  KrflmmiittgBStiliraiibe  m  beetimmeo.  Soleher 
Elemente  giebt  es,  wenn  man  mit  rechtwinkligen  Coordinntott  ar- 
beitet, in  dem  ailgemeinstoD  Falle  nicht  weniger  alt  elf;  ee  aind  die 
folgenden: 

V,     die  Ooordinaton  ^nes  feeton  Pnnhts  der  Drehaehee; 

ft  die  Winkel  dieser  Achse  mit  den  drei  Coordinaten- 

f,  der  Badins  dei  Oylinders  der  ErflmmitngssclirMibe; 

ae,  y,  a,  die  Coordinaten  des  betreffenden  Punkts  der  Conre  C, 
der  in  der  Flache  des  Cyliuders  liegen  muss; 

da/r  .  <{6,  die  Steigung  der  Scbraobenlinie. 

Znr  Beetimmuig  dieser  elf  OrOaaea  mit  der  Nebenbedingung 
bei  or,  •  sind  iwOlf  Glelcbangen  erforderlich,  welche  sich  auch  in 
der  Tat  eigebeo,  wenn  man  Folgendes  beachtet: 

Jedes  beliebige  Element  einer  beliebigen  Raamcurve  ist,  nach- 
dem die  in  dor  ßecbnung  als  unabhängig  Verftnderlicbe  zu  betrach- 
tende Grösse,  welche  hier  t  heissen  möge,  festgestellt  ist,  mit  der 
DifferentialgröBse  <ft  ToUstindig  bestimmt  dnreb  die  Coordinaten  9, 
y,  «  dea  An&ngspankts  des  SUements,  ferner  doreh  die  Bichtang 
dieses  Elements,  durch  seine  Erftmmnng  nnd  dorob  sdne  Torsion 
oderWindoag.  Beieiehnetmaa  die  Abgeleiteten  der  etnselaen  Grössen 
«,  ^  N  nnd  wo  t  der  Bogen  der  Corvo  Cist»  genommen  nach  der 
bereits  erw&hnten  anabhängig  Yeranderlichon  t,  in  flblicher  Weise 
mit     y',  z\  «'  -      /,  z",  y"\  A       so  wird  zunächst 

die  Richtang  de«  Elements  bestimmt  durch  die  Grössen  a*', 
Tst  forner  o  der   Krümmungshalbmesser  und      9»  i  die  Goordl» 
nalteti  dos  Juilmmirngsmittelpankts,  so  ist 

—  (entspr.  der  Bedingung: 

C08*a+cos^^-i-co8*y  »=  1) 

! worin,  da  cfc*  —  <fe*-J-<%"4-**»* 
oder 

9    mm  ^, 

ism&t  ist 
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7) 


IS 


fc)'  e) 


bt  endlich  <ir  der  Tonionswinlcel,  so  ist: 

wenn      B  md  C  sor  Abkarzong  gesetzt  sind  fUr 


Ilierans  Ist  ersichtlich,  dass  zur  vollständigen  Bestimmuüg  dos 
Curvcnelements  nach  Ori,  ilichtung,  Krümmung  und  Torsion 
ausser  Uuu  Cuordmaten  x,  y,  ^  dio  neun  Abgeleiteleu  x\  p\  »'  — 
«B^,  —  x'»,  y**,  z""  erforderlich  sind,  so  data  man  in  der  Tftt 
xwOlf  BeeUmmuDgsgleiehangen  anB  den  Gl^ehnngen  der  Cnrve  C 
CfliAlt,  wenn  man  die  ans  diesen  Oleichnngen  entnommenen  Werte 
der  genannten  zwölf  GrOssen  den  entsprechenden  Grössen  der  Schran- 
bentinie  gleich  setzt  Dabei  ist  zanftcbst  an  beachten,  dass  für  beide 
Cnrve  die  Coordiuaton  z  fardas  betrcfTcndo  Kloment  beziehnngs* 
weise  gleich  sind.  Ferner  ist  fttr  die  Scbraabeniiaie: 

/  das  mm  costt  .  8tf+((y  - o) cos y  —  (2  —  ttj) cos /3) rfÄ 
9)  \  rfy  —  cosjJ  .  <?a-|-((a  — tr)cosa  — (ar  — M)C08y) 

\  (iv  =  cos  y  .  dö  4"  ((•»■  —  w)  cos  ß — —  v)  cosa)  dö 

DiTidiit  man  diese  Gleichungen  anf  beiden  Seiten  durch  tU^  so  er« 
halt  man  x',  y\  z'  für  die  Schraube,  und  weiter  durch  zweimaliges 

Diffcrcntiiren  unter  Beachtung  der  Gleiolnnit?  1)  die  Grossen  x'\  y*, 
z",  x"',  y"'^  c*"  für  die  Schraube.  Beachtet  mau  nun  noch,  dass  nach 
Gleichung  7a)  auf  Seite  344  sich  folgende  Gleichung  der  Cylindcr- 
fläche  ergicbt,  indem  man  in  jener  Gleichung  nur  «,  y  —  *^-, 
z — w  statt  x,  y,  2  setzt; 

f»*'  ■-  ((y  —  «Ocosy— («— »)co«/l)* 
-|-  ((«— w)  eos  ^  —  (y  ~  v)cos  y)* 

+  (y — v)  cos  w)  cosy)* 

BO  erkennt  man,  dass  in  der  alle  elf  auf  Seite  368  genaunten  Ua* 
bekanDtcii  und  die  Ncbenbedingung  bei  «,  y,  z  für  cylindrische 
Schraubeulmio  bestimoit  werdeu  können. 

Ank.  A.  If»fh.  «.  ThjM,  %  8«i]i«,  TU  Zill. 
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Ich  will  auf  den  weiteren  Verfolg  der  vorstehenden  allgemeinea 
Betraehtang  veniefaten  nnd  nur  noch  Folgendes  für  besondere  FftUe 
binzofftgen.- 

In  Buncben  einfacheren  Fftllen  wird  es  nOglicb  sein,  die  Lage 
der  Gylinderachse  fOir  die  ErQmmnngsschranbe,  d.  i.  die  angenblick- 
liche  Drehachse  ohne  Weiteres  oder  dnrch  einfache  Nebenbetrach- 
tnngen  sn  bestimnien;  beispielsweise  i^C  das  immet  d«  Fall,  wenn 
eine  der  Gleichungen  der  im  Vorstebendon  mit  C  beieichneten  Gurre, 
also  allgemein  derjenigen  Curve,  welche  die  Bewegung  eines  Punktes, 
der  mit  F  oder  L  fest  verbundoii  ist,  cbarakterisirt,  die  Gloirhnng 
einer  Cyliuderflächo  ist,  da  daun  die  augeublicklicho  DrnLachsc  den 
Seiten  dieses  Cylinders  parallel  ist.  In  solchen  Falle n  sind  dann 
ausser  a;,     2  auch  u>  und      ßj  y  und  nach  Gleichung  10) 

auch  r  bekannt ,  und  es  bleiben  dann  nur  noch  r  .  dS  und  da  zn 
bestimmen.  Nuu  mQssen  für  beide  Carven  g  und  dt  für  glciclie  da 
gleiche  Werte  haben.  Für  die  Sdiranbenlinte  ist 

11)  ' 
12) 


cos'ij 


ä%     sin  fi .  cos  1} 
d$ 

Sind  nun  9  und  far  dio  Carve  C  bestimmt  und  dcnmach  aia  be- 
kannt anzusehen,  so  ergeben  diese  beiden  Gleichungen  fhr  die 
Schranbenlinie: 

18) 

14)  r  —  ^  .  sin'i; 

Mit  dif'^oü  beiden  Werten  ist  dann  also  auch  die  Steigung  der 
Schranlxjiillnio  und  der  Radius  des  Cylinders  derselben  bekannt; 
letzteren  Wert  kann  mau  dann  mit  Uulfc  von  Gleicbang  10)  aaf 
seine  Richtigkeit  prQfen. 

Ist  in  den  Gleichangen  3)  und  4)  die  Drehachse  der  2^Acbse 
parallel,  also 

tt-i3  =  yos  y  — 0 
80  yereinfachen  sich  dieselben  in 

15)  d*V=  (cos  V  ,  da-\-{ijf  —  ??)  cos  A  —  (a;  —  u)  COS  fi) dd) d-F 

oder 

16)  ^V^d^I,,  .  da-^iiy -i)d*Fy,-=^ix-n)J»Fx,UB 
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Hierin  iBt  «  =  «  »  0,  wenn  die  Achse  des  Cylinders  mit  der  Achse 
msammenlUIt. 

Ist  die  Fläche  F  el)on  und  sind  x  and  y  die  beiden  ersten  Coor- 
dinaten  ihres  Schwerpunktes,  so  ist  fOr  die  ^Achse  als  Drehachse 

17)   dV ^       .  dU'\-i3  .       ^  m  ,  Fm)dA 


let  nna 


dß 


constant  von  do  bis  J  —  nnd  bleibt  far  die  Drehung  am 
d— d^  die    Achse  Drehachse,  so  ist 

Dai  ist  alio  dai  tod  der  ebenen  FUche  F  bei  einer  einficben  ej- 

lindrischen  Schranbesbewegung  beaehriebene  Yolomen  ftr  dnen 
Drehwinlcel  d— dg,  wenn  der  Stoignngswinkel  der  von  dem  Schwer^ 
puDkt  von  F  (mit  den  Coordinaten  f ,  s)  darcbhiiifenen  Sebraabeih 
linie  iei. 

Will  man  für  den  Fall  einer  «TiindriBchen  Schranbenbewegnng 
mit  der  .^Acbe  als  Achse  der  Schranbe  den  Meridiaatchnitt  des 
TOD  der  Flftche  F  beschriebenen  Volomens  für  eine  Ebene  OÜ  (Fig. 
15.)  berechnen,  so  kann  daa  in  folgender  Weite  getchehen.  £s  sei 

da 

dann  ist  t\  der  Steipnngswinkel  der  Schraubf ulluien,  welche  von 
allen  Punkten  beschrieben  werden,  deren  Abstand  von  der  Dreh- 
achse gleich  der  Lüngenemheit  ist.  Es  sei  P{xy*)  ein  beliebiger 
Punkt  der  Randcurvc  F.  Während  dieser  Punkt  den  Wiukol  d 
durchläuft,  steigt  er  iii  der  Richtung  der  Z-Achse  um  eine  Länge  a, 
uud  äiue  Coordiuateu  im  System  BZ  sind  demnach: 


Knn  entnimmt  man  ans  der  Figur 

ds  w  w-^arc  ^tg  ""0 

statt 

«4« 
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are 


kann  man  aucii  scUeu: 


are^sin  — -j  oder  arc| 
Dadareh  athftlt  man  Air  s  den  Avedmek: 


ä  «  •      tg7 .  arc 


(-9 


Hit  Benntaang  der  beiden  Gleiehnogon  der  Corve  und  der  oben  fOlr 
T  angegebenen  Gleicbnng  kann  man  hierin  x,  y  und  «als  Fnnctionen 
von  r  ansdrttcken  and  erhält  dann  eine  Oleichung,  in  der  nnr  die 
Terftaderlicben  r  und  j  vorkommen. 

Setst  man  in  der  Oleiehnng  fUr  i  den  Winkel  w  0,  ao  erhUt 
man  den  Meridianschnitt  in  der  jrz-£bene 


Ist  -  —  n  constant,  so  ist  L  ciue  ebene  Curvo,  deren  Ebene  dorch 
die  ürebachee  gebt.  Für  diesen  Fall  ist 


d.  b.  der  Moridianschuitt  ißt  der  Curvo  L  congrnent  and  nur  nach 
der  Richtung  der  Drobacüse  gegen  dieselbe  verschoben. 

Setat  man  «  ^  0,  so  ist  L  eine  ebene  Onrre  in  der  XF-Ebene 
z  —  c  deutet  L  als  ebene  Corvo  in  einer  znr  JTF-Ebene  paralleleii 
Ebene  an.  Die  Oleiehnng  des  ICeridianscbaitts  ist  daao: 


Die  Coordioatea  x  und  y  kann  man  auch  in  diesem  Falle  mit  lie- 
nnt/.uDg  der  Gleichungen  fOr  L  nnd  fttr  den  fahrstrahl  r  als  Fnnc* 
tionen  von  r  ausdrücken. 


(  8.  ParallelTorscbiebang  einer  begrenaten  CnrTe. 

Die  bewegte  Curvo  sei  L  und  die  Ton  ihr  beschriebene  Hiebe 
F\  es  ist  also  d^F  ein  Fiachenolement,  welches  unendlich  Uein 
zweiter  Ordnnng,  nnd     ein  solches,  welches  unendlich  klein  erster 


J  —  •       tgj?  .  arc(tg  =  n) 


)  — e4<tgi}.i9^tgif.are 
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OrdnuDg  ist,  Dae  Elemeut  der  Cürre  L  werde  bezeichnet  durch 
ds-  dio  Cuordiuateu  dieses  als  eine  gerade  Liuio  zn  betrachtenden 
Elements,  bzhw.  die  Coordinaten  seines  Anfangspunktes  P,  seien 
^ii  ist  ein  Teil  der  Linie  L  Ton  endlicher  Länge  gerade,  so 
kann  naa  gleich  diwe  ganze  Läugc  in  die  Becbniing  elnflUra, 
wenn  man  unter  Pj(2j  ^jz^)  den  Scbwenmnkt  derselben  yersteht  — 
Die  Cnrre  Tenebiebe  sich  nach  der  Ricbtnng  einer  Geraden  AA^^ 
weide  mit  den  Achsen  die  Winkel  y  bildet  Das  Haass  der 
Yerschiebang  soll  mit  bezeichnet  werden,  dasselbe  kann  nnendlicb 
klein  oder  auch  Ton  endlicher  OrMse  sein.  Es  seien  ferner  X,  n 
nnd  V  die  Winkel,  welche  das  Carvenelement  mit  den  Coordi- 
natenacbsen  bildet,  nnd  <p  sei  der  Winkel  dieses  Elements  mit  der 
Richtung  der  Verschiebuntr  i^.i,.  Bei  dieser  Bezeichnung  ist  (vergl. 
Seite  244  a.  if.)  die  von  beschriebene  Fläche  bestimmt  durch  die 
Oleichongen: 


£s  kommt  also  nor  darauf  an,  sin  9  zu  bestimmen.  Hierfür  hat 
man: 

for  welche  Gleichung  dio  Winkel  A,  und  v  ans  den  Oleidinngen 
der  Curve  X,  flir  den  Punkt  Pi  so  entnehmen  sind.  Das  Element 
0»  ist  gleichseitig  als  ein  Element  dieser  Cvnre  nnd  der  Tangente  der^ 
selben  fBr  den  Pnnkt  Ft  sn  betrachten.  Die  GlelchiOigen  der  Tan« 
genta  sind: 


dßF^  0.üh9  »d»t  wenn  e  nneadlieh  Uehi  ist; 

dF  —  e .  sin  9  .  4ip^  wSnn  eyon  von  endlicher  Länge  ist 


*)  Siod  tiie  Gleichungen  der  Carro  L: 
•O  ist  (fftr  «  =  Xj,  y  =  yi.  s  =  «,)  für  dea  Punkt  ß,: 


Siad  di«  Qlwcbangen  von  L  dngcgen  : 


fo  ist 
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Für  die  TaDgentengleicbaogen  hat  man  aasserdem  die  Form: 
4) 


^  —       y  —  Vi     g — »1 

COBil         008  OOiV 


COS  A  dx.  COS  ^  ä§ 
C08v""<fe»    GOSy  ""^ 


woraus  durch  Vergleich  mit  Gleichung  3)  folgt: 

Hienuu  oDd      dor  bolauintGn  Boriebong: 

co6*l  +  co»V  +  cos*v  —  1 


folgt  dann  weiter: 


/ 


6) 


cos'il  — 


C08|ft  ^ 


CU8  V  — 


  dr 



 dz  ^ 


Aus  den  Gleichutigcu  i)  2)  und  G)  erbuiL  mau  nuu  für  das  beschrie- 
bene Flächeueloment 


l/     /        du  ,      »  ffy  , 
7)    d^F-^l-^cos«. -+cot/J.^+co»y.^j  .tf.A 


Ist  o  eine  endliche  Länge,  so  tritt  dF  an  die  Stelle  von  d^r. 


nod  hicraas  fuJ^l  ^wieder  für  x  =  ^y,  y  ^  =  s,)  für  den  Punkt 

a/    dF    Bf    BF  Bf    BF_Bf  BF 

dx      By     €2       3«  '  By  dy      Bx  '  Bz       Bz  '  Bx 

da  ^  Bf    Bf    B~Bf'^  dz Bf    BF  Bf~BF 

Sb  "  8y      By  '  dm  fib  *           3y  * 

Unter  Umstliideii  kunn  es  mOglich  sdn,  aus  dieim  beiden  Qleichuogwn  mit 
Hülfe  der  Cnnrengleicliiragen  allgemein  cwel  der  OrOsien    jf^  *  raRuichdden. 
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fi  9.  Drehung  eiDor  begrensUn  CnrTO  am  eino^ 

feste  Achse. 

Die  im  Yorigen  Paragraphen  mit  L  beteicfanete  Corre  soU  sich 
jetzt  um  die  dort  als  Ricbtang  der  Verscbiebong  bezeichnete  Gerade 

AA^^  welch«  wieder  mit  den  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ^.  y 
bildet,  drehen,  und  zwar  um  einen  Winkel  tf,  der  unendlich  klein 
oder  von  enüiichcr  Grösse  ist.  Alles  übrige  soll  hier  ebeuso  wie 
dort  angenommen  werden,  mit  der  einen  Ausnahme,  dass  hier  nur 
von  einem  uaeudlich  kleinen  Curveuclemeut  dt  die  lieiie  ist.  Unter 
Zugrondelegung  der  allgemeinen  Ableitungen  in  §  6  ,  welche  hier 
Verwendnog  finden  k<}iiiieii,  erUUt  man  dann  in  folgender  Weise 
den  Fomelattsdrack  Air  das  Flftcheaelement  ilV,  bsbw.  ÜDr  dF  f Qr 
endliche  Werte  von  d. 

Das  Bogcnelement,  welches  fttr  einen  uneadllch  kleinen  Dreh- 
winkel h  der  Funkt  beschreibt ^  ist  r^,  und  zwar  ist  dieses  der 
"Wert,  der  in  Fig.  14.  mit  Pj  bezpicbnot  ist  Wenn  man  die 
Winkel  dieses  Elements  mit  den  CooKiinafi  uachson  mit  o',  /3'  und 
/  bezeichnet,  und  unter  go  den  Winkel  vorsteht,  den  dasselbe  mit 
dem  Element     der  gedrehten  Corvo  L  bildet:  so  hat  man: 

1)  d^F  »=  rd  .  sin  9  .  «i« 

fttr  unendlich  kleine  d  nnd  <Xi.  Hierfftr  ist  sin  9  ans  der  Qleicbnng 
SQ  entnehmen: 

2)  yi— sin»^p  —  C0B9  »  coso^ .  cosl+cosj}' .  eo8f*+cosy' .  cos^ 
Nach  §  6.,  Anmerkung  Seite  344  n.  ff.  ist  bierin  »  setien: 


Führt  man  dies©  Werte,  und  für  cosA,  cos,u  und  cosv  die  Werte 
aus  Gleichung  61  dc8  vorigen  Paragraphen  eiii,  so  erhält  man  aus 
den  obigen  Gleichungen  1)  nnd  2),  wenn  man  die  ludices  weglässt: 


r 


g|  .  cos    ^  tty  .  cos  Y 
r 


.  COS  ß  —  jfi  .  cos  « 
r 
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4) 


{(ycosy— «co8/J)*+(acos«— «cosy)*+(zcos^— ycos«)* 


woflir  man  anch  scbreibeD  kann: 

Ö)    d^F  — 


1/ 


—  ^(yeosy— «C08/3)  ^  -{-(«coso— «C08y  ^ 

-f  (xc08/5— ycos«)       d  .  (ImI 


Hierin  kann  man  ancb  dF  an  die  Stelle  von  d'JF*  setzen  nnd  ö  end- 
liche Werte  geben. 

Steht  es  von  vornbereiu  nicht  fest,  dass  die  Drehachse  darch 
den  Anfangspuukt  O  gehe,  bouUeiu  ist  für  dieselbe  ausser  deu  Win- 
keln, die  sie  mit  den  Goordinatenachsen  bildet,  nur  ein  beliebiger 
Pnnkt  A(u,  i!,  ic)  gegeben,  so  bat  man  in  vontahraden  Formeln 
(VW,         »—  to  an  die  Stelle  von  m,  y,  •  zu  setzen. 

Aus  der  Fürmel  7)  des  vorigen  Taragraphen  und  mehr  noch 
aus  den  Formeln  1)  und  5)  dieses  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
man  wegen  der  in  ihnen  enthaltenen  Wurzeigrössen  aus  diesen  For- 
meln nicht  so  allgemeine  Keauitute  ableiten  kuim,  wie  es  in  den 
§§  5.  und  6.  fllr  das  dorch  eine  bewegte  Fläche  beschriebene 
Tolamen  'gescbeben  ist  Noch  weniger  ist  das  der  Fall  in  Beang 
anf  demjenigen  Ansdruck»  welcher  die  von  der  Corvo  L  beschriebene 
Flftehe  misst,  wenn  dieselbe  gleichzeitig  eine  fortscbreitendo  und 
eine  Brebbewegnng»  also  eine  Sehranbenbewegnng  anaftthrt;  ich  will 
deshalb  ancb  anf  die  Ableitung  dieser  Formel  nicht  weiter  eingeben. 

Etwas  einfacher  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  mau  die  durch 
die  Winkel  «r.  y  bezeichnete  Bichtnog  mit  einer  der  Coordinateo- 
achsen,  z.  B.  mit  der  Z-Aehso  znsammenfUIen  lisat  Es  wird  dann 

a  —  jj  =  900,   y  =  0 
nnd  die  Gleichangen  4)  nnd  6}  beispielsweise  gehen  dann  aber  in 


6)  d.^-=j/^+^-(,,^-.20'-'-* 

welche  man,  da 
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itt,  aocb  in  die  Form  biiogen  kftim : 

BeaftnÜf  sei  bemerkt,  dase  mui  diese  Formel  ancli  gus  km 
im  dem  Normal*  oder  Meridianachiiitt  ableiten  kann.  Seist  man 
namllch  ebenio  wie  aof  Seite  S66): 

80  bat  man: 


Kon  iat 

und  dadurch  geht  diese  GleichoDg  über  in  die  oben  gefundcue  Glei- 
chung 7)  in  der  •  .  ^  nnd  y  .  ^  die  Snbnorroale  der  Piojeetionen 

der  li^  drehenden  Cnrve  anf  die  XZ-  nnd  aqf  die  FZ>Ebene  aind 
für  den  Punkt  «y»  der  Cnrve  L,  Weitere  allgemeine  Betnltate  laieea 
rieh  noch  ana  der  Gleichung  7)  nicht  ableiten,  wenn  man  die  be- 
reits eDtwickelten  Resultate  als  bekannt  Toranuetit  YoUatftndigkeit 
halber  will  ich  indesaen  noch  Folgendes  erwtbnen> 

Die  Curvo  L  wird  zu  einer  ebenen  Canre,  deren  £bene  durch 
die  Z-Acbse  geiit,  wenn 

nnd  hierin  n  eine*  oonatante  OrOsse  ist  Durch  diese  Besiehung 
gebt  Qleichaog  6)  Aber  in 

ein  Ausdruck,  in  welchem  man  nnch  der  Integration  unschwer  die 
Gnldia'sche  Aegel  des  §  2  erkennen  wird. 

Setst  man  in  Olelchnng  7): 

—  0 

•0  geht  ^eadbe  über  in 

Die  Gurre  L  ist  dann  eine  ebene  Gurre  in  der  ZF-£bene  oder  in 
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einer  Ebene  parallel  zn  dieser;  setzt  man  dcu    Fahrstrabi  eines 

beliebigeu  Tunktes  a-y  derselben  gleich     so  ist 

also 

und  die  obige  Gleicbung  gebt  über  in 
9)  (flF  ->  p.B.dg 

Aus  dieser  Gleichung  kauü  man  eutuehnien,  dass  die  von  der  Curve 
L  beschriebene  Flüche  algebraisch  gleich  derjeuigen  FJäche  ist, 
welche  die  Schlusslinie  der  Uurve  boschreibt,  wie  es  frQber  schon 
anderweitig  abgeleitet  ist. 

Anch  die  [Gleichungen  6)  bis  9)  gelten  uattirlich  fttr  endliche 
Werte  von     womit  dann  dF  an  die  Stelle  von  d^F  tritt 


§  10.  Beispiele  zu  den  4—7. 

Es  ist  nicht  besonders  schwierig,  die  in  den  §§  4—7  abgelei- 
teten ResQltate  zur  LOsang  von  bestimmten  Aufgaben  anznwenden, 
wenn  die  fttr  dieee  gestellten  Vorbedingungen  nicht  allzu  Terwickelt 
sind;  ich  will  mich  hier  deshalb  darauf  beschrftnken,  nnr  wenig« 
einfache,  an  sich  nicht  nnintenssante  Beispiele  dorchzoftthren. 

Beispiel  1. 

In  Figur  16.  sei  die  Cnrve  M  in  der  AT-Ebeno  die  Spur  eines 
zur  Z-Achse  parallelen  Cyliuders.  Auf  dem  CyHn(k,T  wälzt  sich  eine 
Ebene/,  uud  m  der  iJbeuo  bewegt  sich  eine  gesei/iaasaig  verauder- 
Uche  Figur  mit  der  Fläche  F  so,  dass  die  Projcction  der  Bahn 
ihres  Schwerponktes  P  auf  die  JTr-Ebene  die  Cnrve  C  ist  EssoU  der 
Formelansdrock  fttr  das  von  F  zwischen  dea  Lagen  ^ 
entsprechend  den  Winkeln  und  Sn  mit  der  X-Achse,  beschriebene 
Volumen  angegeben  werden. 

Die  einzelnen  von  F beschriebenen  Volnmenelemento  rfF  zwischen 
je  zwei  Nachbarlagcu  J  i  uud  i'^  der  Ebene  F  können  als  schiefe 
Cylinder  betrachtet  werden,  deren  unendlich  kleine  HOhe  in  der 
Figur  dnrch  de^  bezeichnet  ist  j  diese  Höhe  d$i  Ist  zn  messen  als  der 
Abstand  des  Scbwerpnnkts  der  einen  von  der  Ebene  der  andotn 
EndflAcfae.  Die  Flftche  kann  nftmlich  bei  einer  Znnahme  des 
Winkels  i  nm  di  nur  nm  unendlich  wenig  von  verschieden  sein, 
und  eine  etwaige  Verschiebung  von  F^  gegen     nach  der  Bichtang 
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der  Z-Ach8<»,  welcbo  übrigeua  auch  darch  jenen  Begriff  des  pcbiefoa 
Cylioders  nicht  aasgoschlogsen  wird,  ist  für  die  Volumengrössö  äV 
ohne  EiüÜusß.   Bcruljrt  i-]  Uon  Cylinder  M  in  Tj,  aod  ist 

so  ist 
demnach 

Ist  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Carvc  C  für  den  Punkt 
mit  der  XAchso  bildet,  gleich  t,  so  entuimmt  mau  aus  der 
Gleichoog  der  Carve  C: 

Ist  ferner  der  Wiukel,  den  dio  Taugente  für  I\  mit  bildet, 
gleich  »,  so  ist 

mithin  Mcb,  da 

dl»  .  sin  (s  —  d)  =  «{«I 

und  demoadi  aucii 

ilK  —  ii* .  <b|  —    .  Bio  i  .  «i» ->  F .  sin  (t  —  d)  ds  ->  i>  .  <if 

Ist  r  der  KrOnmungsbalbmeesor,  ^  der  Kr&mmuDgsmittclpunkt  der 
Gar? e  C  tSet  den  Pankt  r^,  und 

80  kann  man  auch  setzen: 

und  erh&lt  damit  noch 

F»  ^  .  d9  ^  F,r  ,  ootg9  .  dd  FJiC089<l9 

—  FVm^  —  t* .  A 

Endlich  kann  man  auch  noch  die  Bewegung  von  F  zerlegen  nach 
der  fiichtung  der  X'  and  r- Achse,  um  zu  erhalten: 

dV  —  F,  sind  .  dae-{-F*  eosd  .  «fy 

wenn  r  und  y  die  Coordinalen  Ton  F^^  m-i-dx  und  if-^dp  diejenigen 
Ton  Pt  'ii^tl- 

Je  nach  den  fttr  einen  bestimmten  Fall  vorliegenden  besondem 
Bastimmangen  wird  man  (iBr  die  Integration  von  dV  swiscben  den 
gegebenen  Grenzen  die  eine  oder  die  andere  dieser  Formen  wftbten 
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Beispiel  %. 

Ein  besonderer  Fall  dea  ersten  Beispiels  ist  folgender: 

In  Fig.  17.  ist  die  Ganre  M  dn  Krais  Yom  Bftdini  nnd  C 
ist  eb«ltftJll  ein  Kreis,  Toro  Radios  B\  der  Mittelpunkt  beider  ist 
der  Aofiugspankt  O.  Anch  die  beschreibende  Fläche  F  soll  ein  Krets 
«ein,  Tom  Radins  a\  in  der  Figur  ist  diese  Fläche  in  drei  Lagen 
um  90*  in  die  Zeicbenebene  gedreiit  nnd  dann  in  ponktirten  Linien 
gezeidmet 

Neeh  Beiapiet  1.  Ist 

dV^F^Q.disiF^r*  cotg9  .  di,    wo  sin^ 


Ist  /;  also  a  constant,  so  ist  hiernach 

F  «•  r  .  C0tg9  .  F(dw— do)  —  r  .  cotga*  .  ss(d»  — 4») 

Ist  F  vefladerüeb,  m  mllge  beiipifllaweise  die  Bediagnag  gegeben 
sein: 

oder 

^  -  «,•+{-»•-«,•) 

dM  ergiebt: 

F    r  .  cotg  9  .  ^^4^  .     -  A»)  -  r  .  cotg  V  .  X 
Ist  dag^en  in  einem  andern  Falio 

so  erhllt  nans 

Beispiel  3. 

In  Fig.  18t  nnd  18b  ist  ta^  aormaler  Kegel  gexeicbnei,  dessen 
kniiftaiige  Basis  (Badins  r)  in  die  JC&Ebene,  deesen  Achse  in 
die  F-Aehse  fftUt,  nnd  dessen  Höhe  %  ist  Anf  der  X-Achse  üegt 
ein  Ponl^t  Hl  %  d^a 
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(TM  =  l 

ilt;  durch  dieMii  Pankt  sollen  die  Schiüttebeiieii  MET  BOnnal  rar 
JTF-Ebeoe  gelegt  und  dann  die  Inhalte  der  Eegelstampfe  ABFE 
ala  Faiwtioiieii  des  Winkela  d  graphiscii  dargestellt  werden. 

iaeh  diaae  AviiBaba  kann  ala  ein  beaonderer  Fall  dea  arataa 
BeispLeli  betraahtat  wardeo;  an  die  Sietta  dar  Cma  M  (Fig.  16.) 
tritt  jalit  dar  Pmikt  1^  an  dia  Statte  dar  Corfe  C  die  Oarra  O'JRD 
ala  der  geometriacha  Ort  dea  Paaktea  Pf,  weleher  die  Strecke  BF 
Jialbirt,  da  die  Ebene  MEF  den  Kegel  in  einer  Ellipse  schneidet, 
deren  groaee  Achae  gleicli  MF  ist,  deren  Schweipaokt  also  in  Pi 
liegt«). 

In  Figar  18b  antaprieht  dem  Ponirt  i\  in  Fig.  18a;  be- 
adiraibt  man  ana  Cf*  einen  Krala  mit  dem  Halbmesser  OH  and 
steht  dann  dnreh  P^*  die  Sehne  JK  normal  sn  ae  ist  JK  die 
die  kleine  Achse  der  genannten  Ellipse.  Baselcbnat  man  die  beiden 
Halbachsen  mit  «  and  fr,  so  dass  also 


ist,  so  ist  die  Fluche  F  der  Ellipse  gleich  ab  .  n.  Die  in  Fig.  16. 
mit  r  bezeichnete  Länge  ist  jetzt  nall,  also  ist 

Drid  (kmoach  ist  das  dem  Winkel  dd  entsprechende  Element  dVißB 
Yolamens,  EFUL,  durch  folgenden  Ausdruck  gegeben: 

Constmirt  man  non: 

^  ^  -a  r 

wo  K  eine  haliobiga  constanta  Linge  and  «  mit  d  ? ariadarlich  iat, 
ao  wird 


*)  Die  Carre  iat  eine  H/per  bei  der  Gleichong 

deren  AsjrmptotaQ  nicht  etwa  dnrch  den  Panki  3/,  sondern  durch  den  Pankt 
Q  geben,  welcher  die  Strecke  MD  balbirt;  die  Äijmptotca  sind  parelkl  lu 
ÄD  waA  BD  md  traMn  «a  die  Mto  der  Car?«»  «ton^  lj=  r  wird,  Jf 
arit  A  taieaMMBKIlt. 
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Dm  Integnl  rechts  ist  sin  Flftchenint^gnl  und  kann  durch  graphi- 
sche Istegration  gelöst  werden.  (Yersl.  das  auf  Seite  296)  nater  4) 
geaanate  Werk;  Anhang  zum  Abschnitt  1)).  Wenn  man  die  L&nge 

«  abträgt  nach  AfN^  so  legt  der  geometrische  Ort  von  iV  eine  Curve 
O'NM  fest,  die  in  Fig.  läa  xofUIig  dnrcb  den  Punkt  o'  geht,  weii 

i:  —  r 

angenommen  und  zufällig  auch 

l  —  2r 

Das  obige  Integral  stellt  den  Inhalt  der  Fl&cho  des  Curveoaus* 
Schnitts  MO'^  dar.   Ks  ist  demnach: 

Yolomen  (ABFE)  t-  r  .  iv  .  Flftcbe  {MO'UFM) 

und 

Volumen  {ABD)  —  —  r  .  «  .  Flftche  (MO'mM) 


Heispiel  4. 

In  Fig.  19.  ist  eine  (gemeine  Cykloide  IC'ß^  deren  Grnndkreis 
den  Halbmesser  a  habe,  gezeichnet,  so  dass  also  stattfindet: 

AC^^t  OA  ^  AB  mm"^  Bogen  OC  —  Bogen  CB  —  4a 

Die  Gurken  OT^D  und  DB^  zwei  Cykloidenbälften  für  denselben 
Halbmesser  des  GmndkreiBes,  bilden  die  E^ohito  der  ersten  Cy- 
kloide. Letstere  soll  in  der  ZF-£bene  die  Spur  eines  sur  ^Achse 
parallelen  Cylinders  sein.  In  der  Cylinderflftche  bewegt  sidi  der 
Schwerpunkt  Fi  einer  begrenzten  ebenen  Flftche  F  so,  dass  eine  mit 
der  Ebene  F  dieser  *Fläche  fest  verbundene  Ebene  beständig  eine 
ebenfalls  znr  Z-Achse  parallele  Cylinderflriche  berührt,  deren  Grund- 
corve  die  Evolute  ist.  Es  sollen  die  Integrale  anfgestellt  werden 
für  (ks  von  der  Fl^ichn  F  beschriebene  Volumen,  während  der  Schwer- 
punkt j\  (im  Grundriss)  Ton  O  nach  und  weiter  von  C  nach  B 
gelangt. 

Es  genflgt  die  Betrachtung  der  Bewegung  fülr  die  erste  Cylin- 

derhälfte;  was  für  diese  gefunden  wird,  gilt  in  umgekehrter  Folge 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  auch  für  die  zweite  Hälfte.  Ver- 
glichen  mit  dem  ersten  Beispiel  tritt  jetzt  die  Qykloide  OCB  an  die 


Digitized  by  Google 


und  lUeUn  trteugimi  GtbiUt, 


383 


Stelie  der  Cum  C  in  Fig.  16.  und  ibn  Eyolote  an  die  Stolle  von 
If.  Ein  ÜDtenMliied  gegen  jenes  Beispiel  soll  hier  dnrin  liegen, 
disi  die  Flldie  F  nicht  in  die  BerQhningsebene  T^Pi  des  Evolnten- 
Gylinde»  fiUlt,  sondern  dnss  die  Normale  der  Ebene  F  nach  der 
frttheren  Bezetchanngsweisc  mit  den  Coordinntenachsen  die  Winkel 
A»  fft  und  v  bildet,  fttr  die  Anfangslage  Ton  F. 

Wird  nun  das  Volumen  für  die  erste  Cylindcrhälfte  OC  mit  T'' 
bezeichnet ,  so  ist  nach  §  7.,  Gloichung  17) ,  wenn  mau  x^-u  und 
jf  —  v  statt  X  und  y  schreibt: 

dVssFxg  .d6-\~  iiy  —  9)F^M  —  («  -  w)  Fj,)dd 

Hierin  beseichnen  »  nnd  y  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Panktes 
Pi  der  Corre  OC,  «  nnd  v  die  Coordinaten  des  sngehörigen  Krttm« 
mnngsmitlelpnnkts  2*},  fllr  welchen  der  Krfimmnngshalbniesser 

sei,  wthrend  S  der  Winkel  ONP^  ist.  Die  Formel  ist  berechnet  fAr 
reehUftnfige  Drehung  dd,  d.  h.  fttr  eine  Drehnag  von  rechts  na^h 
links;  sie  gilt  aber  aoeh  nnverftadert  Ar  die  hier  vorliegende  rUck- 
l&nfige  Drehung,  denn  mit  dd  wechseln  gleichseitig  Fyg  nnd  3V«  ihre 
Yoneichea  (reigl.  §  4.). 

FQr  die  Ojrkloidc  ist  nun: 

die  Länge  der  Normalen  —»  JVPj  «  V2ay 
die  Länge  des  KrtUnmuugsluUbmessers  =  'TiPi  «  ^  —  2')/2ajf 
Daraus  folgt: 

EF^  m^u  =  — 2y»iv~»' 

9— o  —     2  j^,  da  9  als  Ordinate  negativ  ist 

Bezeichnet  man  nun  weiter  den  Steigungswinkel  der  Bewegnng  mit 
%  so  ist 


Ist  if  TerftnderHcb,  so  bleibt  tgiy  in  der  folgenden  Entwicklnng  nater 
dem  Integralzeichen.  Ich  will  annehmen,  dass  n  constant  sei,  so 
dasa  sieh  die  Bahn  des  Sohwerpnnkls      anf  der  abgewickelten 
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GylindMÜiclie  all  eine  gerade  Linie  dantoUi;  dann  iit  die  Gesamt- 
Steigung  tob  O  bis  C,  da  der  Bogen  OC  gl^cb  4a  iet,  gleieh 
ia .  tgif. 

Werden  nun  die  TerBchiedenen  Werte  in  die  Gleichnog  fta  äT 
elBgefillirt»  so  erUlt  man: 


man  ericennt  leicht,  dase  der  Factor  von  Fpg  gleich  dee  ist 

In  dieser  Gleichung  sind  nun  noch  die  vcränderiicben  Pro- 
jectionen  von  F  durch  tp  und  durch  6,  hihy^.  y  auszadrttckou. 
Ist  die  Oieichnng  der  Ebene  von  F  in  der  Anfangslage 

cosA .  e-|-cos^  .  p-{-CMv  .  c—  f)  »  0 

10  ist  sie  nach  einer  rftcUftnfigen  Drehung  nm  den  Winkel  i  um 
eine  Folge  Ton  Aclisen,  welche  sftmtlich  der  ^Achse  paiallel  sind, 
von  folgendor  Form,  fllr  die  der  Wert  von  q  nicht  beetinmit  ra 
werden  braoeht: 

cosA(coB^  .  »~sind  .  y)4-co8^(coBd  .  y-|-sini  .  x)-^V'  »—  g  —  0 
oder: 

(eoeAcos^-l^cosfftsind)«— (eosl .  sind— cos  ii.cos^y 

+COSV.  «~9«0 

Darans  entnimmt  man; 

Fgy  ^  F .  COBV 

FpB     jP(co8  X  .  con8-{-  cos  fi  .  sin  6) 
FgM  —       cos  A  .  sind  ^- cos .  cosd) 

Wenn  man  diese  Werte  in  dV  etnaetst  und  redncirt  and  darauf 
twisehen  den  Grenzen  9n  nnd  O  integrirt»  so  erliält  man : 

K— I'CCOSII+COSV  .  tgfl)V2a  J  y^L-. 

0 

=  4F.  a(C0B|ft+C0>y  •  tg^) 
Der  Winkel  X  kommt  in  dem  Beenitaft  nicht  Tor;  es  ist  also,  da 

COSÜ  —  1  —  cos  V  —  C08*V 

das  Vorzeichen  von  l  die  Grösse  dua  beschnebeueü  Yoluraoos  ohne 
Eiuflass.  Da  die  w&lzcnde  Ebene  7jP,  in  ihrer  Anfangslage  mit 
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der  J^Z-Ebene  znsammenfftUt  und  demnach  mit  der  feel  mit  ihr  Ter- 
buodcncn  Ebe&e  T  einen  constaoten  Winkel  n  bildet,  so  hätte  man 
mit  Benutzung  des  allgemeinen  Satzes  in  §  6.,  Seite  346  (Gleichung 

15)  diepps  Resultat  ohne  Weiteres  nicilerschreiboii  können.  Xnch 
diesem  Satze  ist  nämlich  das  bei  der  Drehung  (ohne  Steigung)  be- 

Bditiebene  Volumen  gleich  Fcoa^      q  . 

Wftre  die  Fliehe  F  an  Grösse  nicht  coustant,  sondern  Terftader- 
lieb,  8.  B.  so,  dass  ans  dem  Aufangswert  F.         ^  für  y  —  y 

benrorginge,  so  wflrde  der  verftndcrliche  Factor  noch  mit 

anter  das  Integrabseichen  za  bringen  sein.  Man  wflrde  In  diesem 
Falle  erhalten: 

2u 

V— -F(C08fi4-C08v  .  tg1|)  y^a-fif.c^ 

0 

4(V8— 1)  „  ,  , 
—  3  Fa(coS|»4- V  .  tg  j^) 

Wenn  F beständig  «seiner  Anfangslage  parallel  bleibt,  im  übrif»on 
aber  dieselbe  Bewcgun-j;  auslührt,  so  kann  man  sich  diese  rein  fort- 
schreitende Bewcf^amg  rückwärts  aus  tlcr  bisher  betrachteten  zu- 
saraniengesetzten  Schraubenbewegnng  dailiirch  abgeleitet  cUniken,  dass 
F  mit  der  wäUcuden  Ebene  iiiclit  lest,  Süudcru  drehbar  vt'i- 

bunden  ist,  und  zwar  drehbar  um  eine  sar  Z  Achse  parallele  Achse, 
welche  dnrch  den  Schwerpunkt  Pj  geht.  Dreht  man  F  jedes  Ual 
nach  der  Drehung  um  die  angenblicklicbe  Drehachse  Tj,  nm  jene 
swette  Achse  nm  denselben  Winkel  dd  znrflck,  so  ;Wird  bei  dieser 
zweiten  Drehoog  algebraisch  ein  Yolumen  nnll  beschriehen,  da  ihre 
Achse  eben  dnrch  den  Schwerpunkt  geht.  Die  beiden  Drehungen 
bilden  zusammen  ^n  Drehongspaar,  \velches  nach  Seite  259  und 
262  die  Wirkung  einer  rein  fortschreitenden  Bewegung  von  der 
Grösse  q  .  tiö  hat.  Die  für  </!'  entwickelte  Formel  gilt  in  diesem 
Falle  unverändert ;  da  aber  F  der  ursiirüngliclien  Lage  parallel 
bleibt,  so  sind  die  unveränderlichen  die  Prüjectiouen  von  /  con- 
staut  und  küuueu  bei  der  Integration  vor  die  Integrukeicheu  gesetzt 
werden.  Da 

Fga*»  F.  COSi,    Fsa      F  .  CCSfi,    Fxy  «  F .  GOSV 

so  erhält  man 

Ank.  «.  lUth.  B.  Vhri,  &  a«ik«,  T.  Zill.  15 
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2^thiii  Utber  den  Inhalt  erzeugter  Gebäde, 


2a    8a 


2a   

0 


Hau  bfttto  diesen  Wert  ftoch  dnfaeh  in  derWoiso  crmittelD  kOnDen, 
daas  man  den  Schwerpunkt  Ton  F  erst  dorch  die  Strecke 

ÖA  an 

dann  durch  die  Strecke   

und  endlich  iii  der  zur  /^-Aclisc  parallelon  Cyliudersoite  C  durch  die 

guu/.e  !>tt'iguug  4  a  .  t!<  >/  führt. 

Ist  F  voränd(>rliih,  -so  hat  man  auch  in  diesem  Irtzt^n  Falle 
den  veränderlichen  l'actor,  ebenso  wie  es  oben  angedeutet  wurde, 
unter  die  lutegralzeichen  £u  bringen. 

Februar  1889.  (Eingesandt  Januar  1894.) 
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XXL 

Mathematisch-Geschichtliches  aiis  dem  Ciodex 
latinus  Monacensis  No.  14908'). 

ileransgogobcn  durch 

M.  Gurtzd  in  Xboni. 


An  dieser  Handschrift  hat  zuerst  Oeriardt  eine  Algebra  In 
deotflcher  Spraehe  aas  dem  Jahre  1461  veröffentlicht.*)  Ich  will 
mir  erlanben  oinige  andere  Stficko  arithmetischen  Inhalts,  ebenfalls 
in  deutscher  Sprache,  hier  zum  Druck  zu  bringen,  mir  TOrbcbaltcnd, 
weitere  Stacke  von  eben  solchem  Interesse  hier  oder  anderweitig 
folgen  zn  lassen. 

L 

Ont,  14908,  BUt, 

1  Ain  yede  zal  ist  golicb  ador  vngdich,  Tnd  was  gelich  ist,  92' 
das  ist  glich  glich  als  alle  zal ,  dye  gewachsen  ist  mit  dnp- 
ö    lieren  an  ainnem  anzofohn  alz:  2,  4,  8,  16,  32,  64  ttcetera, 


1)  Der  Xraglicho  Codex  ist  ein  Baad  in  klcm  OkUr  von  &U4  Hin.,  von 
welchen  «twa  die  Hilft«  mit  «rithnstiichen,  die  ndere  Hllfte  mit  geoBelri- 
■dien  Abhandlimgtn  gefallt  Ist.  Der  havptelehliehito  Schreiber  wer  ein 
jVttter  FirUtriew  ord.  &  Benedi^i  pn^tantt  Monanttrii  S»  Mmtnmi  RatUh» 
dhcui*.    Auch  die  ttftten  veröffentlichten  StOcke  sind  von  i^ner  Hend. 

2)  Gerhardt  in  den  Monatibericbten  der  Berliner  Akademie  ISTOi 
S.  141-.]  43.  — 

8.  gerade  oder  ungerade  {par  oder  iMpar).  — 
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vi&üü  fs  cat  mit  pliohcn  ausz  vnz  auf  ainsz;  oder  glich 
voglicb  al^  alle  ^ai,  ü) u  von  vugelicber  dopliercr  zal  urwachscu 
i&tftiz:  6,10,  14,  18,  22,  26  vnd  des  glycben,  wann  alz  tiald 
ije  aia  mal  getailt  wirt,  so  ist  sye  nit  mer  xetailen  in 
tawo;  oder  vnglycli  glych  alz  alle  zal  dye  sieb  tayleo  lat  in  10 
glycb  tail,  aber  alt  ae  end  amx  alz  S4  lat  ttcb  taylea 
In  3  mal  12,  vnd  12  in  2  mal  6,  aber  6  lat  "nit,,  sieb  taylcn 
dann  in  vnglicb  tail,  daz  ist  3  vnd  3,  dj^  ]»aid  vnglich 
sind,  vn«l  wachsten  ausz  gljcli  glych  /.al,  wann  ainer  in  den 
andern  maitipliciert  wiri,  als  da  stat;  15 


d 

1   6|  7 

1     9  1   11  {  13 

4 

8  1   16  1 

32  t  64 

128 

12  i  40  i  112  I  288  i  704  I  1661 


oder  der  erat  yngelich  in  der  gelychen  ainen  vnder  im, 
welcben  man  wil,  also  anch  mit  den  andern.  20 

Dye  vngelich  zai  ist  auch  dreyerlay.  ilyo  erst  ist  vn- 
gesamelt  ausz  ander  zal,  alz  ''"^  retjula,  wauu  kaiu  auder 
33  zal  I  erzelt  dye  zal,  alz:  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  28,  29,  31, 
37.  Aber  dye  ander  vngelicb  lal  Ist  gesamelt  ausz  uider 
zal,  ab:  9, 15,  21,  27;  alz  9  kommet  anss  3  mal  S  vnd  16  26 
anas  3  mal  5. 

Ansz  der  zal  finstu,  daz  dye  gesamelt  ist  ausz  der 

ersten  vnglychen  zal,  vnd  saraoln  sich  selb  nit,  darnmb, 
wann  man  25  schoezt  geu  0  oder  gon  15  oder  21 ,  so  wer 
sie  vngesamolt.  Daz  ist  der  drit  tail  der  vnglycboa  zal.  30 


Von  den  glycben  zal  sind  etlicb  gancz  gerecht,  etlich  ge- 
brechend, etlicb  vberflussig.   Die  vberflossig,  alz  13, 24  f  wann 

12  hat  |6,  vnd  |  4,  tnd  |  3,  vnd  g  2,  vnd     1,  daz  macbt 

16,  daz  ist  4  zevil.   Aber  dye  gebrecbent  8,  14-,  wann  8 
bat  I  4 ,  iTnd  1 2,  vnd  g  1,  daz  macbt  7,  vnd  gebriebt  eins.  35 


4.  par  }iar.  —  6  —  7  par  impar.  —  10,  iwpar  par.  --22 — 23.  vngrsamelt  = 

Frimxahl  —  84.  geMiB«U  =  luuunmeiigeieUte  ZAhl*  —  S7— SO.  Bdative 
Frio»ablen. 
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Zwicbsen  den  czwayen  vnmassen  findet  mau  daz  gancz 
gerecht,  daz  nit  zevil  uoch  zewonig,  bat  alz  6,  28 j  wauu 

^,  ^,  ~  TOD  6  ift  3,  2,  1,  dyd  machen  eben  6;   von  28 

§»  i»  I'  n»  4  ^'  ^  ^  ^»  '^^^  machen  dan  28.  darumb 
40  Wirt  djre  zai  perfeau$  numerus  gehaysaen,  roA  sind  wenig 
KWiehsen  ainem  TndlO  ist  aine  6,  ]  von  6  zw  100  anch  aine  28,  33 
zwiscbon  1000  auch  aine  496,  zw  10000  auch  aine  8128. 
Wiltu  aber  finden,  wye  dvp  ^verden,  so  seez  all  glych  glyche 
zal  als  Til  do  wilt,  an  aincm  anzefahen  alao 

45  1,  2,  4,  8,   16,  32,   64,  128 

tue  dye  ersten  zw  der  andern,  daz  macht  3,  vnd  multipHzir 
in  dyc  Icstüu  gesamelte  zal,  da/  ist  2,  .vud  2  mal  3  ist 
daz  ist  dye  erst  gancz  gerechte  zal.  Darnach  aamel  1,  2, 
4,  daz  mftcbt  7,  moltiplicir  daz  in  dye  lesczt  snoiirte  zal, 

50  daz  ist  4  mal  7  ist  28,  daz  tat  dye  ander  perfecte  zal.  Wer 
aber,  daz  et  wann  anaz  dem  anmeren  ain  zal  keme,  dye  nit 
äne  r^pUa,  daz  ist  pn'mus  vnd  meomjtvsiins  werc,  so  bebalt 
dye  aam  vnd  gang  furbas,  alz  1,  2,  4,  8  macht  16,  dye  15 
sind  nit  w  regttUi.,  darumb  sumir  dar  czw  Ifi,  daz  macht 

55  31,daz  ist  »ine  rcgo^u,  dvo  nmltipiicir  in  16,  so  knmpt  496 
dye  drit  gerecht  zal;  also  tue  furbas  nit  den  andern  glych- 
glychen  zaleu,  so  fiustu  all  gerecht  zal  gc^*.  34' 

jNtmtM  numma   aeeundus  perfidu».    ttrdw  perfitetuä 
perfectw. 


6 

20 

496 

3 

14 

248 

§ 

7 

124 

X 

4 

62 

2 

31 

i 

16 

8 

4 

"2 

1 

QitarUis  numeru» 

perfectns. 

8128 

33f)f)0336 

4064 

iü775168 

2032 

8387584 
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S»»  mm,  perf, 

4193792 

2096896 
3048  448 

f)24  224 
¥6-2  Iii 
1310.% 

32764 

8191 
4096 
2048 
1024 
512 
256 
128 
64 
32 
16 
8 
4 
2 
1 

Es  ist  aach  eine  lateinische  Bearbeitung  desselben  oder  ähn- 
lichen Inhaltes  in  dem  Bande  vorhanden').  In  dieser  hat  der  Ver- 
fasserais fünfte  und  seelistc  volUiommene  Zahl  130916  und  2096 
angesehen,  welchü  bekanntlich  keine  sulehen  sind,  da  weder  öll 
noch  2047  Trimzahlen  darsteilen.  Erstero  ist  7.73,  letztere  23.89. 
ÜDMr  Autor  hat  richtig  als  fünfte  ToUkommene  Zahl  33&Ö0336  gd- 
fanden. 

II. 

124'  IDiainare. 

Item  ich  wil  wiflsea,  wie  vil  pfenaiDg  in  dem  peotel 

3)  Bht.  201' — 205':  Dlfßniciones  numfrorvm.  Die  bctrcfToiule  Stelle 
hcisst:  i'tnn  nrtmeri  nh  vnifate  contintie  fhtrli  ad  inuicem  coaceruatt  convlttuant 
numerum  primum,  tunc  isU  numerus  immun  duclua  per  muUipHralionem  in  dw 
j^mm  t^ammm  ewa^mt  nummm  ptrfteüm,  BxmqdMmi  I,  2^  4  faemnt  7,  ftii 
€»t  mmtnw  juinuUf  due  trgo  7  m  4  9l  retuhmt  28,  pu  «tl  mtuMrif«  ptrf$a»w 


Quoriua  mmav» 
perfaetut. 

1016 

508 
254 

127  ■ 
64 
32 
16 

8 

4 

2 

1 
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oder  im  synn  hast.  Machs  also:  ha^rs  yn  dy  dn,  dy  er  hat, 
zoten  mit  3,  darnftcb  cum    poam  am  7,  ?nd  als  oft  eins 
&    Yber  pleibt  mit  3,  ao  merk  70,  viid  alz  oft  1  vber  pletbt 
mit  5,  merk  31,  vnd  mit  7  merk  16. 

F^ystea  wlde  illn^  uumeros  in  .•^imiä  et  ab  i.sta  .'imnma  suh- 
trahe  radicem  ^  Ikk  eat^  mnlliplwa  3  jyer  ö  ei  7,  erit  lOö,  alz  oft 

du  magst,  Tsd  wz  do  pleibt',  alz  vil  bat  er  ym  sinn  oder 
10  in  pentel.  Item  das  ezempel  get  sit  hober  den  alz  verr  dy 
ra<iüz  Wirt,  daz  ist  auf  106,  vnd  man  boI  dar  vber  nit  nemen. 

Du  fragst .  warurab  oynibi  man  70  auf  3  vüd  21  aof 
5  etc*.  Also  niags.  wildu  habou  dy  zal  auf  3,  so  mnltiplicir 
5  per  7,  vnd  was  kompt,  daz  dividir  per  3,  vnd  manei  1 

16  vber,  80  ist  dy  selb  zal  recht;  pleibt  aber  mer  tbar  dann 
],  80  dnplir  dy  selben  zal,  vnd  darnach  diTidir  mit  3,  vad 
pleibt  dan  aber  mer  vber  dann  1 ,  so  addir  dyselben  zal.  126 
daz  thn  alz  lang,  bis  1  vber  pleibt  Desgticben  viltn  haben  | 
dy  zal  aof  5,  so  multiplicir  8  per  7,  wirt  21,  daz  dividir 

20  per  5,  so  pleibt  1  vber,  dar  vmb  ist  21  recht  auf  5  ;  vud 
wildu  dy  zal  Laben  auf  7,  muhlplka  .?  /><•/•  J,  mV  lö;  illud 
dnn'dc  per  7,  mauei  in  remJun  idert  lö  est  verus  nuaurus 
super     de^icben  dy  audern. 
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1287 

Von  droyou  dingen. 

Item  3  gesellen  haben  3  ding.   Nu  wilta  wissen,  wel- 

36    eher  da:^  odi-r  daz  hab.   So  gib  aincm  ding  dy  zal  1,  vnd 

dem  andern  2,  dem  dritten  3  ]  darnach  sprich  zw  it  ainr^m,  1SJ6' 
ezu  welchen  da  wild:  dii]tlir  dy  zal  deines  diugs,  vud  der 
merck  gar  vol.  darnach  sprich  zu  dem  andern:  multiplicir 

Si  sefutntem  qwrisj  fae  $imiUtgrt  1^  2,  4.  8f  16  faeiwU  31,  qvd  ct<  immmtii* 
primus;  dm  «rgo  31  in  10,  et  rettUtant  4S6^  qui  tst  numerus  perftehu»  Segum» 

e*t  8128y  sequtmt  ff(  1.10^16.  sequens  tut  209ßt2S,  et  dem«ep$  pv  MNcfm 
artum  Utt  reperitntur,  (Quantum  plaaterit,    (802,  13—2S). 
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dy  zal  ddas  diDp  mit  %  den  merck  aoch.  dantach  sprich 
sw  dem  driten:  mnltiplisir  dy  zal  deios  dinga  mit  10.  dar^  40 
nach  hajiz  dj  drei  Bomen  sesam  thon,  vod  was  dann  komen 
Ist,  das  sabtrahir  ab  60,  Tnd  iraz  do  pleibt^  daz  merk  md 
!aeg,  wie  oft  du  8  dauon  mngst  sabtrahircn,  vnd  magstu  1 
mal,  so  hat  der,  der  sein  hat  duplirt,  daz  ding,  dem  da  1 
hast  geben;  magstu  aber  zwir,  so  bat  er  daz  ding,  dem  du  45 
2  hast  geben,  dergleichen  mit  3  vnd  waz  dann  pleiM.  wenn 
du  Ö  dauou  zcucbsl,  daz  niiistu  auch  merken,    wann  plcibt 
1  vber,  so  bat  der,  der  sein  ilmg  mit  9  niulf iplicirt ,  daz 
ding  mit  1;  pleibt  2,  so  bat  er  daz  Uing  iiut  i\  dcz  glei- 
chen mit  3,  vnd  wenn  man  dy  czwen  wayez,  so  ist  der  dritt  50 
126  ancb  bekannt  | 

Item  uym  dir  ein  zal  für,  wie  vil  du  wild,  so  wil  ichsz 
wissen.  Sprich  also  zu  yin:  duplir  dy  zal,  darnach  baysz  yn 
uddu  cu  f),  darnach  hayaz  in  mullipliciru  mit.  5,  darnach 
baysz  yu  addircu  JU,  darnach  raultiplicirs  mit  lü,  vud  wenn  55 
nn  daz  geschehen  ist  vud  gemacht  ist,  so  uym  von  der 
gaaciea  xal  360,  vnd  waz  Tbrig  pleibt,  daz  tail  in  100,  so 
knmpt  dj  summa. 


Da  fragst,  war  Tmb  sol  man  die  sali  SSO  sobtrabiren 
Tnd  kayne  andre  nit  wilta  daz  wissen,  so  njrm  dy  ciain-  65 
sten  aal  fnr  dich,  daz  ist  1.  Na  dnplir,  vnd  macbs  nach 
der  regel,  so  knmpt  450.   Nu  zeuch  von  der  zal  ein  zal, 
daz  denn  noch  1(10  pleibt,  daz  ist  350,  ei  ideo* 

War  fei. 

Nota  des  gleichen,  wenn  ir  8  mit  einem  wnrfel  wer-  70 
fen,  vnd  wild  wiseea,  wie  tü  jdlicher  hat  geworffeu ,  sprich 
zn  dem  ersten:  dnplir  dy  zal  deiner  angen,  dy  du  geworfen 
hast:  darnach  baysz  ya  addiren  5  vnd  mnltiplicim  mit  5. 
darnach  sprich  zw  dem  andern,  daz  er  addir  sein  angon, 
darnach  haysz  multiplicirn  mit  10.  darnach  sprich  zw  dem  75 
driten,  daz  er  |  addir  auch  sein  äugen.  Darnach  nym  von 
der  Eomm  3'0^  wA  wa-/  do  pleibt  an  der  ersten  stat  an 
der  linken  bannt,  daz  hat  der  erst  geworffen. 


350 


60 
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Do  fragst  waromb  sol  man  dy  zal  350  aubtrahiron  eto^. 
60  nyro  dy  elainston  zal  fur  dieb,  daz  ist  1  vnd  aber  1  -/macba 
nacb  der  regel,  komen  461,  da  toh  mag  kain  zal  abzyehen, 
daz  1  Tod  1  vnd  1  pleibt,  dann  3öa 

Fingoriein. 

Item  oiner  hat  ein  fingerlein  an  dem  finger.  Nn  vilta 

85  wyssen,  welcbe  person  daz  fingerlein  hab,  vnd  an  «elcben 
fingor,  viid  an  >YcIcben  glid.  Macbs  also :  Spricb  daz  ayner 
vnter  in  zcl  vnd  liaysz  iu  an  hebon  au  den  ersten,  vnd  haysz 
in  ZL'len  vnz  auf  den,  der  daz  fingoriein  bat.  Darnach 
baysz  in  dupürf'n  dy  «^^ÜTen  ^al;  darnach  1my«;z  in  addiren 

90  5;  daniacb  muhiplioireu  mit  r>;  dar  iach  haysz  in  addiron 
den  ünger ,  vnd  sol  an  ]\rhrn  /w  zeleu  vou  dem  claiusteu 
finger  der  rcclitm  Iküi  I:  (hiinni  h  baysz  iu  ü  für  dy  zal 
seczcn,  daz  ist,  bavs/  in  dy  zul  multipliciru  mit  10,  vud 
darnacb  baysz  yn  addtrcn  daz  glid,  vnd  wenn  daz  geschehen 

95  ist,  so  Bobtrabir  vou  der  |  gemachten  zal  250,  vnd  vaz  de  127 
pleibt,  zaigt  dir  dain  mainnng.  "wann  dy  erst  zal  gegen  der 
liuckon  baut  bedent  dy  porson,  dy  ander  zal  den  finger,  dy 
drit  zal  daz  glid.  doch  ye  morck,  wann  dy  ander  zal  wirt 
0,  so  uym  al  raol  1  von  der  driten  figur  vud  addirsz  zw  0, 

100  Wirt  dor  10  finger,  vnd  dann  pleibt  darnach  bedent  dy 
porson. 

Dn  fragst,  war  vmb  sol  man  do  anbtrahirn  250,  vnd 
bot  vor  snbtrahirt  360.  wildn  daz  wissen,  so  nym  dy  ciain- 
slen  zal,  daz  ist  1  man,  1  finger,  1  glid.  Ku  niachsz  nacb 
105  der  re;_,(l,  kumpt  3G1.  darvon  ninsz  man  sobtrabiren  1  zal, 
daz  1 . 1  •  1  pleibt,  vnd  daz  ist  kaioe  dann  2ö0. 

4  7  2 

man      finger  glid 

f  dnplir  —  zal 

110  &  addir.    \  . 

250  }  innltipl.  / 

J  Addir  —  finger 

f  Multipl.  10 

^  Addir  glid. 

Was  die  erste  lUclmun?  anbetrifft,  so  ist  sio  nntur  dem  Namen 
ta  yuii,  dio  grosse  Erwcikruiig,  als  alter  ohiut-siscber  Besitzstaud 
bckauut.  Sie  ist  daun  um  1400  etwa  in  einer  geschriebenen  griecbi- 
scben  Handschrift  anfgefnnden  worden,  dann  aber  ^t  ans  Christof 
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Kadolf,  Rechenbuch  von  152G  uacligowioson.  Das»  unser  anony- 
mer Verfasser  über  das  Wesen  und  den  GiunU  des  Verfahrens  sehr 
deutliche  YorBtellangen  beaasa,  ist  Uar,  seiue  Erklärung  sowie  seine 
AQBdehniiiig  auf  vendiiedeiie  andere  Zabtonverbindnngen  zeigt  dies  deut- 
lich. Die  gegebene  Begründung  iet  aber  mit  der  durch  die  neuem 
Methoden  gegebenen  dem  Weseo  nach  identisch.  Dass  unser  Verfasser 
tiefer  dugedriiugen  \^'ar  als  andere,  lehrt  auch  eine  frühere  Stelle 
des  vorliegenden  Mauuscriptes,  BItt.  38',  denn  dort  wird  ohne  solche 
BegrOndung  dieselbe  Regel  gegeben,  wie  folgt: 

38' ,10  Item.  Nym  für  dich  ein  zal,  wy  vil  du  uilt,  dy  wil 
ich  viüden  mit  raytung  (').  Ich  uyiu  iur  luich  17,  fUuide 
primo  per  3  et  mmuni  1?.  iUa  du»  mtllijiikta  per  70^  erit  240. 
Seemtdo  äwide  per  ö  ^  mmmt  2.  üla  duo  per  21  mtUHpUeOi 
erit  42.  Tertio  diuide  j)er  7»  manent  //.  iüa  3  multiplita  jter  & 
iJ,  erü  45.  Iüa  tmma  adde  aiauä,  tteUicet  140^  42,  4Sy  fodt 
227.  Nunc  ctumdera  bene^  quando  summa  jJua  enf  quam  10b\ 
tunc  debe»  :»ihtrahere  210,  ilhi  i'st  jnima  regula  /jwjcioimV  ivra, 
el  it^rum  ifomidera  bene,  qttando  mhtus  eetei  Mmma  tjuam  HH! ; 
tunc  dihcj'  subfraht-rr  Jfi.'i  rVv/  '^irtindo.  i  vfjulu  int.tn  ii>uis  t'(  dö  itttr  XO 

39       regula  falsa,   L  iid  mit  der  Ivrirel  posicivruH  cera  et  ftUta  mag 
man  vindeu  mauchcrlay  raytung. 

™:1l'7>        vcl  210. 

HVas  hier  die  n'//uia  falsa  zu  tun  bat  ist  absolot  unerfindlich.  Woon 
Cantor,  Varlemmffen  USber  GesthieUe  der  Mathem.  (L  Bd.  2.  Aufl.  S.  44) 
von  den  Chinesen  annimmt,  dass  sie  die  Lösung  durch  Vorsuche 
gefunden  haben,  so  wird  das  durch  unsern  Text,  der  doch  in  letzter 
Instanz  wohl  auch  auf  China  zurttckgcht,  einfach  bestätigt  Bio  ge* 
nanere  Erklärung  des  Verfahrens  lese  man  bei  Cantor,  a.  a.  0. 
nach.  Es  ist  wol  erwähnenswert,  dass  weder  in  d(r  auf  Hlit.  3ö' 
gegebenen  Darstellung,  noch  in  der  auf  Bltt.  l'2i'  —  \'j'>  c^rgoboncn 
das  bei  den  Chinesen  und  in  der  crici  liischcn  ilaiid.<cbrili  benutzte 
Zahlenbeispiel  23  gebraucht  wird,  und  dass  Bltt.  124'  — 125  über- 
haupt nur  die  all^^cnieinen  Regeln  mit  ihren  BegrUuduugeu  gcbou, 
ohne  Beispiele  hiuzuzuiu;jeu. 

Auch  die  an  dritter  Stelle  gelehrte  Auffindung  einer  gedachten 
Zahl  findet  sich  in  spedellem  Beispiel  auf  Bltt  dS',  1—9  mit  folgen- 
dem Wortlaut: 

88'        Nota.   Nym  für  dich  ein  zal,  wye  vil  du  will.  ExempU 
gracia :  Ich  ncm  für  mich  17.    iüa  duplica,  erit  34,  adde  5, 
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mit  39 i  ntme  mätiplioa  39  cum  «fU  195;  adde  10^  erit  303; 
m  muUipUca  cum  10,'  foeU  2030,  Nu  merck*  tein  regd,  «r 

5  «tt  330<,  dy  xencli  ab  von  der  sam,  vnd  was  vber  pldbt,  das 
tail  in  100,  ef  sk  factum.  e8l.  Et  idam  €§l,  cum  tw  $eif^  qucd 
muB  ioßtrti  cum  tritm  Umitis, 

Aach  bior  ist  keine  Spur  einer  Begründung  des  TOTfotena  vor- 
handen, die  ans  er  Verüiwer  in  gans  angemestener  Weise  liefert^ 
Alle  diese  Spielereien  sind  bekannt,  aber  alle  erst  aas  dem  16.  Jahr^ 
hundert,  während  nnsere  Handschrift  in  den  Jahren  1456  bis  1464 
geschrieben  ist. 

ni. 

Clm.  UÜOa.  BUt.  'Jö'—20'  und  ÖO. 

I  MnltipHciren.  28' 

Item  muitiplicir  10  iu  l  iu  ander  zal,  daz  aus/  iu  allcu 

paiden  3  komen.  Sees  also  j  j^.       maltipUcir  ymit^, 

3 

kernen  3,  also  wenn  ich  10  gauzo  muitiplicir  in  jj^,  so  komen 

6  3  ganse  vnd  nit  mer.  Wann  man  prttch  multiplidrt,  so 
nemen  sy  ab. 

Dinidirea. 

Item  tail  10  in  2  tail,  also  wenn  ich  den  grosseren 
durch  den  clayneren  tail,  da<  7  komon  im  gaocient,  ader  30, 
10  wie  man  inl   Macbs  also.  wUdn  haben  7,  so  addir  albeg 
1  darcxa,  wirt  8.  Sees 

Nota  tail  2}  in  2  tail,  also  wenn  ich  den  grosseren 
15  tail  darch  den  claineren  tail  dinidir,  das  Z\f  komen  Mach 

IT) 

nach  der  yeczigen  regol,  so  wirt  der  clainor  tail  * 
50 

grosser  2g 

Item  tail  15  in  4  vnd  3,  daz  albeg  der  ein  qaocient 

18 — 23.  Das  heisst  natürlich,  op  soll  15  im  Verhaltnia  von  4:  3  jrrtt^ilt 
^Verden.  2^  ibt  ilnnn  der  Proper tiODtüttAU£ftCtor.  £s  g«b6rt  die  Aufgabe  also 
wirkliib  zur  GesellBchaftsrccbDODg. 
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knmb.  Maebt  b1m>;  iddir  4  et  3,  erit  7.  Namtdis  ili  ein 
ander  geselluhaft.  7  äant  15  tpdd  4?  Fac*^  8^.  Iterum  7  4i«tf  90 
15  «uHi  8?  FiKid        iVifflc  dmde      per  4^  faeil  2f,  «»Vm  dt- 

Nota  tail  5  in  4  tail,  wenn  ich  daz  erst  ia  daz  auder 
29  diaidir,  daz  3  1  komen,  rad  wenn  ich^daz  ander  in  daz  3  di- 
nidir,  daz  4  komen,  vnd  wenn  kh  das  drit  in  das  vierd  di-  25 
nidir,  daa  5  komen.  WUdn  das  wiasen,  so  njm  far  dich  dy 
ttl  in  der  proporaen,  als  mana  nennt,  vnd  addirs,  faeU 
76f  Ml  dralmr. 

! i  -  18 
60-8H 

Progressio. 

Addir  albeg  zesam  daz  erst  vnd  daz  leczt,  vnd  das  lelb 
mnltiplieir  mit  dem  halben  der  sal  der  poticionnm.  85 

Exenqtlum.  1,  2,  3,  4,  5,  C,  7,  8,  i),  10.  Adifir  1  sw 
1<V  Wirt  11;  daz  mnltiplieir  mit  5,  ladt  55. 

Item  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11.  Addir  1  ad  11, 
erit  12:  mnltiplica  per  5^,  facit  66. 

Nota.  3,  5,  7,  9,  11, 13,  15  faeiont  63.  40 

Item  in  fractis.  1^,  2},  Sji,  4^,  6^,  7^.  Adde 
primam  et  Tlürnnm,  facit  8;  mnltiplica  per  medietatem 
Istins  nnmeri,  hoc  est  4,  fadt  88. 

Itom  wilta  wisaon  dy  zal  des  ritscUendes  (1),  so  doplir 

24—30.  Iit  der  ««to  Theil  a,  lo  niiM  der  zwcUe  Sa^  der  dritte  J2a,  der 
vierte  $(h  sein;  d«i  will  der  Yerfateer  mit  den  Worten  beengen:  nym 
/irr  dkh  ^  aal  m  der  pr^reuu,  alz  man*  nanu'',  denn  hat  er  trieder  eine 
GeiellicbaftereclinaDg. 

a&— 46.  Der  Verfaner  benotet  aleo  bei  der  oriihmetiicben  Bdhe  itete 
die  Fernel 

auch  wenn  n  keine  gcru  :e  Zahl  ist. 

47.  rit'-rhßniff!.  C)l I  M  Wort,  das  mir  fftr  tlif  {»'»omotrisrhe  Reihe  ron  Qao- 
ttent  S  gebraucht  wird,  ist  mir  ooeh  nirgend  »onst  begegnet. 
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45  dy  leteton  zal  vnd  von  dem ,  dAz  da  kampt,  snbtrahir  dy 
erst  sal. 

Exeuii^lum:  1,  2,  4,  8,  16,  32,  facit  63. 

Item  Wirt  dy  progressio  tripla,  so  dinidir  dj  lecst  mit  2 
vDd  addir  zwm  qnociont  dy  leczi  zal. 

60         £«empAim  1,  3,  9,  27,  81,  243,  fadt  364,  |  29' 

Item  Wirt  dy  progressio  qnadropla,  so  dinidir  die  lecet 
mit  3  Ttid  addir  zwm  quocient  die  leczt  zal. 

I  Item  Wirt  si  quintupla,  so  dividir  dy  loczt  mit  4  vnd 
addir  dy  leezt  zal,  et^ 

55  (Exempla  quere,  reverte  10  folia ) 

Item  einer  hat  ein  laio  verkanft  nach  den  cloon,  der  40 

sein  IG.    Vnd  hat  geben  dy  erst  vmh  1  hl,   «ly  ander  vmb 
2,  d\  (Jrit  vmh  4,  die  v  ert  \nih  8  etc.  ritschando.    Nu  ist 
KV  irnj,  wyc  kumpt  dy  kue.    Alachs  nach  der  regul  pro- 
60  grcssiouis,  facit  6ö535  hallcr,  üaz  ist  54  S  fl  vud  4d  gl. 

Item  einer  hat  1  pt'crd  vorkaull  nach  den  ncgiein,  daz 
sein  32,  vnd  bat  geben  den  ersten  nagcl  pro  1  heller,  den 
andern  pro  2,  den  3.  pro  4  etcetj  sie  progressiono  ritscbando, 
fadt  4294967295  ballcr,  daz  macht  3579189  %  Begb  vnd 
65  33  gl. 

Nota  ein  kunig  hat  verseczt  daz  pt  heinlaudt,  vnd  hat 
da/  verseczt  nach  dem  schachpret,  das  hult  64  feld,  vud 
bat  daz  gehen  nach  dou  ersten  feld  vmb  1  baller,  vnd  den  ander 
vmb  2     drit  4  eliajn  prt^essione  e<fi  rüt(^ando.  Quailur  herum, 
70  Ikidt 


47 — 57.  Der  Vcrrasscr  gebraucht  die  von  Prosdocimo  de*  Belda* 
moDdi  sient  bcanttte  BamiQenfoniicl  der  geometriiehen  Reihe 

q — 1 

wenn  er  nneli  nicht  abrolnt  sagt,  doss  bei  der  Difislon  dardi  q — 1  aar  die 
ganse  Zftbl  des  Qaotienten  gebraucht  werden  soll,  so  liegt  doch  oben  dirin, 
dM*  nicht  f»»—^  selbst,  sondern        1 — 1,  der  Division   SD   anterwerfen  ist. 

Das  ctc».  am  ICndo  /fif^t,  dnss  dor'Vi^rfussiT  von  der  Allg'^mfinf^  ilti{:koit  seiner 
Kegel  Ohpr/i  nj^l  war.  IJc  1  d  ii  lu a n <1  i  saf^t  r.n  deiutclben  Zwecke j  ei  sie  ultra. 
Man  verjjlciche  Cantor,  VorUsungen  II;  S.  I'JU. 
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18446744073709&5'l615  haUer, 

16372286'7280912e3  %  Rgb  vnd  16  gl 

daz  mccbt  kaiu  kayser  bemalen. 

Pieso  droi  Anwpndnngen  in  dieser  oder  ähnlicher  Form  sind 
längst  bekannte  Probleme.  Ueber  die  andere  Schachbrcttaufgube, 
wie  sie  aus  Indien  zu  uns  gekommen,  brauche  ich  keine  woitera 
Worte  zu  machen. 

IV. 

Clvu  UöOlf,  niit.  92'—ni,\    (NB.!  Die  Numerierung  der  einzelneu 
Aufgaben  ii>t  durch  mich  hinzugefügt.) 

92'  1 1.  Ain  fiereck,  wie  dje  ist,  sol  man  also  in  ain  qnadrat 
bringen:  du  soU  eeczen  dye  korcsern  sayten  an  dy  lengeren 
vnd  solt  dann  Euchen  daz  mite!  von  den  czweyen  längen 
zesamen  getan,  darin  secz  den  fuscz  desz  cirkols  vnd  5 
mach  aiuen  halben  zirkel,  derdye  ganceczen  (!)  lyuyen  be- 
rur.  dann  zuch  die  kurczerou  synen  desz  getierleu  vnz  an 
den  halben  czirkel,  daz  i^t  dy  wurcz  von  dem  quadrat,  alz 
da  stat.  Die  lang  tiereck  hat  hat  zwo  der  laugen  se>  Ion  8 
vnd  zw  der  kurcz  2.  Nu  secz  dyc  2  an  dy  8,  so  raicheL  es  10 
vnz  an  das  A-,  dye  selben  lynion  ah  tail  in  czwe  in  r,  darein 
secz  den  czirkel  vnd  zutli  vinb  dcu  czirkel  von  a  vnd  zvm 
&  Dann  nym  dye  lioien  2  vnd  zncb  aick  an  den  zirkel, 
vnd  mach  dye  lyuten  de,  dye  selb  lyny  ist  daz  mittel 
oder  wnrcz  der  Tcrlangten.  dar  vmb  zncb  dye  selben  4  mal  15 

93  in  qaadrat  wys,  so  hast  da  |  ain  qoadrat,  daz  eben  in  holt 
als  dye  vberlangt  ficrung,  vnd  wurt  dye  wnrcz  4  sein,  wauu 
2  mal  8  macht  16,  vnd  4  mal  4  ist  och  16,  vnd  ist  gelycb. 
(Fig.  1.) 

n.  Ayn  bom  40  den  laug  lyt  uff  der  erden,    ainer  20 
wfl  in  nff  lichten  vnd  zncht  in  allen  zog  ainer  eilen  höh 
den  gipfel.  Sag,  in  wie  uil  zflgen^mach  er  in  nff  gericbten,? 
Merck,  wann  der  bom  ist  nff  gericht,  so  hat  em  ain  fiertf^ 

von  ainem  czirkel  gemacht,  als  da  stat  dez  selben  zirkcls 
ist  ain  halber  dyamcter  40  eleu,  so  wer  der  gancz  80  dlou.  25 
Nun  siiGch  tlaz  rond  von  80  eilen,  Multiplicir  80  durcb  3i, 
93'  das  niaclict  2513.  j  So  weyt  ist  daz  rotuud  vrab  vnd  vnih. 
So  hat  der  bom  nun  j  gemacht,  dai'  vmb  nyrn  |  von  251  ^, 
kumpt  62^',  80  vU  zug  hat  er  getau  gaucz  auf  zezicbcn. 
(Fig.  2.) 
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SO  III.  Ain  rotnnd  hat  aiii  dyameter  14  eilen  lang.  Sag, 
wye  wflyt  ist  es  ymh  Tnd  Tmb,  vnd  wie  vü  bat  es  qna- 
derden?  tfachs  also:  mnltiplicir  14  durch  Sf,  so  kompt44^ 

80  TÜ  bat  CS  vmb  vud  vmb.  Darnacht  multiplicir  14  mal 
44,  macht  616;  zach  dar  von  f,  daz  vbrig  sind  qnaderelen 
35  des  rotand. 

IV.  Ain  bom  ist  40  scbüch  hoch;  der  stat  bei 
aynem  wassci ,  Uu/  ist  von  dem  bom  30  schuh  brait  vber 
das  wasser.  Sag,  wyo  weyt  ist  von  dem  gipfel  des  bomcs 
vber  das  vasser  an  die  erd?  Macbs  also:  vraltiplicir  den 

40  bom  in  sich  selb,  ist  40  mal  40,  macht  ]  IGCO,  vnd  das  wasser  94 
in  sich  selb,  SO  mal  30  ist  900.  tne  zesamen  1600  vnd  900, 
ist  2600.  S46h  radicem  darron,  daz  ist  50;  so  weyt  ist  Ton 
dem  Gipfel  hin  vber. 

V.  Ain  laiter  ist  hoch  50  ellon,  vnd  lainet  an  ainem 
45   turn,  der  aach  50  eüen  hoch  ist.   Mann  rukct  sio  vndea 

hcrdan  von  dem  turn,  dz  sye  SO  eilen  vndcn  von  dorn  türm 
stat.  Sag,  wye  weyt  ist  d>c  laitcni  oben  liorab  gerukt? 
Machä  also:  dye  laitcr  multiplicir  in  sich  selb,  dz  ist  50 
mal  50,  macht  2500.  Mnltiplidr  dye  vnter  w^te  in  sich 

50  selb,  30  mal  30  macht  900;  znech  ab  denselben  quadrat  von 
SföOO,  dennocht  belybt  1600.  Sftch  dy  worcz  von  1600,  das 
ist  40,  so  hoch  lainot  dye  laiter  an  dem  tnrn.  Nnn  ist  der 
turn  50  eilen  hoch,  daz  ist  ain  zaichcn,  daz  dye  laiter  oben 
abher  oit  mer  dann  10  elen  gernckt  ist.  also  ist  es  in  allen 

55  andern  geliehen  dingen.  94' 

Vi.  Ain  bürg  ist  vm  mauret.  vmb  die  gat  aia  grab, 
der  ist  ausen  vmb  2200  vmb  vnd  vmb,  vnd  von  der  mauren 
der  bürg  ist  'db  vlvn  vber  den  graben j  dye  maucr  ist  dick 
3^  elen.  Sag,  wyo  weyt  ist  dye  maoer?  Machs  also:  tail 

60  2200  in  daz  macht  700.  So  weyt  ist  der  dyameter  des 
graben  yber  vnd  vber  dich  (I)  borg.  Ton  dem  dyameter  sAch 
ab  dye  weyte  dez  graben  zwemal,  daz  ist  2  mal  35,  macht 
70^  vnd  bellybt  680.  daz  mnltiplicir  wider  durch  3fp  daz 
macht  1980,  so  weyt  ist  dye  mnr  vmb  vnd  vmb.  Woltest 

65  aber  wysscn,  wye  weyt  dye  maur  in  wendig  wero  vmb  vnd  vmb, 
so  duplir  dye  dyeke  der  maur,  da/  ist  2  mal  3J,  macht  7. 
daz  mnltiplicir  durch  .'U  ,  so  kumiit  22,  dye  zuch  ab  von 
der  aussou  weytcu  der  mauren,  daz  waz  1 980, darnacht  belybt 
195B:  80  wcy^  ist  inwendig  dye  maur.   Also  tuo  auch  in 

70  allen  andern  dez  gelychen.  i  (tig.  3.}  95 
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Vn    Der  ain  tuiii  ist  G()  elen  hocii,  der  ander  50, 
dye  sind  Kx»  eleu  weyt  von  ain  ander,    auf  ycdcm  siezt 
ain  falk,  vnd  velien  zcnial  an  zu  phligen  zw  dem  Inder.  80 
vüd  fluegt  aiuer  so  bald  alz  der  ander.    Sag,  wo  leyt  daz 
luder?  Multiplicir  dyo  hoch  ytlidisz  tunis  in  sich  selb;  CO 
mal  60  i6t  36ÜÜ,  vud  50  mal       ist  2500 ;  zuch  dye  min- 
deni  Ton  den  mercn,  bleybt  11 00.   duplir  dy  weyto  der 
toren,  du  macht  200,  dann  iail  1100  in  200,  ao  knmpt  85 
5}..  dann  tail  dyo  weyt  der  tnrneu  in  2,  so  kompt  50; 
yeden  tum  znch  ab  6|  des  hdhern  tnrnss  vnd  gib  es  dem 
nidern  turcu,  so  kompt  dem  nidem  55|,  vnd  belybt  dem 
böhcru  44|,  do  leyt  daz  luder  so  weyt  vou  yeden  turn. 
Wiltn  es  probirn,  so  multiplicir  die  höhe  itlichsz  tarues  in  90 
sich  selb,  alz  GO  mal  CD  ist  öÜOü,  tue  darzw  dye  multiplicirt 
seyttn  dosz  luders,  daz  ist  44^  mal  44|,  so  kompt  1980^, 
da/  macht  allos  5580^.   Such  radicem  dar  vou,  vud  waz 
dir  iiumpt ,  da/,  ist  dye  weyte  von  dem  luder  vncz  an  dye 
hoho  des   60  eligou  turues.    Also  tue  och  dein  andern  95 
tnra,  so  kumpt  dye  vorig  zal,  vud  wirt  recht.  [Crastiue 
95*.  epiphanie.j   (Fig.  4.) 

VIII.  Such  zwo  zal,  vnd  zuch  von  yeder  ^  vnd  i,  vnd 
multiplicir,  waz  ir  ieder  belibt,  in  sich  selb,  vnd  waz  ausz 
yn  paidcu  komme,  daz  tue  zesamco,  daz  es  mach  169.  100 
Such  die  worcz  von  IGO,  daz  ist  13.  Nu  multiplicir  dye 
tail  in  sich  selb  ^  |  also:  1  mal  3  ist  3,  vud  1  mal  4  ist 
4,  tue  zeaameo,  macbt  7.  S&cb  dy  worcz  von  25«  ist  5. 
Nym  Ditn  aber  dye  3,  vnd  moltiplicirez  doreh  dy  wnrcz 
der  ersten  zal:  3  mal  18  macht  39,  daz  tail  doreh  die  105 
worcz  der  andern  zal,  dz  ist  5,  so  kompt  dir  7|,  daz  ist 
dye  ain  zal.  Knn  mnltiplidr  dy  4  auch  durch  dy  ersten 
worcz,  dz  ist  4  mal  13  macht  52,  daz  tail  darch  dy  warcz 
der  andern  zal,  dz  ist  dnrcb  5,  so  kampt  10{,  daz  ist  dy 
ander  zal.  Nun  multiplicir  7f  in  sich  selb,  vnd  101  ^^'^^^  HO 
in  sich  selb,  so  kumpt  zcsamcn  161).  Dann  such  ein  zal, 
wann  da  §  vnd  ^  dar  von  zuhest,  dz  7^  belyb,  vnd  ain 
96  andere,  daz  10|  belib  1  daz  siud  dye  zwo  ersten  zai,  dy  man 
£nden  sol. 

Nrn.  I  — TI  brauchen  wohl  kaum  einer  weiteren  Erläotemng. 
Ist  bei  Kr.  VlI  der  Ort  des  Luders  bei  c,  die  HOho  des  einen  Tur- 
mes    «,  die  des  andern      b,  die  Entfemong  der  beiden  Türme 

sm^  so  sei  die  Entfernong  des  e  von  dem  ersten  Torme  *  ^~'> 
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•Iso  die  Ton  dem  iweiten  «.  Dann  mau  neeb  der  Aufgabe  sein 
woraat 

folgt  So  rechnet  tber  noeer  yerüuaer. 

Aufgabe  VIII  verlengt  dem  Wesen  nach  die  Zahl  169  in  zwei 
Quadrate  za  zerlegen,  ist  also  eine  unbestimmte  Aufgebe,  üneer 
Verfesser  löst  sie  derart,  dase  er  die  IdentiMt 

welche  aoe  dem  bekannten  Pythagortischen  Dreiecke  3,  4,  5  anmit- 
telbar folgt,  mit  169  vervielfacht.  Dadurch  erbftlt  er  die  beiden 
Zahlen  7|  und  10}.  Die  eigentlichen  geenchten  Zahlen  sind  dann 

WiUiroüd  bei  tU^'ser  Aufgabe  davon  kcino  Kode  ist.  das?  es  eine 
unendliche  Zahl  von  Lusungeii  m-hvu  muss ,  ist  dies  der  Fall  bei 
einer  nndeni  Aufgabe,  die  füglirli  als  oino  Voiallgemeinerung  der 
/«  yen  Aufgabe  betrachtet  werden  kunute,  welche  ich  nebit  einigen 
andern  nnbestimntten  Aufgaben ,  die  der  sogenannten  reguta  cirffinum 
angeliAren  als  Schlnss  dieser  vielleicht  schon  etwas  so  ausgedehnten 
Hitteiinng  hersetzen  will. 

V. 

dm,  14904,  Bitt.  Iö2'-lö3;  BttL  8ff^^. 

I.  Nota.  Quidam  dominus  dives  habet  4  bursas  de- 
nariornm,  in  unaquaque  tantum.  qiiantum  in  alia  de  dena- 
his,  quos  valt  distribucro  in  viam  clümosme  (I)  quatuor  ordi- 
5  nibus,  scilicet  czeylen  (!)  pauperum.  In  primo  ordin« 
pauperum  snut  4^5  panperes;  in  secuudo  sunt  3ö  pauperes; 
in  tcrcio  sunt  '6b  pauperes j  iu  qaarto  saut  31  pauperes. 
Piimam  bnrsam  distriboit  eqaaiiter  primo  ordini^  in  fine 
tamen  remanent  sibi  41  ita,  quod  ad  compiendum  ordioem 
10  deftciant  sibi  2  denarii.  Secnudam  bursam  distriboit  eqtna- 
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litar  aecnodo  ordiai,  in  fine  tarnen  non  poltest  eomplere,  sed 
bftbet  in  residno  38,  sicqne  ad  coroplendnm  ordinem  de- 
ficinnt  ei  6  dcnarii.  Terciam  bnrsam  distribuit  eqoaliter 
tercio  orvlini,  in  finn  tamon  reraauent  sibi  25,  sicqne 
ad  complcndum  ordinem  deiiciuiit  ei  10  denarii.  Quartam  15 
bnrsam  distribait  qnarto  onVim  pqnalitcr  in  fine  tarnen 
est  rcsiduum  17  denariorum  sicque  in  14  dcuarii  de- 
üciant  ad  complcndum  ordinem.  Qaeritur  nanc,  qaot 
fucraot  denarii  in  vna  bursa. 

In  sttmma  quaath  habet  hoc:  Inveoiaa  onam  nameram,  20 
qai,  dum  diuiditur  per  43,  post  iutegra  qaccientis  roaaent 
in  residuo  41;  iterum,  dum  dividitur  per  39,  manent  in 
residuo  33;  iterum,  dum  divilifnr  per  35,   maueut  in 
163     residno  25;  iternm ,  dum  dividitur  per  31,  in  residuo 

maiiet  17.  Licet  auiem  tum  sit  sulum  mus  tutmerttSf  qui  talis  25 
esl  cerutii  inßnUi  sunt  siijnci't'des.  5153390. 

85'«   II.  Item.  100  baup  vicch  vmb  lOO  fl,  ochsen,  kue  vnd  schaf, 

ye  1  o(  lisen  vmb  1  >  fl,  1  kue  vmb  5  fl,  1  schaf  vmb  \  fl. 
Qaeritur,  wie  uil  sein  der  {¥'bBeu,  kue  vnd  schaf?  ßespoa-  30 
ditor:  1  ochsz,  9  kue  vud  90  schaf. 

III.  Item.  2(>  huup  vichs  vmb  2  »  tl,  ocliaen,  schaf 
vnd  traysz,  ye  1  ochsen  vmb  3  tl,  1  schaf  vmb  Ijfl  vnd 
1  gaysz  vmb  ^  tl.  Queritar  gc?  Besponditor :  2  ochBen, 
6  fchaf,  13  gayäz. 

IV.  Nota.  12  Personen,  Kitter,  Knecht  vnd  Jonckfraw,  35 
sollen  tailen  12  proteyuon  ritter  2  prot,  1  Knecht 
ein^T  Junckfraw  \  tail.    Qaeritur  wio  vil  jc?  Bespoil* 
ditor;  l  Janckfraw,  6  knecbt  vnd  5  ritter. 

Y.  Item  13  menschen  Bitter,  pfaffen,  kneeht  vnd 
Jnnekffaw  sollen  tailen  12  ^n.    der  ritter  sol  haben  2  dO 
86     der  piaf  1  f-,  der  kneeht     dy  Jnnckfraw  1  haller.  Re- 
fponditnr,  4  ritter,  2  pfafen,  2  Janckfraw»  4  kneeht 

YL  Item  30  person  sol  tailen  80  meezen.  der  man 
nymbt  3  meesen,  dy  fraw  2,  daz  kind  \,  Qaeritur  ec? 
Responditar:  3  man,  5  fraw,  22  kinder.  45 

VII.  Item  IQO  person  «ipra.  Responditor;  6 
man,  30  fraw,  64  kind. 

Till.  Item  90  person  nt  snpra.  Der  man  sol  haben 
3,  dy  fraw  2,  das  kind  Responditnr:  6  man,  20  fraw, 
64  kinder.  60 
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IX.  ICem.  100  viech  pro  1(  0  fl,  yc  1  pferd  pro  3  fl, 
1  ochsen  pro  1  fl,  24,  1  scbaf  pro  1  fl.  Qaeiitar  cc? 
Besponditor:  23  pferd,  29  ocbsen,  48  schaff. 

X.   Item  4  ütaiu  sullen  wegeu  all  gewicht  vdz  auf  40. 
55    Queritar  wie  uil  yrlliclior  stain  bab  aiu  gewicht.  Kcspoutiitttr. 
Der  cihl  hat  1  ß,  der  auticr  '6    dt-r   drit  y,  der  vierd  27, 
gc».  MaltipUdr  mit  3. 

Dan  Nr.  I.  als  die  ta  ym  Regel  auf  4  Bediognngen  auagedehat 
aogeaehen  werden  ka&a,  ist  klar.  Die  Zahl 

Ö45Ö590 

ist  die  drittkloinste  Zahl,  welche  den  BediugOQgen  der  Aufgabe 
eutspricht.   Es  ist 

5458590  —  43  .  126943  +  41 

—  39  . 139963  +  33 
^  35  . 155959  +  25 

-  31*.  176063  + 17 

Nach  der  Tu  yen  Regel  würde  so  zu  rechnen  sein:  Für  1  durch  43 
gewonnen  setze  1227135,  für  1  durch  ?,{)  gewonnen  setze  14929ÜO, 
für  1  durch  35  gewonnen  setze  155*)G1,  für  I  ihirch  31  gewonnen 
setze  7*130:55,  addiro  alles  inul  dividiro  die  Summe  durch  1819545, 
80  erhältst  du  als  liest  der  Division  die  gesuchte  Zahl. 

Es  ist  41  .  1227135  50312535 
33.  1492960-=  49267  G80 
25.  155961-  3899025 
17.  763935  —  12971595 

116450835 

Es  ist  aber    61  .  1819445  —  110992  245 
also  ist  die  gesuchte  Zahl  —  5458590 

Wie  uuäur  Autor  sie  angegeben  hat,  und  allgemein  jede  Zahl  ^oa 
der  Form 

1819^«+5458590. 
Beut  man  noch  n  —  -^1  und  --2,  so  erhält  man  die  beiden  klein- 
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8ton  Zahlen,  welche  der  Aafgahe  entsprechen :  363d04&  and  1819500, 
daher  Ui  die  «Ugemeine  Form  der  Zahl  aach 

«  =  1819645  n  -45. 

Alle  flbrigen  Aofgaben  sind  in  der  bekannten  Art  der  regula 
wfimm  oder  regula  eoed  gerechnet,  welche  ttbrigoDs  in  der  ganzen 
Haodaehrift  nicht  anseinandergesetzt  ist  Es  sind  eben  aar  die 
Anfgaben  und  ihre  Besaltate  mitgetheilt  worden.  Da  bei  viel  ein- 
fachem Aufgaben  die  Rechnang  m  «xicn«o  durchgeführt  iat,  so  Ist 
dies  doppelt  ▼erwnnderllch. 

VI. 

Clm.  14008'    BUt.  ÖO-k\ 

504'      Omnis  qaadratns,  cnins  prima  fignra  est  par,  ut  per 
4  dinisibiUs. 

Omnis  qoadratns  in  primis  Jocis  habet  parera  namerara 
dfiarnm. 

Kollos  qoadratns  recipit  in  primo  loco  2,  3,  7  vel  8,  5 
sed  „alioB^  bene. 

Omnis  qnadratos  fit  simpliciter  ?el  snbtraeta  vnitate 
por  8  dinidbilis. 

Sabtiahendo  a  qnadrato  doplcm  sac  radicis  minus  1 
habetor  immediato  preoedenSf  vel  addendo  sibi  dnplnm  plns  10 
1  occnirit  immediate  seqnens. 

Si  qnadratns  fnerit  impar,  remota  1  per  4  est  diai« 
sibilis. 

prima  figora  fnerit  impar,  secimda  semper  est  par. 

Knnqnam  omne«  fignre  possunt  eese  Impares,  sed  bene  15 
pares. 

Qoaado  4  est  in  primo  loco,  semper  par  est  in  secnndo 

loeo. 

Qnando  €  est  in  primo  loco,  semper  impar  in  secnndo 
loco.  20 

Omnis  enbicas,  cnini  prima  fignra  est  par,  est  in  8  di- 
Tisitilis,  et  nomenif  qnociens  est  etiam  cubicns. 
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406  Curttei  Malhm&tiadi^GuAiehUkku  cte. 

Nunirrus  ciffaram  ia  priuüs  suis  locis  Semper  est  per 
3  diuisibilis. 

Proba  de  cnbids  est  per  7,  et  est  1,  6,  vel  0;  prol» 
per  9  6«t  1,  8  lel  0. 

Probft  in  qnadratis  per  7  est  1»  2,  4,  0;  et  proba  per 
9  est  1,  4,  7,  Tel  0. 

Item  cttbicas  recipit  omaos  digitos  in  primo  loco  et  0. 

1464. 

Hier  ist  zu  bemerken^  daas  nater  prima  fywa  die  Etaer-t  aater 
teatnda  figwa  die  Zeboersiffer  zb  verstehen  ist 

Xhora,  29.  Mai  1894. 
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XVII. 

Zwei  algebraische  Auigabon  uiit  Lösimgeu. 

Von 

Dr.  Anthor  und  C  Davldi. 


Irste  Alfgabe/. 

4aj^<  -  {a-\-b-\-e){h-\'C-  y  -  »)•     (1)  \ 
4«»-(a+i-fc)(c4-a— »-«)•     (2)    |  I. 

A.   AuflOsnug  Tou  Dr.  Amtk^r. 

Un  ans  den  Gloichingeu  (2)  und  (3)  «lio  Grfisie  «  za  cllml* 
nireo,  ordne  man  dieselbeD  zaoftchst  nach  Potenzen  von  k; 

(a+64-c>'— 2[(a4-i+c)(a-fr-z)-f2A2jX+(a-f  A-fc)(«+c-2)*  =  0 

Dai  Betidtat  der  Elimination  von  tt  ans  zwei  Oleicbnagen  von 
der  Form 

ilt  aber 

Dies  anf  die  obigen  Gleichuugen  angcweudet,  giebt 

(a+ [(a+ (ä+c- «)•  -  (a+*+ «^)(«+*  - 
.[.8(a+  »+#)(a+«- 1)  -  2fa+2(« -1-6 +•)(« +ft  -  JfJ + 2e|f]  X 

-f  [2(0  H-  &  4-      +  -    4-  2H(«  4-  6 -h  e)(a -f  6 — y)*}  -  0 
o4er,  wenn  der  gemeinschaftliche  Factor  a-f  4+«  wegfiUlt 
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(a4^^-c)(a-|-<j~z)«-(a+i+c)(a-|-&-y)«]» 

X  2tf-(a+H-<?)(«4^-jr)-2tfyJ(a+«--«)MH:(«+H-c)(a+«-^ 
+2Ä«](H-*-3r)«|  -0 

oder 

[a+6+c]«[2a+H«~(y+.)]«[<,«»)-(ft-c)]» 

_  4  {(a+Ä+<?) [(y - a)-(6 -c)]+2(6*  -    )}  X 

X  {(a+6+'0(«+*-J')(«+<'-«)[Ü'-«)~(*-^)]+2e^(a+<^ 


Diese  Gleichung  werde  nun  so  umcrnstaltct,  dass  die  nnbeknnnten 
Grössen  v  und  »  überall  entweder  als  die  Summe oder  als  die 
Differenz  ^  —  «  aaftreten.  Dies  geschieht,  indem  man  setzt 


2(a-ffi--/)      2«+2^»— (y-f?)— (.V -s) 
2(a4-c  — z)  —  2a4.2r  — (.V  — c) 

Daher  ist  nun 

—  j(a-f &+r^f(v-r)-(/.~<)J+(/^-c  fv+,)-(Ä-j-r)(y-»)|X 
X  |(a+i+c)[2«H-2/.-(//-f -  -.a)J[2a-|-2c- 

oder,  iudciu  inuu  dioso  Giciciiuug  für  eine  weitere  Umformung  ge- 
eignet macht, 

-  {(fl+i+e)[(^-*)-(6-c)J-H*-c)(y+5)-(ft+e)(y-»)l  X 

X  {(a+H-*?)P«+A+«-(yH-«H-(*-«f)-fy-»)]C2aH^ 
-(*-«)+(y-«)]X[(y  -«)-(«-«)] 

-H[(y+r)+(^--)]C2«-H+e-(y+«)-(*-c)+(y-*)P 
Setzt  mau  nun 


also 


2t  -iry+')-(y-») 


^  1 


SO  folgt  hieraus  weiter 
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-  K«+H-«)[«-H-«]+(*-*)[H-H-<^l-(*+«)9!X 

+4«+H-^-/>+g][«-h'-(*-<^-5)l» 

oder,  wenn  der  erste  Teil  dw  Abkflrzitng  wegen  Yorläofig  durch  Ä 
beseiehnet  und  der  zweite  Teil  weiter  umgeformt  wird 

0  -  ^-{«g-p(6-c)H(a-f^c)[a+p-H-c--^][a-b,-(*-«-«)]X 

+4«4-H-«— -«  -  5)]* 

oder 

X  \{a-\-h-\-c){q-b-\-c){{a-\~p)'^-{b  -  c-q)*] 

-  6(a-)-c)[a4~p4*^'^^  -  ff]* — ^(A— -j» — ff)[a-f-j»-f     « — tff^ 

-  *(H^)[a-hp+*-<y-9j*-(**-*/>-ft9)l'»+ri* 

— 2(c*— ep-|-c2)(a4-;j)(Ä— ff) 

0-if+|j»(»-<^)-«fflX 

X{|>(6-c)-iiff][(a-hp)»-(*-c  -4)«] 

+[5i2(''+<-)4  («+'^+'-)(e-A)-f  - 

~2[c^4-Ä«-jK6-f  c)+(c-Ä}2j(a-i.|>}(6  -c-ff>}  (7 

Die  in  dem  grossen  1  actur  richts  ateliciideu  3  Teile  köuücn 
folgendermassen  weiter  umgestaltet  werden: 
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+       + 4?)+ «c-  fl*+2c»  -  2&^(a+p)< 

oder 

=  [2(»+<>K«-Ä+«)+«-«*K«+p)* 

oder 

-  +  [2(H-«)(«-H<?)«+2(*+c)(g-H-c)y](a+p) 

-|-(«?-a*)[(a+|>)»-(Ä-c-s)«] 
+  [3p(*~c)](6-c-5)« 

H-  [p(^4-c}  — (^»-<:)(i— c— 3)— 2^j2(a-j-2))(6— c— 

oder,  «eil  ueh  einige  Teile  gegeageltig  anfliebeii, 

=  +  (-2«(MHrX*~^«)(Hl>)l+(««»--i»)[(H-p)M*-<»--f>T 
+  [%»(ft-c))(*-<»-fl)« 

oder 

-  -  2fl(6+c;(a-ft»)(*-c-fl,+(«c~-a6}i(a+i>)«-(*-e-4)«] 
-I-  2;>(i-<?)  6-«-g)« 

-  2o(4-c)(&-c-g)«-2j»(6-o   9)*-2&«  .  2(a-H»)(»<-c-9) 
oder 

* 

oder 
oder 

Die  Gleichang  (6),  resp.  (7)  iäist  sicii  nun  fol^eudermMien 
gehreiben; 


Digitized  by  Google 


Zwei  ahfebraiMcAe  Aufgaben  mä  Lösungen.  411 

+2(a-{-6)c[a  -Ä+c-+7)-|-g]* 

oder  weiter  eotwiekelt 

+{(*  -  «)V         f[«i«-(6-«)»4.2«./»-|-2(5-«j)«  (jJ) 

4-2(a-i-6;clij(i"c)-fly|[(a  -+2'>' ()')  ' 

Die  £atwickloDg  dieser  Crieicbung  führt  auf  die  Form: 

He  Coefßdeiiten  ergeben  sich: 

A  «  (i,  -  c)    aus  (i3)J 

^'  =  am  (0) 

Ä  =s     ;a  +  6-j-c)«  aus  (o)  » 

C  —     2fl(»  — !>)•         aus  j 

H-2(a  +  iM6-c)     „    (y)  I  =  0 

C'  =  — 2a»(»-«) 

—  2ia-\-b)ca 
-J_  2(a  -j-  <?)^<* 

I>  —  —  2(«-fi4.c)»(ft— an»  («) 

4-4(0  + iM^-c)  „    (y)      ^  ^ 

--2{a-^b)ra  „  (y) 

+  4(a+*?)&iA-c)  „  ((5) 
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jy  —  .  2a  ans  (a) 

+  2(a  +  i)c(6-e)      „  (y) 

—  4(a-f-Z>)ca  „  (y) 

—  2(<T  +  r)A(&-.c)      „  (d) 

+(i-c)'»[a«-(6-c)«|  „  (^) 

-H(a+6MJ-c)(a-6+'^)  «  (y) 
-4(aH-c)&(d-c)(aH-&-c)    „  (d) 

«  -2(6-c)»I(a+*)(a-h)-Hc] 
-.a«[«»-(*-)»]  „   (ß)  f  , 


F 

au  («)  \ 

^4(a+6M&  —  «)(a 

«>  (y)  f 

—  4(a  +  ft}«a(a  -  *  -f-  ^) 

«  (y)  } 

+  4(a  4- c)6(6  -  c)Ca + *  -  c) 

M  (d)  i 

-f.4(a  +  (r)ia(a-|-6-c) 

G 

—  *l{a-\-b-\-c)^a{h—c) 

aas  (or) 

-i-  2la  4.i)c(A  —  c)(a  —  *  4- c)* 

»1  (y) 

—  2(a+ e)(a4-6—c)> 

G 

aus  (a)  j 

«  (y)  [ 

4-  2  (a  -|-  c  Ji»a(a  -|-  ^  —  c)* 

H 

—  <ii4-6+c)«a«(*— «)*  au«  («) 

0 


0 


Die  Gleicliuug  (b)  verwaudelt  sich  demnach  in 

0  -  (&-c)V+«*«S-2[(a-|-6)<?4-(aH-«)%V 

— 2(*-<y)«[(aH-6;(a-h!)+ic]i»»  -  2a«[(a+fr)H-(a+<')'»l«* 
-H»«(6-c)«(a-hd+c)«  (9) 

Macht  man  die  Sabititutigu  (5)  auch  in  Gleichung  (1),  lo  geht 
diese  über  m 
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oder 
oder 

Sabstitairt  man  den  bieraus  für  ^  folgeudeu  Wert  iu  die 
Gleichong  (9),  so  folgt  zunächst: 

(Ä_c)VH[«(H-«)(<»+H-«MH-*)p*P 

+2l(ii+Ä)<H-(«+c)i(l>H(H«)(a+Ä+c)-^^Vj 

-2a[(a+J)H-(a-|-«)c][«(M-<^)(a+i+r)  -  (&-j-c)i,«] 

+a«(*— c)^«-|-Hc)*  —  0  (11 

Hit  a  multiplicirt  kommt 

{a(*-c)H-a(H-<?)^a(H-<^)[(«-H)<H-(«-H)*]}p* 

—  {2a*(iH-c)«(a-|- A-l-c) -2a(^4-<')((/+i-j-(r)]  (a+6)c-|-(a+c)/>] 

H-2a(Ä  -  c)«f (a-|-6)(«-Hr)+icJ  -  2««(He)[(a-|-i)A-f-(a-|-c)c]jj)« 
4-«5(i+c}»(a+Ä+c)*— 2a8,6-f-<:)(a4-6-|-c^l_(u-i-i»j6-|-(a4-c)«J 

oder 
oder 

Hieraus  ergiebt  sich 


oder 
dfther 
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-  ±  l^a+Wc  l^V'ca  -f-^)     +    ±  Vbc\  (U) 


Um  DUO  ferner  q  zo  boBtimmeo ,  gebe  man  «af  Oleielmiig  (10) 
sorOck.  Hierin  ist 

also  nach  (13) 
also 

ä  -  ±  iv  (a+^;^  -f  y  la-HXi  (lö) 

Da  jode  der  Grössen  p  uud  </  in  Betracht  der  Vorzeichea  4 
Terschiedene  Werte  hat,  von  den  VorEcicben  itinerbalb  der  Klam- 
mem  aber  entweder  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren 
zugleich  gelton»  so  ergeben  sich  IlDr  jene  Grossen  8  Wertpaare,  die 
sich  folgcndermassen  schreiben  lassen: 


und 


4  Paare  (IG) 


  >  l  Paare  (17) 

Oder,  \YCUQ  zur  Abkürzung 


gesetzt  wird, 


(lö) 
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EOS  (19) 


mid 

An  den  Olmdimigeii  (6)  ergiebt  sich  dureh  einlMslie  Beehoniig 

2z  =  a-j-lf-^  c  —  p  —  q  | 

nnd  mit  Hälfe  der  Gleichnogen  (19),  weDO  darin  beispielsweise  die 
beiden  oberen  Yorzeiclien  gdteo: 

Alle  8  Wertpaare  Ton  y  und  »  sind,  wenn  zur  weiteren  Ab- 
kOrzang 

gesetzt  wird,  folgende: 

2^  =  ,_r-(«+3?-(£)    2»,-«-r-(^^l-55+I)  ( 

Sy(  —  •+r4-(~^l+5ö+C£)   22j  =  *H-r  -(«-f  ^+(ä:)  }    aas  (20) 

a.  s.  w. 

Um  nnn  noch  die  hien»  gehörigen  Werte  von  x  zn  finden, 
erwäge  man,  dass,  wenn  am  Anfange  der  Reclmnug  statt  z  clwa 
s  climinirt  worden  wftre,  sich  statt  der  Gleichung  (21)  folgende 
Gleichangeu  ergeben  hätten: 

2a.-_«-{.J  +  e-7,'-g'    j  ^^^^ 

und  statt  der  Gleichungen  (19)  hätte  man  erhalten: 

p'  -  ±  (C+r) 
«'-±(«-«) 

Bemnaeh  ist 

-  r         -i^^(f)       2»  =  *-r  -(-3i-f  ö4-(i) 
^  +  2a;  —  *  — r  —  (51  —  ©-f  CS) 

2^  -  ,4.r-|-(Ä-.©-|.C)      2«  =  ,-|-r+(-1Ä  +  'ö  + 

u    s.  w. 
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Hiervon  stimmt  der  erste  Wert  von  2^  mit  jenem  von  über- 
ein,  der  dritte  mit  2^,,  der  vierte  mit  2^«  a.  s.  w. 

Demnach  sind  dio  8  Wertsystemo: 

2x^  =        -(^^14-^^- o:)    2v7  -  *-r-f-(  ^H+t^+a; 

2,^  =  4-r-f-(  51+«-!-^) 
(23) 


B.  AnfUliuiff  TOB  €•  IHivlds. 
Aofl  der  dritten  Omndgleichang  folgt 


oder 

ar  ±      ä^b-^-c  '      *"  •y>  quadratisch  behanddt 


oder 
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t 

Ebemo    _____  ( 

y<l-|-&4^  .  Vflf  —  ±Vä2  ±  l/(a-fc)(a-f6  +  r_z)  ) 

aas  der  zweiten  Gruudgleichaog. 
Folglieli  üt 

±ycy±y^  =  ±y(H-^Xa4^+c-j'±y(a4-cX^:f6+  quadr. 
±  2y(H^){a4-c)la-fe.-P^j(a-J-Ä-i-o 

±2yia-i-Z,J(a-i-.;  ^  ,a4  H-c)2-(a-j-Ä-f-«')(j^-f5)-j-^.^  (7) 

oder,  wenn  zur  Umformung  Gleichung  (1)  benutzt  wird 
Also 

▲ick.  d.  Miith.  B.  Plija.  2.  ]t«ika.  Tl.  IUI.  27 
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Wird  diese  Gleichung  dnrcb  a-\-b-\-e  dividirt  and  mit  a  mnlti- 
plicirt,  so  kommt 


and  hierin 


gesetzt,  giebt 

±P^e-y-.Jr  -  2«:a±a)+C*+«-y-»lla±Ä)  (10) 


(II) 


Nach  dem  Gange  der  Roclniunt?'  könnou  in  ^9)  die  Vorzeichen 
beliebig?  wechseln;  aber  in  (10),  und  also  auch  in  (11),  moeft  die 
Einstin  ai.kuiig  gemacht  werden,  daw  die  Vorzeichen  von  9  in  beiden 
Teilen  mit  einander  correspondiren.  Demnach  bat  9-\-*  in  Glei- 
chung (11)  böcbitens  4  Werte,  wie  dieeez  auch  die  Gleichung  (9) 
andeutete;  nllmlieh: 


2a(«4-5() 

a-j-1  — r 

y-f  2 

2rt(a  — «) 

(12) 


Die  letr.ten  Glieder  dieser  vier  Gleichungen  können  nun  weiter 
umgeformt  werden,  wenn  berttcksichtigt  wird,  doss 

tum 

und  also 

ist    Es  ist  Dämlich 
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QDd 

2a(a  -«)  -  2a»-2o^l  -  a^+V-r»— 2o«  —  (a -^H-r)(a^«— r) 

Die  Tier  Werfe  von        sind  domfiach: 


ZwM  lassen  sieh  nun  aach  die  Gleicbnngen  fQr  «s+y 
leicht  hinschreiben;  allein  sie  können  zur  Auffindung  der  Werte 
fQr  f ,  s  nicht  weiter  benatzt  worden,  da  man  nicht  weiss,  welche 
3  Ton  diesen  13  Gleichungen  man  jedesmal  licraus/ugreifen  hat,  um 
Oberhaupt  richtige  Werte  und  demnächst  Wcrtsystomo  zu  finden. 
Man  ist  daher  genOtigt,  zu  Gleichung  (1)  zurückzukehrou.  Setzen 
wir  darin 

nnd  Ar  ^H-'       tnibn  Wert  (13),  also 

y  +  z-,  — r4-\n  (14) 

so  kommt 

Aagz  -  4^0+1 — -  Ha-r+m« 

oder 


4y«  =  «  j^a+  ^^^^^  -t-    a-\-b-^c        ^  \  a-\-b-^c 

IC  l/._r;a-|-i)(a+c)        1 /M'«4-^' ("H-^ 

*  L-l-  -i-a-|-  -7^1  2r4-2a 

l/M«+/.)(a+c)-| 

_  2(H-e)yM''4-Ä^ 
^7* 
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Es  i8t  aber 
and  demnach 

-2ra— 2©<£ 

=  2a(a-i-H-<')-i-(6-i-c)«+2r2-2*(«-8l}-2ra 
{erster  Torrn  —  «^4~<^"^H--'^(''-f-<^)} 

«2„  ,.:;^^«^2r*—2*r-|-L\v01— -f^-i-^i;» 
—  ^s-f  r'-f  a^-|-2«a— 2*r  -2rÄ-(Ö4-i£)^ 


Dies  voB 

subtrabirt : 


}  (15) 


(y+»)»=«(#-r+Ä)»  (14) 

Also 

2^^  =  «-r-j-a+ö+C   uud        =  *-r-f «  — ©«-C 

und 

2«,  ^«-r+ll-9-(E   DDd   2^-i  r+«+«+S 

YerHlhrt  man  mit  der  zweiten  Gloicbung  in  (13)  auf  gleiche 
Weise,  so  erhält  mau 

4jr«  =  (t+r+«)«-(e~«)» 

und  es  crgebeu  sich  daua  zwei  aodcro  Wertpaare  für  n  und  = 
uämlicb 

ai^^^+r-f.«— und  2»4  -  t-|-r-|-«-h» -C 

u.  8.  w.  Im  giuizcn  ergeben  sieb  b  Wtrtpaare  für  y  und  a,  wobei 
mau  bemerkt,  dass  alle  8  Werte  Ton  t  mit  den  8  Werten  von  y 
Qbercinstimmen.  Dasselbe  gilt  natOrlich  auch  in  Bezog  anf  die  Werlo 
von  «.  Um  nun  noch  diese,  nllmlich  0|,  sr^tv^,  .  . ,  aof  dem  kUr» 
sesten  Wege  su  bestimmen,  setze  man  nach  Analogie  der  Gloi- 
Changen  (16) 

!f-»«±(«+«) 

daher 

2;^  «  «— r4-(£4-?t  +  ö  uuo  2y  —  «  — r-j-C  — «  — Ö 
2«  — »— r+«— a-»  lind  2it«#-r-|-«-f-Sl+« 
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Der  onto  dieser  Werte  von  ist  jener  oben  gefundene  Wert 
von  2^1,  und  daher  mnas  der  damnter  stehende  Aasdruck  anch  der 
Wort  von  2k,  sein.  Uni  den  anderen  Wert  von  2x  rcgistiren  zn 
können,  ist  es  erforderlicb ,  anf  dem  oben  gezeigten  Wege  noch  jr^ 
oder  9t*  .  •  ftVL  bestimmen ;  denn  der  Wert 

findet  sich  niciit  uutcr  den  ersten  vier  Werten  von  y.  Demnach  ist 
non  das  erste  Wertsystem: 

2*,  -,_r+a-^  — € 

(io  Ucbcrüiustimmuug  mit  dem  7teu  Wertsysteiu  vou  lierrii  Dr. 
Amtbor). 

Es  lassen  sich  non  leicht  anch  die  übrigen  Wertsystome  aof- 
stelleu. 

A  n  m  f  r  k  u  u  g  1.   Hätte  vou  Gleichung  (7)  an  die  Ent 
Wicklung  einen  anderen  Verlauf  poiionimcTi',   wftre  nämlich 
unter  dorn  Wnrzelzeichen  rechts  nicht  ya,  sondern  y-^z 
entfernt  worden,  so  hätte  man  orbalten: 

±2V{a-\-/.){(^^c)\±Va{a-^b-\-c)  iV^Tj 

und  man  hätte  in  der  Weiterentwicklung  auf  diesem  Wege 
auch  zu  Gleichung  (11)  gelangen  können;  aber  man  wäre 
über  die  Geltung  der  Vorzeichen  im  Unklaren  geblieben- 
Durch  eine  vorUlufige  Untersuchung,  die  hier  durch  An- 
deutuugeu  gegeben  werden  mag,  i<aiin  allerdings  jene  die 
Vorzeichen  in  (11)  betreffende  Einschränkung  gefanden 
werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  c  positive  Grop^en 
sind,  kann  z.  15.  in  Gleichung  (1)  keine  der  beiden  unbe- 
kannten Grössen  </,  z  negativ  sein;  auch  können  nicht  beide 
zugleich  negativ  sein.  Ferner,  keine  dieser  Grössen  kann 
in  dieser  Gleichung  über  hinausgehen,  und  soiieu 

auch  die  andern  beiden  Omndgleichungen  gelten,  so  mms 

nnd  9  ^  a-j-i+^  Bein. 

Femer:  In  Gl^chnng  (/)  kOnnen  die  Torzeichen  nicht  be^ 
liebig  gelton;  es  mttssen  z.  B.  Formen,  wie 
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oder 

ansgoschlosson  werden.  UeberliMpt  mms  in  diesen  Fonnen 
das  —  Zoicbea,  wenn  es  vorkommt,  auf  jeder  Seite  Tor- 

kommen ,  und  zwar  auf  jeder  Seite  einmal ,  5?o  dass  die 
doppelfcii  Vorzeichen  in  (7)  mit  oinandor  correspondircD, 
denn  es  lässt  sich  nachweisen,  dass  l'ormen,  wie 


in  wclcheu  entweder  die  oberen  oder  die  auteren  Zeichen 
gelten  sollen,  nicht  möglich  sind. 

Anmerkung  2.  Benutzt  man  das  erste  Wcrtsystom 
zur  Substituirung  in  den  rechts  stehenden  Ausdrücken  der 
Gruudgl«'i( Illingen ,  m  vv<:vhcn  sieh  durch  einfache  Rech- 
naug auch  folgeudo  Kcsultate; 


(-&-fr-f-^)(c-  r-t-g)^«(a+A-hri 
(a»r+^  )(c  -  r+g)l  A" 


U.    8.  W. 

Anmerkung  3.  Es  seien  in  einem  Zalilcnbeispiel 

o  —  Ö40,   i>  =  660,   c  = 


also 


dann  sind  die  8  Wertsysteme  in  der  von  Herrn  Dr*  Amtbor 
anfgestellten  Ordnung; 
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lUilv 

9m    M  7&fi 

2s. 

1680 

?ar, 

OSScU 

756 

')r 

96 

=  3696 

4620 

4320 

2i^4  =  4620 

3696 

4620 

=  4320 

96 

3606 

2^6  =  96 

4320 

1680 

2y,  —  52ÖO 

10^6 

756 

Sirs  — 1056 

2^ 

52Ö0 

Zweite  Anfgabe. 
U. 

•*  =  2ip— '^-^  (1)     «I»«  -  2*y«+ii(*«+*«)  (4) 

tZ  TX 

»  =  2r  — —  -  —  (2)  4»»  -  2ra!B+6(«»4.«*)  (5) 
w  =  2r— ^-^^    (3)       ctc«  -  2ra-y  +  c(»»4-y«)  (6) 

wobei 

aW  —  r«[a»Ä«4-aM4-*  VH-  2rabe\  (7) 

A.  AiJMIswff  TOB  Herrn  Br.  Antlier. 
Elimioirt  oiao  »  us  den  Gieicliaogeu  (1)  and  (4),  so  kommt: 

+  ?  -     -  7  +2  El  = 
oder,  mit  oftV  miiltl]^eirt: 

4a2Z»W  —  aW(**  —  r'')  +  a'6-32(o2  -      -f  2raZ»c^^(ii;  —  ar) 

+ 4a»&c«r»^+ 4a«6Vr«* 

Sei  nun 

so  fülgt: 
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od«r 


4a«*W-  7«H-r^-2r/  ,   ■ 

4- gta6-ar)r 

44/?         -  +  4C  —-^  - 

Die  Grössen  B  nnd  C  kOnneii  nim  so  gewfthlt  werden,  dws  die 
GoeCScienten  von  v  nnd  t  an  der  letzten  Gleichnog  eiiunder  gleich 
werden;  also 

^  ,  C(bc—r,r)r  2alcr* 


«y5«  _r«  y^*  ^  y?ir^ 
—  2a*6i!r>[yp^— y^nr;«] 


Dieser  Gleichung  genügt  man,  wenn  man  setzt 

^ay*»— HYo»-  r»-(Ä<f-ar> 
Zufolge  der  Gleichung  (7)  ist  aber 


(10) 
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oder 

a'(*«  -  r«)(«»-r«)  -  r»(or+Äe)* 
oder     

snd  analüg      r 

iVc*  -  t*  y««— r"  —  r(Ä)-+ac)    >  (1 1) 

ITicrdurch  werden  die  Gleicbongen  (10)  bedeutend  Tereinfacbt,  sie 
bringen : 

B  —  abey^  —  r«,  aheV^^^  ('12) 

nnd  an  Stelle  der  Gleicbung  (9)  erb&lt  man  nnn: 

Ai.r  ,  -/-i  «i  ahc(hc—ar)r       2adcr-  1 

+2a5V(ftfl-«r)H-4«VflV«+4a'ÄW 

oder 


0  -  9«+Jt^2i? 


oder  mit  Beuntzong  der  Gleichangen  (11) 

+ a  W(6«+c»)-|-2oÄ»c«r 

oder  ferner 

oder,  da  das  freie  Glied  zufoigu  der  Gloicliuug  (7)  verschwindet; 
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4ar 


ar 


(13) 


und  die  Lösung  dor  zweiten  Aufgabe  kommt  daher,  wenu  mau  auch 
aus  der  2ten  und  5ten,  sowie  auili  an«  dor  3ten  und  6ten  Glei- 
chung ähnliche  Gieichunjjeu  wie  die  xoistehendo  entwickelt,  darauf 
hinaus,  die  Lösung  des  folgenden  Systems  von  Gleichaugen  zu  finden : 


Aar 


Ur 


r 

r 


(U) 


wobei  die  iiieic  huug  (7)  oder  die  ihr  äquivalenten  Gleichungen  (11) 
in  iiotracbt  kommen. 

Setzt  man  nnn 


(lö) 


oder,  was  dasselbe  ist: 


(16) 


80  geheo  die  GleiGhiiBBen  (U)  mit  Badcaicht  auf  die  Gleicliingen 
(11)  ttber  in 
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Nun  ist  aber  nach  GleielmBg  (7) 
oder 

Mulüplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2rabc,  so  folgt: 
oder  fiftr  2r^abe  den  Wert  aus  der  vorhergehendon  Zeile  gesetzt: 

Addirt  man  beiderseits  4a«A'eV>,  so  folgt: 

FOgt  man  reebts  noch  '\-2n*b*c*r—2a^b^oh'  hinzu,  so  folgt  ferner: 

+2aWr(ar  +  de)  —  2a*Ä»c»r(ÄrH-iic) 

und  daher  mit  Eacksicht  anf  die  Gleichungen  [11) 
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also,  wenn  man  die  Quadratwarzd  anaziobt: 

oder,  verglich«»  mit  (15) 

VQd  aualog    f 

aAcV6*~r«=/3    /  (18) 

Es  ist  also 

^  -  fl      yirz;^  =  a(/3+y)  zufolge  (16) 
r  »• 

oder 

ar      '    •  • 

mithin 

.  «+^-  «  -  "f  Vi^y^^  »zufolge  (11) 

und  daher  mit  Rttekncht  auf  (16) 

I  Ä  1^  a(yH-«)(«-H^) 


und  analog 


.+^+,  -  ^^ü+^H^+l''   ^  (19) 

Damit  geht  nun  das  System  (47)  Uber  in  folgendes : 

4y|i,=-(«-f|J+y)  [«-flJ-S-'?? 

Vergleicht  man  dieses  System  mit  dem  System  I ,  so  crgiebt 
sich,  dass  beide  Systeme  einander  gleich  und  nur  in  der  Wahl  der 
Burli  taben  verschieden  sind.  Daher  ist  nach  Analogie  der  Glei- 
ch uu^cn  (23)  iu  Sytem  I: 
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=3  «+|j+y-r'-(-l'+«'+«')  (21) 

Nun  ist  bieria 

zafolge  (18)  in  I  and  (19)  in  U 


Denn  in  (19)  kann  nach  der  Oleicbnng  nnter  (18) 

geeetzt  werden. 

Dcmnucb  geht  die  Gleichung  (21)  über  in 

Da  nna  nach  (8;  aud  (12) 


 n  _   ^ 

nnd  also  analog 

2k  —  2«— 


ist,  so  ergiebt  sich 
y  a«— 

Jetzt  Set  es  nicht  schwer,  auch  die  Werte  von  »,  «,  te  so  he- 
stinunen.  Es  folgt  hier  noch  das  ganze  erste  Wertsystem,  ans  dem 
die  abrigen  sieben  Syütemo  mit  Benntznng  der  Gleichnngcn  23)  des 
Systems  I  leicht  hergeleitet  weiden  kfinnen. 

^    ^  'L.ryirz;i-y6«^-yc«^«+r+(--a+6+c)] 

_     /        r_  ^a'^ZLrt  ^.y^^  :^r^-yj«37i4-r-f  (a  -  H'  )J 

 [-  yi*^*  -  yÄ*^+yc«  ^-hr («4-6- c)j 
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B»   AoflSmiif  TOn  C,  Dafids. 

Wird  p)  (^uadrirt  uud  der  Wert  von  u?*  iu  (O;  Bubstituirt,  'so 
üiLuit  man: 

«.  »  4r»-4  -4  '^^+        +        +  ^-^-^  -  ^'  + 

oder 

06     ^     o«     e,«     cfc  -T  c  -r*  -t-» 

Aus  (7): 


(8) 


worin  nur  das  obere  Zeichen  gelten  kann,  wenn  a,  »•  positive 
Grossen  vorstelieu.  Dass  von  diesen  Grussen  iu  f8)  ?  die  kleinste 
ist,  ergiebt  sich  sehr  leicbt,  wenn  man  in  (7)  links  a-  r*  setzt. 
Wird  nan 

a*— r'  flnrch    und  dnreh 
beEeichnet»  so  geht  die  oüiige  Gleichnng  aber  ia: 

aualog   f  w 

^|/fF)C-^-)-±(^+i) 
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Hierin  mflweii  beide  Vorzeichen  gesetzt  werden,  weil      y,  s 

niAglichcrweiflo  negative  Werte  haben  können.  Statt  sie  aber  anf 
der  rechten  Seite  zn  gebraachcn,  können  sie  anch  den  Grössen  der 
Unken  Seite  vorgesetzt  werden  and  dann  folgt: 


oder,  wenn  beiderseits  i  addirt  wird. 


a^x      2rl/&  — y    l/g^g      wyH"  ^ 
a    ^  iV    b    •  r    "a    "  W 

quadratisch  Ucbaudelt 

Ofn—x      r  \/b  ~  i/\2  _  my-i-W     r*(i»  — y) 

K"v="^ir  "T-ir  


Wird  iu  dieser  Gleichung 


to_,t«I2»  (8) 

c 


gesetzt  nnd  wild  dton  mit  I  mnltiplicirt,  so  kommt: 


analog  ^       )  (10) 


Daher: 


quadrirt 
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±^Vi^K^?)  ■  2(a.-..)+(.'+-^)f+K-r)^ 

Nun  ist  der  Oloiebnng  (8)  geinftBS: 

und 

dabor 

±a.  |/i«+r»+(to-r«;|+(M-r«)  (13) 

oder,  (9)  ia  Betracht  gezogen» 

±r  [7  +  t]  =  ^''  +  ""  l  +  T  

Die  vier  Ictztou  ieiiu  unter  dem  Wurzelzeiclieu  siud  abor  uach 

(9): 


Also: 


-(^±47+":j-2"±2<'t+ä(v+7)]  ('^> 

Wenn  in  Gleichung  (23)  hinnielitlicb  des  CtebraiiGlies  der  Tor- 
zeiclien  aaeb  eine  Einschrftokang  derart  statt  finden  sollte,  daas 
entweder  nnr  die  oberen  oder  nnr  die  unteren  gebraucht  werden 
dürfen  —  und  dies  ist,  wie  sich  nachweisen  Iftsst,  wirklieb  der  Fall 
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ähnlich  wie  in  System  T  Gleichung  (7)  —  ,  so  würde  diese  Eiii- 
acbrftnkuiic^  doch  in  (14)  nicht  mohr  gelten,  und  daher  können  in 
(15)  von  den  doppelten  Vor/.eiclion  -{-  und  —  beliebig  gobrauc-ht 
werden.  Aas  dieser  letzten  Gieichaog  geben  daher  vier  Formen 
herYor: 

1)  (•+'+••)  (f  +  t) — (ap+s««) 

2)  (a-l-r)  ("^  +  -)-  +(2i'-2uO 
4)     («  ~t+r)  (7  +       -         -  200 

oder,  da 

2f»+2ai  =  i«+a«— r«+2ai-  (a+/+r)(aH-l  -r) 

nnd 

S?l*— 2«l-.i«4-a«-r«--2ai—  («-/-f  r)(a         r)  ist, 


1) 

T  +  7" 

—  a  — i+r 

») 

«qr  ,  ns 

T+  c 

+  «— l+r 

3) 

my  n« 

6  i"  c  — 

1  — «  — 1— r 

4) 

na 

-|-a — i — r 

(16) 


Versnchen  wir  jetzt  die  Werte  von  y  nod  •  festziutolleo.  Es  ist 
nach  (13),  (14)  and  (16,  1): 

*H[t-F 

gtlwtttiiirts 

iiA.  I. »iiiu  R.  ni«.s.  B«ik«.  T.  znx  ts 


Digitized  by  Google 


434  ÄMthor  und  D^vidat 

__£^a--i-|-r-w  +  «]-  ^5  f.«*» 

—  2<i»n(tf-f  I— r)  —  m»(2r*  —  2r<i) 

~  4  ~ 

mu  .  2ra 

Uieizu  auf  bcideu  Seitou  Uie  Erguuzuug  addirt,  daou  die  Qua- 
ilratwunel  ansgezogon  vnd  mit  2  mnltipHcirt,  giobt: 


c 

uuU  iclüer 


2my 


woraus  zwei  Wertpaaro  für  y  und  z  hervorgeheu,  uuiulich: 

«  —  i  — 1/1  -|-  r  —  fl  -|-  &  -j-  c 


'  2n« 


2fH 

c 

ß :  „ 

Zmy 

fr 


■=  n  —  i  —  m-j-r  —  a  —  6  —  i 


Ferucr,  aas  der  zweiten  Gleiciiuug  in  (lüj  gebt  hervor: 


♦)  Ei  ist 
denn  nuh  (8)  iit 

rac 
b 

oder 


_  TM«     ,  ^ 

In  s=  +r« 


oder 


Durch  r  dtvi4irt  and  mit  abe  mnltiplirirt,  entstellt  die  Oleicbnng  (7). 
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«M    ,       .         ,             2(i4-m-t-n)(a'-H-*-)+2>/in  -4»(a-/-hr)l 
__(«-^r-m+n)-  j 


und  hienuit 

c 

Dies  giebt  iwei  andere  Wertpure  filr  s  und  oftmUelii 


2n2  ,         ,      ,  .1 

C  Iii 


Am  dea  beiden  letston  Gleicbangeii  in  (16): 


c 


t 


e 


e 


mn  .  2ra 
4r« 
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Um  die  zugehörigen  Werte  Ton  x  zu  finden,  bilde  man  der  Glei- 
chung (17)  gemftss  folgende  Gleichung: 

woism  man  naeh  Analogie  erhält; 

2fo 


Hiervon  ist  der  erste  Wert  von  -  mit  dorn  von  d  und  der  rtnilero 
mit  dem  von  ß  übereinsfimTnpnd,  und  dahin  gehören  demnach  auch 
die  oben  gefundeueu  Werte  von  x.  Auf  gleiche  Art  ergeben  sich 
nun  auch  die  ttbrigcn  Worte  von  x.  Die  >  Wertsystemc  können 
nun  am  passendsten  in  folgender  Ordnung  zuäumnieugüsleiit  weideu: 


a 


22x, 


— *  —  I— m — n — r+a— ♦ — < 


2/«s  .11« 
-—5  .  ^  _t»—  n-f-r-f-a-f-b  —c 

^    Min  —  l — n-^r  -6  — a— c 


2myj 


2rM, 
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2lx. 


-  Ä I—  m— »— r— a— 


o 


a 


2bk 


a 


— -5*  =  m  —  i  —  n — r  — o-j-a  —  c 
0 

 i  SS  Z— «  — «+r  — a  — ft  — c 

a 

4  |?^*£Ts=«-|-_n+r+*+a-e 


c 


El  bleibt  jetet  nur  noch  übrig,  die  Werte  von  u,  t»,  i*'  fcstzu- 
itellcn.  Begnügen  wir  uns  in  diosor  Hinsicht  mit  dem  Werte  voo 
H  de»  WerUystems  y.  Es  ist  nach  (i) 

u.  =  2r-[-^    Oder  -r-y+r-- 

oder 
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Anmerkung  1.  Hinsichtlich  der  Vorzeichen  in  Glei- 
chang  (11)  gilt  wieder  Gleiches  wie  in  meiner  6ten  Glei- 
chung zu  I.  \Yas  dort  in  Anmerkung  1.  behauplet  wurde, 
kann,  aof  Gleicbiing  (11)  in  II.  bezogen,  «llerdings  be- 
grandet  werden,  jedoch  ist  dieae  Begrttndnng  Hiebt  ohne 
Sehwieriglieii 

Anmerkung  2.  Es  sei 

a  X-  976,  fr  *-  825,  c  =  1287,  r  -i  495 

also 

I  =  ia  =  660,   n  =  1188 

dann  ist 

2535  705 

«i  =  +  — 7»   yi  —  H  2r   *>  ~  + 


10725  4125 

—  7»  »1  —  2*  ™ 

0.  H  2476,  715 

«4  —  -   1170,  y«  —  +  765,  »4     _  1058 
2145 

+  4,       =  +  165,  «^  =  -1573 

6825 

=5  4,  ye  =  -  1875,  %  —  + 1236 

14625  ,  1755 

,^  —  —  225,    «7  -  ^  ^ 


6435 

+   7»    *8  =  -  1485,    ^  2431 
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XXTTT. 

Miscellen« 


1. 

Eini^  quantitatire  Fragen  Uber  zwUlf  Kugeln,  die  eine  Kugel 

berUlireo« 

Es  ist  bekannt,  dass  12  ntid  niebt  mebr  gleiche  Kogelii  eine 

gleiche  Kogel  berühren  können  ohne  sich  zu  durchdringen.  Diese 

12  KuiTo!n  Ifi's'^r'n  Raum  zwiachnn  sich,  der  jodoch  bei  keiner  Anord- 
nung zur  Einfügung  einer  gleichen  Knur-l  Imir  ■[(  Iit.  Von  den  vielen 
Arten  den  üherscbttssigon  liaum  zu  bestimmen  wollen  wir  nur  einige 
untersuchen. 

Eine  Kugeloberfläche  K  werde  ton  12  Kugoloberflächen  ä",» 
„  .  .  .  A',j  berührt  Ihre  Mittelpunkte  seien  3/,  A/,,  M->,  ■  .  ■  ^f^^. 
Vorauspesctzt  sei,  dass  keine  Kugeln  einander  durchdringen.  Wir 
ziehen  nur  solche  Anordnungen  in  Betracht,  wo  alle  Kugein  um 
eine  Axe  regelmässig  gruppirt  sind.  Soviel  sei  allgemein  bemerkt; 
wir  wenden  uns  nun  zu  deu  einzelnen  Bestimmuugsweisen. 

1. 

Sind  die  Kugeln  K^, .  ,  ,  X^^  einander  gleich,  so  ist  das  Mass 
des  Banmet,  den  eine  von  ilinen  aaf  K  einnimmt,  ihre  centrale 
Pxojection  aof  JT  Ar  das  Centrom  M.  Es  ergibt  sieb  die  Frage: 

„Wie  verhält  sich  die  Summe  der  Projectionen  aller  12  be- 
„rührenden  Kugeln  zu  Ä'?" 

Die  Projection  von  auf  K  ist  eine  Calotte.  Calotten  der- 
selben  Kogel  verhalten  sich  wie  ihre  Pfeile.  Ist  r  der  Badias  von 
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iT,  und  sind  die  Radien  der  ftbrigea  Kngflln  imtar  lieh  gleich  uod 
xnniehet  —  f ,  lo  elad  die  Pfeiie  der  Galotte  und  des  ganzen  K  (als 
Calotte  gedacht)   

Bezeichnet  also  P  die  Frojection  von  £,  auf  A',  so  ist 


(1) 


2. 

Hieran  knüpfen  sich  nnn  folgende  Fragen: 

^Wietielmal  iat  im  Falle  lauter  gleicher  Kugeln  die  Frojection 
^einer  Kugel  in  K  enthalten?** 

FOr  (7  —  r  findet  man  die  Zahl: 

Von  «0  Tielen  Kugeln  wlirden  die  Projectionen,  abgeaehen  von  ihrer 
Integrität,  die  Flftche  K  bedecken. 

3. 

Welchen  Teil  von  K  nehmen  für  ^       die  Projectionen  aller 
„Kugeln  ein?*' 

Au»  OL  (2)  ergiebt  aich  die  Zahl: 

-  8(2  -  V3)     0,8038476  (3) 
4 

Wir  ftgea  tum  System  der  12  Kugeln  die  20  notwendigeD 
Zwiscbenrinme  oder  Minima  des  Zwiachenranma  hinan  und  fragen 
nach  dem  yerhftltniss  der  so  vermehrten  Projectionen  zu  K, 

Berühren  A'i,  K^^  eioündor  und  /T,  so  sind  ihre  Mittelpunkte 
die  Ecken  einer  gleichseitigen  Pyramide  MM^  ■'^4»  deren  Seiten- 
kanten —  r-l-p,  Kanten  an  der  Basis  •»  2^:  Die  Ecke  M  hat  3 
Sdtenwinkel  —  q>  und  3  Flächenwinkel  =  wo 
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cosgp         r»-f-g>p  — 
*      1  +  COS  9»       2r(r  -f-  2^}" 

Die  ProjeOioD  dee  ebenea  Dreiecks  HiJU^J^  aaf  ial  dai  splii- 
liicbe  Dreieck 

Sie  «mfesst  3  SecCoren  der  3  Calotten  P  filr  den  iphftriadieii  Oeetri- 
Winkel  ^  nnd  das  Ton  den  Oalotten  eingeicUoMeoe  getncbte  Bogen- 
drdeek  Q;  dnker  iit 

=         *  -         -  0,035  990Rr«  (6> 

uüd  die  Sumijic  aller  Projectionen 

=  12P+20Q  —  2|löV34>  -4(3y  3  -l)B|r* 
0,893 823ir 

Yermebrte  man  also  die  Projection  jeder  Kogel  um  ihrea  Anteil  an 
dem  MininiBni  der  Zwiaehenrftnme,  so  würden  noch 

p  - 18,4081 

so  Termehrtar  Kngelprojecfionen,  aligssslien  von  ilirer  Istegrifit» 
anf  K  Plate  haben,  mithin  der  anfänglich  geoaonte  Sate  dorch  die 
OrOsie  des  Ranmea  nicht  bewiesen  sein. 


6. 

„Wie  gross  können  die  einander  gleichen  Engeln  iTj .  .  .  i^^ 
^hOdistens  sein  nm  ^e  Kngel  K  m  bertthren?" 

Bilden  die  Mittolpankto  ein  regelmässiges  Ikosacder ,  und  be- 
rühren sich  die  Kugeln  zu  je  dreien,  so  ersieht  man  leicht,  dass  die 
Kagelo  nicht  grösser  werden  können,  da  die  Zwischenräume  ihrer 
Prujt'ctioucu  ihre  kleinsten  Werte  haben.  In  diesem  Falle  ist  die 
Ecke  des  Tetraeders  MAitM^Ms  nach  Gi.  (5) 

Jf  —  3v— 2R  (7) 

and  20  derselben  mflssen  den  rftnmHchen  VoUwinkel  d.  i  8B  ein- 
nehmen. Naa  ist  nach  Ol.  (4) 

i*+2»'e  — —  2r(r4-2f)e0Sy 
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Nach  Gl.  (7)  aber  ist,  sofern'  M  ein  Zwanzigstel  des  VoUwinkels 
8R 

V5  -  1 

i|/  =  Pi    cosij^  — -^-^1 — 


also 


wonins: 


p  -  ry5-2V5  +  ^-2^''  =  M0e616r  (8) 

6 

„Wie  gross  kann  eine  Kogel  min,  wenn  die  ttbrigen  der  Mittel- 
„kngel  gldch  sind?'' 

£8  sei  angenommen,  dass  die  Kngeln  in  regelrnftisigen  Krftnzen 
um  eine  Axe  (Axe  der  »  fttr  M  als  Anfangspunkt  der  «y«)  liegen, 
und  swar  Jtfi  am  positiven,  Ifn  am  negativen  Ende  der  *  Axe,  J4 

bis  Afß  ein  Fünfeck  in  dor  Ebono  *     •  mit  dem  Eckradius  u, 
bis         ein  Fünfeck  in  der  Ebene  «  -=  z,  mit  dem  Eckradius  w, 
bildend.    A',  berührt  die  5  Kugeln       bis  AV,  jede  der  letztern  zwei 
der  Kugeln  K^  bis  A',j   und  diese  wieder  siimtlicb  A].*.    Ajj  babe 
den  fiadias     alle  ubrigcu  den  Radius  r.   Kürze  halber  sei 

e-|B 

Legt  man  die  xz  Ebene  durch  Mg^  so  werden  die  Coordinatcn  x\ 
Sf  'y  »  von 

Mu                     —   Oi                            0  2p 

•  •  .       »      «C082e, .  .  . ;        0,  usin'J«  •  •  • ;  » 

AI7,  Jl^i  •  *  •  J^n  ^  »iCost,  «iCOsSc  .  .  . ;  «iSint, «  •  . }  «1 

Afii  0;  0; 

die  Bedingungen  der  BerOhmngen  von 

JTJT,  Ar*  —  4r« 

A'A'  ,  etc.  tt«-f  3«  =  4r« 

AjA',,  etc.  w«+(s— 2r)*  - 

irjÄTj,  etc.  -2utt,  C0S«+u,*-H»|  —  «)*  —  4r* 

KK,^  etc.       »iM-*i*  —  ^* 
ÄVÄ,„etc.     «iH-(«iH-''+e)»  - 

woraus  nach  Elimini^tiou  von  u^-j-»^  und 
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V3ll,C08f4-.,  =  2r;         +  ir^^  (9) 

('^+e>i+ar«  -  0  (10) 
Die  61.  (9)  werden  erAUlt  darcb  («i  «  0  und) 

oachhor  Ql.  (10)  dvreh 

 2r  

Nim  ist 

V5+1 
.  C08«SBS — ^ — 

diher 

Ä  y^VÖ  +  l        IGV  3  .  r  ^ 
«I  -  dys  -  =  l,8913S99r 

1  -  -        6r"^-~l2V6+7^  -0,6öü2563r 

,.V6— 1  16r 
^  =  4 -S^jj— r  =  -  2»07ö7iü6  r 


7. 

,,Wic  gross  köunou  zwei  diametral  liegende  gleiche  Kugeln  sein, 
„weDQ  die  Übrigen  gleich  der  Mittelkugol  sind?*^ 

Die  Anordnung  sei  wie  im  Torigen  Falle,  nur  seien  die  Radien 
von  Kl  und  beide  —  Dann  wird  das  Geaamtgebilde  tod  der 
«y  Ebene  symmetrisch  geteilt,  mithin 

«1  —  »;  «1  =  —  « 

Die  Berührangsbedingangeu  rednciren  sich  auf  drei: 

:b  4r» 

2m>(1 — eoa  0 +4(i*  s  4rs 


r-J-^*  1  +  COS« 

Pies  ergibt  die  Werte  | 
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«»  —  ry  6  ~.  -  1,821 1860r 


a 

Bio  12  Kugeln  mögen  in  4  regelmässigen  Kränzen  zu)  je  3  nm 
die  Axo  liegen,  numerirt: 

80  dass  ihre  Mitteipuiikto  4  zur  Axo  normale  Ebenen  «i,  «,  — «i, 
WS  bestimmen.   Wir  fragen  zunächst: 

,,\Vio  gross  kennon  höchstens  die  einander  gleichen  C  Kugeln 
„der  2  iiusscrston  Kran/o  sein,  wenn  die  6  übrigen  Kngoin  gleich 
„der  Mittelkugel  A  siud'i'** 

Die  Antwort  geht  am  einer  rinfadien  Betrtehtnng  hervor. 

Setzt  man  —  0,  fallen  also  diü  Mittelpunkte  des  2ten  and 
3ten  KranieB  soaammen  in  die  Aeqnatorebcne,  so  nmschliessen  6 
Kngeln     bis  jr«,  etwa  in  der  Reihenfolge 

A^Aj  Aj  A^  A|K0 

gerade  die  MittelltngQl,  indem  sie  sich  snceessive  in  6  Punkten  he- 
rtlhren.  Verachiebt  man  aber  von  da  ans  die  2  Kranzebenen,  so 

werden  stets  mindestens  3  Berflhmngen  aufgehoben  and  der  Raum 
für  die  2  ftossersten  Kränze  eingeengt.  Folglich  ist  die  gewählte 
Anordnung  *i  —  0  nicht  nnr  möglich,  sondern  aocb  notwendig. 

Aach  in  Betreif  der  2  ftnssersten  Krftnxe  gehen  whr  vom  ein- 
fachsten  Falle  ans  und  nehmen  alle  Engeln  einander  gleich  an. 
Bringen  wir  sie  zur  BerOhrong  mit  den  angrenzenden  Kränzen,  so 
bildet  jeder  Mittelpunkt  der  erstoren  mit  2  Mittelpunkten  der  letz- 
teren und  dem  Mittelpunkt  M  die  Ecken  eines  regelmässigen  Tetra- 
eders, weil  alle  4  Abstände  gleich  dem  doppelten  Radios  sind.  Man 
hat  also  die  3  Tetraeder 

Kun  liegen  3/43/3/^^  in  einer  Geraden.  Die  Projectionen  der  Pyra- 
midenspitzen        ond       auf  M^M^  halbiren  die  Strecken 
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mä  MM^,  Folglieb  iit  die  toa  Ibneii  begrenzte  Streeke  gleich  dem 
doppelten  Biditi.  Dieae  Strecke  Iit  wieder      Qegemeite  eiiee 

Rechtecks  —  M^it^\  daher  bertthreo  sich      und  K. ,  analog  je  3 

Kogeln  jedes  äussern  Kranzes.  Grösser  kann  keine  Kugel  werden. 
Die  Antwort  ist  also:  ,,^011!)  keine  Kagcl  <^  K  ist,  80  können  bei 
der  genannten  Anordnung  nur  alle  Engeln  =  K  aoin." 

Dimit  Ist  offenbar  die  Frage  nach  den  Haximnai  der  Kngeln 
eines  äussern  Kranzes,  wenn  alle  andern  sind,  schon  abge- 

schnitten; denn  die  Antwort  folgt  schon  ans  geringerer  Voraus* 
aetznng. 

Die  Frage  nach  den  möglichen  Stellnagen  tob  laater  Reichen 
Kogeln  ergibt  jedoch  noch  8  Losungen.  Die  Mittelpankte  ifi,  M^^ 
i/f  waren  nindich  die  Spitsen  von  8  Pyramiden,  deren  Gmndflftchea 

keine  Seite  gemein  haben.  Zwischen  diesen  3  Dreiecken  liegen  3 
nndlffe.  Alle  G  Stessen  nur  in  Af  zusammen.  Man  kann  nnn  die 
entsprechenden  Pyramiden  auf  der  andern  Seite  der  Aequatorebene 
entweder  auf  dieselben  Dreiecke  als  Grundfläcben  bauen  oder  auf 
die  3  andern.  Beide  Fälle  ergeben  2  weseutUck  verschiedene  Ge- 
samtfignren. 

Die  Berfthrongsbedingongen  sind: 

wofans  flbereinstimmend  herroigsht: 

Die  Kugeln  Ki  bis  Ä,,  auf  K  central  projicirt  geben  12  Ca- 
lotten,  deren  Inhalt  in  Gl.  (3)  gefunden  ist.  Zwischen  ihnen  liegen 
8  gleichseitige  concave  Bogendreiecke.  Erstere  sind  auch  schon  be- 
rechnet und  ihr  Inhalt  in  61.  (6)  angegeben. 

Um  letztere  direct  (d.  h.  nicht  als  Kost)  m  berechnen,  gehen 
wir  von  der  vierkantigen  Centraiecke  aus,  deren  Kanten  durch  die 
Mittelpunkte  der  4  Bogen  gehen,  2.  B.  3f3f, ,  1/3/4,  ^^6->  MM^. 
Die  4  Mitteipuiiktü  sind  die  Ecken  eines  (^uaiirals  über  einer  Seite 
=  2r.  Hiernach  sind  die  Seiten winkol  der  Centraiecke  {M)  —  jÄ, 
für  die  Flächenwinkel      findet  man  daraus 

008^1  —  —  i  also  yi-«2R  —  ♦ 

vnd  die  Ecke  wird 
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(JO     4ti-4R«=  4R-i<>  (Ii) 

Die  Ccntralprojection  des  obigen  Quadrats  auf  A",«  d.  i.  (A/)r*  um- 
faäaL  uuii  auastr  dem  gesuchten  Bogenviereck  Qi  noch  4  Sectoren 

der  Calotte  P  fftr  den  CeQtriwinkel  ^t,  zasammeo  —  folglich 
ist,  mit  Anwendanir  too  GL  (3), 

=  (4R-  4^)r«-  (2R—  y)2(2  -  V3)r* 

Demnach  «ind  die  Tenebiedenen  Figaren  anf  ^ngelprojection, 
Calotte 

Projeetioo  des  Raaroes  zwischen  8  EvgelD,  sphirisches  Bogendreieck 

Q  =  (f  V3ip  — 2fi)r«  —  0,035  990  Rr» 
Projection  des  Banmea  iwisehen  4  Engeln,  sphftrisehes  Sogenviereck 

Q|  —  |4(V3  -  i)H-  2v'6xp\r^  —  0,213550 Är* 

WO 

^  —  aretg2y2  =  0^7836531  B 
Werte  die  (sogar  nnabhftngig  von      die  Relation 

K  -  12P-f  842-^601  -  8Br> 

behnfs  ihrer  Gontrole  erfUlen. 

Die  hier  getroöeuen  2  Anordnaogen  zeichnen  sich  dnrcb  die 
Eigenschaft  ans,  dass  1B  gleiche  Kogeiu  ^icli  in  36  Pankten  be> 
rühren,  uud  keiue  ehizelu  veiächiobbar  ist  obuo  eine  Berührung 
anfeoheben.  Die  Mittulponkte  der  12  äusseren  Kugeln  bilden  ein 
gleiehkantiges  Polyeder  eingeschlossen  von  6  Quadraten  nnd  8  gleich- 
seitigett  Dreiecken,  Ist  also  ein  fessarakaidekaedgr  eingeschrieben 
in  eine  Engel  von  einem  Radios  gleich  der  Eanto. 

r;  Hoppe. 


2. 

£in  Beitrag  zur  LOsnng  des  Problems  der  Dreiteil  nag  des  Winkela. 

BckaunLlich  ist  eine  elementare  Lösung  dos  Problems  der  Tri- 
section  des  Winkels  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben  wi»rdeD.  Diese 
Tatsache  bat  in  liathematlkerkrelsen  erst  snr  HypotlMso  mmI  spAter 
znr  Ueberzeognng  gefdhrt,  dass  eine  elementare  LOang  des  Pro- 
blems Überhaupt  onmOgllcfa  sei.   Die  hiefllr  beigehvtehlen  Beweise 
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scheinen  mir  jedoeli  weder  einwMdfIrei,  noch  streng  genog  wa  lein, 
nm  die  AoBSichtslosiglieit  jedes  LdsnogSTersncbes  nach  dieser  Rieh- 
fang  bin  so  begrüDden.   Die  im  Nachfolgenden  gegeliene  LOsnng, 

bei  welcher  lediglich  elementare  Hilfsmittel  angcweudet  werden,  be- 
ruht auf  (hr  Theorie  der  Nftherungsraethoden;  liefert  jedoch  eia 
Rpsullat  mit  jedem  gewünschten  Grade  von  Genauigkeit.  Die  hicboi 
angewandte  Methode  kann  immerhin  ala  „elemontar^  bezeichnet 
werden,  anter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Näherungsmcthodeu  nicht 
ohne  weiteres  unter  den  Begrift"  dvs  höhern  Calcüls  zu  subsnmircn 
sind.  Dies  scheint  bei  vorlicgeuUer  Lüsuug  jedoch  tatsj^chlich  der 
Fall  zn  sein,  da  wie  erwähnt ,  nur  elementare  Hiliimittel  sar  An- 
wendung kommen.  Ton  diesem  Gesichfspttiiitte  ans  betrachtet,  dflrfte 
die  nachstehend  gegebene  Lösung  for  die  Benrteilong  der  Lösbarkeit 
des  Problems  jedenfalls  Ton  prindpieller  Bedentnng  sein. 

£8  sei  ABC  der  in  drei  Teile  zn  teilende  Winkel. 

Man  schueide  mit  dem  beliebig  gewühlten  Radios  Aa  aaf  den 
beiden  Schenkeln  die  gleichen  Strecken  vi«.  Ah  ab  und  ziehe  durch 
die  so  besiiinmUü  i'uukto  a  and  ff  die  zu  den  Schenkeln  AB  und 
AC  parallelen  Geraden  ay  und  bt.  Werden  nun  in  gleichen  Ab- 
ständen ton  o,  resp.  mit  stetig  wachsenden  Halbmessern  Kreisbögen 
boschrieben  ab,  a*6\ ...»  o^i^,  so  sind  je  swel  zwischen  den 
parallelen  Geraden  AB  und  As,  bshw.  AC  nnd  ay  liegende  Kreis- 
bögen eines  nnd  desselben  Kreises  einander  gleich,  z.  B. 

Da  die  von  den  Geraden  ai/  und  fjz  eingeschlossenen  Kreisbügen 
vom  Schnittpunkt  o  nach  beiden  Seiten  hin  stetig  wachsen,  mnss  es 
notwendig  einen  von  den  Geraden  ay  nnd  ha  begrenzten  Kreisbogou 
geben,  welcher  gleich  ist  zweien,  von  den  Geraden  AB  nnd  fo, 
bzhw.  AC  nnd  ay  abgeschnittenen  Bögen.  Zur  Anf&ndong  dieses 
Kreisbogens  genügt  die  Erwägung,  dass  derselbe  einerseits  von  der 
Geraden  ay  bzhw.  bz  geschnitten  werden  mnss,  mithin  seine  End* 
pnnktc  in  den  Geraden  selbst  liegen  roflsscn,  andrerseits,  dass  der 
eine  Endpunkt  in  der  Linie  liegoo  wird,  welche  die  Halbimngs- 
puukte  der  aufeinander  folgenden  Kreisbögen  a^o,  .  .  .  a"c**  ver- 
bindet. Da  sich  diese  Curvo,  wcua  man  hinreichend  viele  Kreis- 
b(iL;(n  halbirt,  mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genauigkeit  con- 
struiren  lüsst,  eo  kann  auch  ihr  Schnittpunkt  t  mit  der  Geraden 
80  genau,  alä  mau  wüuscht,  bestimmt  und  damit  der  Teiluugäpuukt 
gefunden  werden.  Ein  zweiter  Teilungspnnkt  e  kann  auf  ganz 
analoge  Art  innerhalb  der  Fläche  Ab^oa*^  gefunden  werden.  Selbst- 
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Mmt'hti, 


Aerst&Ddlich  lassen  sich  zwei  symmetrische  Teilang^tpaakte  in  ähn- 
licher Weise  auf  der  Strecke  bo  resp.  oc'^  bosümmcn. 

Bemerkt  mOge  noch  werden,  dasa  ein  enf  der  angegebenen 
LOanng  bernhender,  von  mir  conatrairter  Apparat  vom  Kaiaerl. 
Patentamte  in  Berlin  iHr  patentfähig  erklärt  wurde. 

Lot  bar  v.  Koppen  in  MOnchen. 
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Littcrarischer  Bericht 

IL. 


Methode  uad  Priucipiea. 

Keae  Babnes  in  der  Waltamehaiiaiig  und  Nfttartnsebaanng.  Ton 
Dr.  F.  C.  Albert  Eaiter.  Bretden-A.  1892. 

Dieser  neue  Versuch  einer  kosmischen  Theorie  mag  vielleicht 
auf  dea  ersten  Suiten  der  Schrift  einige  Uoüuuugen  erwecken ,  da^s 
darin  den  kosmischen  Fragen  eine  freiere  Kritik  zuteil  werden 
wflrdo.  In  der  Tat  fingt  die  Schrift  damit  an  den  Blick  si  erweitem 
ond  der  Toroingeuommealieit  entgegen  sn  treten,  gibt  an,  welche  Sfttie 
sie  als  sicher  voranssetst,  nnd  legt  Wert  anf  yerstladliebkeit  Was 
letztere  betrifEl,  so  ist  es  ja  offenbar  nnmOglich  ohne  Entlehnung 
von  Begriffen  etwas  zn  erklären:  wir  sttttzen  uns  teils  auf  exact 
wisseoschaftUcbe,  teils  auch  auf  vulgäre  Begriffe,  indem  wir,  was 
diese  vermissen  lassen,  prüfen  und  ergänzen.  Dies  geschieht  auch 
hier  meistenteils,  und  wenn  mitunter  die  Prfifnn»  gclaufif^or  r'ef^rifffi 
und  Vorstellungen  unterbleibt  oder  inexacte  Sprache  geiührt  wird, 
so  wird  der  Leser  wol  t'ntj^et'cnkommcnd  die  Richtigstellung  selbst 
flbemehmen.  Beispiele  solcher  iuaxacter  Rede  sind  der  Misbrauch 
des  Wortes  „Tatsache"  für  Sätze,  die  der  Verfasser  nicht  anfechten 
will,  der  Ausdruck  „übernatürliche  Ursache"  statt  unbekannte  Ur- 
saehe  n.  a.  n.  Aber  von  da  an ,  wo  der  Verfasser  seine  Bypetheso 
entwickelt,  hört  die  Yerbesaerlichkeit  seiner  Bedeweise  anf.  Gerade 
der  wichtigste  nnd  elementarste  Begriff,  der  der  Ursache^  Aber  dessen 
Bedeutung  sich  d&s  gemeine  Denken  gar  keine  Rechenschaft  zn  geben 
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pflppt ,  und  der  sich  dr?balb  in  der  Wissenschaft  niiriTTK nnehr  aus 
dem  vulgären  Gebiiuu  ho,  sondern  nur  aus  der  Wissenschaft  ent- 
nehmen läset,  wird  hier  ohne  alle  Erkls'ininpr  ucwissormassen  in- 
stinctmässig  und  ohne  Kenntniss  seiner  ik^dmguugcn  verwandt.  Wie 
es  dem  Naturforscher  klar  ist,  und  am  einfachsten  die  Mechanik 
zeigt,  bedeutet  ursächliche  Erklärung  die  Zurückführung  der  Ver- 
änderung auf  uuverüudcrlichc  Gesetze.  Daraus  folgt  erstens,  dass 
ea  keinen  Sinn  bat,  far  Vorgänge  ebenso  veränderliche  Ur- 
Baehen  oder  far  rntTcrftoderlichea  Bestehen  eine  Ursache  so  andien, 
weil  man  damit  keinen  Gewinn  an  Erlcenntniss  bätte^  sweiteas,  dass 
zor  orsacblichea  Erraittelong  eines  Bestandes  oder  Vorganges  ausser 
den  Kriften  eine  Epoche  beicannt  sein  mnss;  denn  nm  aas  der  Ver- 
ftndemag  einer  Sache  sn  schiiesscn,  was  sie  geworden  ist,  mnss  man 
erst  wissen,  was  sie  gewesen  isL  Beides  Iftsst  die  Schrift  aasser 
Acht  Sie  beginnt  mit  der  Bemerlcong,  dass,  solange  die  Weitvor- 
gänge den  bekannten  Gesetzen  folgen,  die  Energie  (in  Form  von 
Wirme)  in  einer  Wandlung  begriffen  ist,  die  nicht  periodisch  an 
ihrem  Zustand  zurückführen  kann,  da  die  Fixsterne  Wärme  an  den 
Aether  abgeben,  von  der  sie  nur  einen  sehr  kleinen  Teil  zurflck- 
empfangen  können,  und  ]ä<?st  daraus  resultiren,  dass  Stoff  und  Energie 
nicht  ewig  cxistiroii,  vor  endlicher  Zeit  einen  Anfang,  nach  endlicher 
Zeit  ein  Ende  haben.  iJeu  Schwächen  des  Deweises  braucht  u  wir 
nicht  nachzugehen,  da  man  bei  Annahme  des  Kesultats  keine  (icfahr 
läuft.  Der  vorhänguissvoUe  Fohler  liegt  wo  anders.  Zunächst  ist  ein 
MisverslÄndniss  zu  erwähnen.  L)er  Verfasser  citirt  die  Ansicht,  dass 
die  ursprünglich  vorhandene  nicht  radiale  rJaueienbewegung  keiner 
•  Erklärung  bedUrfe,  weil  liuhc  uud  Bewegung  gleich  mögliche  Fälle 
seien,  nad  nennt  sie  falsch  in  der  irrigen  Deutung,  als  ob  diese 
Fftlle  coordinirt  sein  sollten,  woran  gewiss  niemand  gedacht  hat 
Unter  den  anbegrenst  vielen  FftUen  der  Bewewegung  ist  vielmehr 
die  Rnhe  nnr  ein  einzelner,  bat  also,  wenn  alle  FtUe  gleich  wahr- 
scheinlich sind,  eine  Wahrscheinlichkeit  noli,  wflrde  demnach  noch 
eher  einer  Erklftntng  bedürfen,  doch  steht  anch  diese  Frage  anf 
gleicher  Stnfe  mit  der,  wamm  dies  oder  jenes  Phantasiewesen  nicht 
erschaffen  worden  ist  Dem  entgegen  meint  nnn  der  Yerfasser,  die 
radiale  Bewegung  bedürfe  einer  Erklärung,  die  ursprüngliche  Bnhe 
hingegen  nicht,  und  stellt  dazu  folgende  Hypothese  auf.  Die  Köri^cr 
sind  in  getrennten  Zeiten  plüt/lich  geschaffen  und  ursprünglich 
ruhend  in  solche  Lagen  gebracht,  dass  sich  vermöge  der  kosmischen 
Attraction  in  unserer  Zeit  der  wirkliche  Bewegungszustand  daraus 
ergiebt.  Dass  jedem  lieweguugazustand  des  Körpersystems  ein 
Sy?;toin  vorausgehender  Ruhelaecn  entspricht,  wird  behaTiptet, 
wicwol  nicht  begründet.  Nimmt  innn  es  als  richtig  an,  so  ist 
damit  die  Epoche  der  Gesamtbtwcguug  derart  transformirt ,  dass 
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sie  für  alle  K  irpf  r  nicht  mehr  einer  gcinciusaincu  Zeit,  sondoru 
laotrr  vor<?chie(ieneii  Zeiten  zugehört.  Diesf  Transformation  neuiit 
nun  der  Verfasser  ursächliche  Erklärung.  IJarin  spricht  sich  sein 
unverbesserlicher  H:uii>tirrtum  aus.  Die  Epof^ho  muss  stets  ausser 
joder  Ursache  bckanut  sein.  Sieht  mau  aber  von  der  Bedeutung  der 
Ursache  ab,  so  fehlt  noch  immer  jede  wünschenswerte  Leistung  für 
Verständlichkeit  Statt  der  einfachen  uud  jederzeit  durch  Bcobach« 
tong  zu  eradttelndeB  Elemente  eluer  Epoche  werden  wir  durch 
jene  TiansforiMtioii  anf  das  Denken  nnzfthligcr  unbekannter,  nur 
durch  Xjösnng  noKtolieher  Probleme  bestimmbarer  Elemente  hin« 
gewiesen  nnd  noch  daza  erst  mit  Znlassong  nnstetiger  Weltvor- 
gftnge.  Was  nnn  den  Gesamtinhalt  des  Bnchs  betrifft,  so  weist  daa 
Yerseichaiss  eine  Reihe  behandelter  Themata  auf,  deren  Titel  wol 
Anftnerksamkeit  erregen  können ,  nicht  sowol  weil  sie  Anfklftrnng 
Aber  alte  bekannte  Fragen,  sondern  weil  sie  unter  neuem  Namen 
neue  Oedanken  erwarten  lassen.  Der  Fehler  ist  aber  überall  der- 
selbe, oben  charakterisirtc :  statt  angeblicher  Erkl&rang  findet  man 
BOT  Transformation  des  Einfachen  in  Complicirtes. 

Hoppe. 

Premi^res  Icgons  d'algöbre  ^limentaire.  Kombres  positifs  et 
n^gatifs.  —  Operations  sur  les  polynomes.  Parllonri  Päd  6,  An- 
cicn  Kl^ve  de  l'Ecole  Normale  Sup6ricurc,  Professear  Agräg6  de 
rUniversit^.  Avec  unc  preface  de  Jules  Tanncry,  Sous-dirocteur 
des  Stüdes  scientitiques  4  TEcole  Normale  Supörieure.  Paris  1892. 
Ganthier- Vülars  et  fiis. 

Bas  Bneh  beginnt  mit  einer  Einleitnng,  welche  die  snceeesiYen 
Erweitemngen  des  Zahlbegriffs  entwickelt.  Eigenttlmlich  ist,  dass 
die  negativen  Zahlen  erst  nach  den  Brachen  nud  Irrationalen  einge- 
führt werden.  Es  kam  dem  Verfasser  wol  nnr  darauf  an,  das  voU- 
•tftndige  Ensemble  des  Gegenstandes  der  Arithmetik  vorzuführen.  Die 
ganze  vorgetragene  Lehre  nimmt  hiervon  keine  Notiz ;  dagegen  wird 
die  Darstellung  der  Zahl  als  Strecke  besondera  behandelt-,  von  der 
bcsondem  Natnr  der  Zablarten  (hier  Ordnungen  genannt)  ist  nirgends 
die  Rede  ausser  von  der  der  Null ,  die  in  der  Einleitung  vergessen  zu 
sein  scheint.  Ob  die  linchstaben  natürliche  oder  beliebige  Zahlen  be- 
deuten sollen,  wird  nicht  ausgesprochen.  Der  Inhalt  des  Buches  ist 
wenig  mehr  als  Mitteilung  der  gebrUuchlichen  Terminologie.  Sützo 
kommen  mir  in  gei  iw'^w  Anzahl  vurj  die  Adilition  wird  etwas  eingehen- 
der behandelt.  Am  bchlu.sso  handelt  es  sich  um  die  Identität  vuu  1  0I7- 
nouien;  es  ist  nicht  wol  zu  verstehen,  wie  dies  Thema,  was  zur 
Analysis  gehört,  in  die  Elementaruritlüm  Lik  hineinkdiiunL,  wo  vou 
variubuiu  Grössen  uic  die  Kode  ist.    Die  Von  edc  vou  Tauucry  gibt 


Digitized  by  Google 


4 


aus  hierüber  sn-nin  über  alles,  was  dM  Buch  im  Dunkeln  Iftsst, 
nicht  den  goringst<)Q  Aufschluss.  Hoppe. 

Prindples  of  the  algebra  of  pbysics.  — 

The  imaginary  of  algebra  being  a  contian&Uon  of  the  paper 
„Priaciples  of  the  algebrä  of  pbysics*^  — - 

On  tbe  definitions  of  the  tiigonomctric  ftmc^tlons.  — 

Tho  {undaiiu'utal  theorcms  of  aualysis  gcneraii/od  for  space.  — 

On  cxact  analysis  as  the  base  of  language.  —  By 

Aleian'dcr  Macfarlane,  M.  A.,  D.  Sc,  L.  L.  D.,  Fellow  of  the 
Koyal  Society  of  Edinburgh,  Professor  of  physics  in  the  university 
of  Texas.   Norwood  Press  -4891.  1892. 

Die  4  ersten  Schriften  enthalten  die  genanern  Bestimmnngea 
und  Einfabrnngen ,  mittelst  welcher  der  Ter&sser  bestrebt  ist  die 
Qnatemionentheorie  exact  zn  maehen,  nebst  historischen  Angaben; 
die  letztgenannte  Schrift,  Abdruck  ans  Traasactions  of  the  Texas 
Academy  of  Science,  die  Anwendung  dieser  Theorie  fttr  eine  Welt* 
spräche.  Hoppe« 

Unlplauar  algebra,  being  part  I  of  a  propaedeatic  to  tho  higher 
mathematieal  analysis.  By  Jrving  Stringham,  ph.  D.,  Professor 
of  mathematicB  in  the  nnimsity  of  California.  San  Fkaaeisoo  1898. 
Bcrlcelcy  press. 

Algebra  bedentet  die  Lehre  von  der  allgenolnen  Grösse,  wie  lie 
der  Analysis  zugrunde  liegt.  Die  Methode  ist  die  geometrische. 
Die  Grössen  und  ihre  Addition  werden  durch  Strecken,  die  Multi- 
plication  durch  Proportionen  an  geschnittenen  Parallelen,  diePoten« 
zirong  durch  Spiralcurven  dargestellt.  Ferner  werden  die  Lehren 
von  den  cyklischen  Functionen ,  von  graphischen  Transformationen 
von  den  Gleichangen  and  complezen  Wurzeln  entwickelt. 

H. 

Inhalt  nnd  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts.  E^ne 
gleichende  Planimetrie.  Von  Dr.  Heinrich  Schotten.  Zweiter 
Band.  Leipzig  1893.  B.  0.  Teobner. 

Der  erste  Band  dieses  Werkes  ist  nicht  in  diesem  Archiv,  aber 
in  vielen  andern  Zeitschriften  besprochen,  welche  nach  Anssago  des 
Verfassers  sich  saiiitli(;li  anerkennend  darüber  äussern.  Da  darin 
lauter  gesonderte  Themata  behandelt  werden,  so  ist  überhaupt  kein 
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Anlass  auf  den  ersten  Band  znrück  ziiuommon.  Die  Themata  des 
2.  Bandes  sind:  Richtung,  Abstand,  Winkel»,  l  arall' loii ,  4  Grand- 
begriffo,  deren  doctrinäre  und  methodische  Behandlung  Jahrtausende 
laug  eine  offene  Frage  geblieben  ist.  Es  liegt  hier  ein  Fall  vor, 
der  gar  nicliL  eiuzig  in  der  Gt schichte  der  Wissenbcliaiten  dasteht: 
grosse  Anhäufung  von  Litteratnr  ohne  sichtlichen  Fortschritt  £r 
fordert  natfiriich  'dazu  auf,  die  gr^88teatfiiU  eiaaader  ignorimdan 
Baatrebangen  dvcfa  fiberaiehtUebe  NalMaeiiiandarskellttng  der  A&- 
aichtan  nuamraeozaAhreo.  Einer  gleichen  Abliebt  entsprechend 
aeigt  nah  auch  daa  gegenwärtige  Unternehmen,  welches  aanichat 
die  jene  OroadbegriiTe  betreffende  nnd  zwar  anf  die  Lehrmethode 
garichteta  Littentar  aasammonstellt  üm  die  an  einem  analogen 
Untemehmea  gemachten  ErfUirongen  nntzbar  sa  machen,  sei  daa 
?on  Daumann:  „Raum  und  Zeit''  —  erwähnt,  worin  die  Litteratnr 
Aber  beide  Begriffe  vom  AUcrtnm  bis  in  die  aenste  Zeit  zusammen- 
gestellt ist,  Dass  hier  die  Qeaiclitspunkte  des  Unterrichts  nicht  ins 
Spiel  kommen,  macht  keinen  wesentlichen  Unterschied;  denn  Klar- 
heit  der  Sache  ist  doch  jedenfalls  erstes  Erfonlorniss,  ehe  man  daran 
denken  kann  sie  zu  lehren.  Baumanc  versucht  am  Schlüsse  den  Be- 
griff des  Raumes  aus  allen  Ansichten  als  Resultat  zu  ziehen.  Die 
Aufstellung  ist  6  Seiten  lang  uud  enthält  nur  negative  Bestimmun- 
gen. Es  ergibt  sich  also,  \vie  sich  erwarten  liess,  dass  der  Gedanke 
verfehlt  war.  "Wenn  mau  öfters  von  divergirenden  Meinungen  sagt, 
dass  die  Wahrheit  in  der  Mitte  liegen  wird,  so  gilt  in  der  Wissen- 
schaft sicher  das  Gegenteil,  die  Wahrheit  iiLgt  stets  ausserhalb  der 
nicht  befriedigenden  Meinungen.  Soll  also  eine  Zusammenstellung 
Tieler  sich  nicht  einigenden  Ansichten  einen  Fortsehritt  anbahnen, 
so  mass  sie  mit  einer  Kritik  verbanden  sein  daraaf  gerichtet  Ua- 
grOndlichkeit  nnd  Befangenheit  als  Ursache  des  Stagniroas  ans  Liebt 
an  aiehen.  In  der  Tat  l&sst  sich  das  Werk  von  Schotten  mehr  a&f 
Kritik  eia  als  daa  von  Baamaan,  wenn  aach  nicht  in  allen  Punkten, 
wo  es  an  wttnschen  wäre.  Es  sei  voraas  bemerkt,  dass  wir  die 
UTflidigang  des  Yerdienstes,  dass  sich  der  V eriSssser  durch  daa  Werk 
erworben  bat,  nicht  von  der  geübten  Kritik  abhängig  machen  wollen, 
indem  wir  gegen  einen  principiellen  Punkt  dersclhen  Einspruch  tun. 
Einleitend  erklärt  der  Verfasser  Bicbtnng  und  Abstand  fttr  die  2 
Elemente,  welche  die  Lage  eines  zweiten  Punkts  B  relativ  zu  einem 
ersten  A  bestimmen.  J.  C.  V.  Hoffmann,  welcher  als  erster  Autor 
auftritt,  sagt  nun:  „Richtung  setzt  voraus  ein  Ziel  uud  einen  Aus- 
gangspunkt". Schotten  fügt  interpretirend  hinzu,  dass  das  Ziel  nur 
ein  zweiter  Punkt  sein  kann ,  uud  erklärt  sich  mit  Iloffmann  dariu 
einverstanden,  dass  mit  dem  Setzen  der  2  Punkte  yl,  letzteren 
als  Ziel  gedacht,  die  Richtung  gegeben  sei.  Dies  ist  ein  verhäng- 
nissvoller Irrtum    Durch  das  Ziel  B  ist  erst  das  Problem  gestellt, 
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von  A  aus  Ii  zu  erreichen,  aber  noch  niclit  gelöst.  Ist  von  A  aus 
B  nicht  sichtbar,  so  kauu  mau  es  in  der  ganzen  Welt  vergeblich 
Sachen.  Kanu  man  es  sehen,  so  ist  ein  Lichtstrahl  BA^  das  ist 
(geometrisch)  ciuc  Gerade,  gegeben  und  der  Punkt  B  Qberflüssig. 
Man  kommt  also,  erst  durch  Berichtigung ,  nar  auf  die  gewöhnliche 
ErUftruug  der  BichUiig  durch  eine  Oerade  znrQck.  Uiemdt  ist  in- 
des die  Frage  nach  dem  Begriffe  der  Richtung  keineswegs  erledigt 
Der  gefiindene  ist  olfonbar  bedentnngslos;  denn  er  fügt  als  Eigen- 
schaft der  Geraden  nichts  zum  Wesen  der  Oeraden  hinzu.  In  der 
Tat  ist  anch  die  absoloto  Bichtang  ohne  Bedeutung  und  gewinnt 
sie  erst  als  relative.  Beachtet  man  dies,  so  entsteht  die  Frage: 
Wie  kann  man  die  qualitative  Verschiedenheit  der  Richtung  exact 
quantitativ  darstellen?  —  uiul  findet  ihre  LOsuog  iu  der  Einführung 
des  Winkels  und  der  Theorie  seiner  Messung.  So  ist  denn  der 
Grundfehler,  der  bisher  die  cxactc  Definition  der  Richtung  vereitpU 
hat,  der,  dass  man  die  Richtung,  ihrer  bekannten  relativen  Natur 
zuwider,  durchaus  hat  absolut  bestimmen  Avolleu,  anstatt  sich  mit  ihrer 
einfachsten  Darstellung  durch  eine  Gerade  solange  zu  begnügen,  bis 
die  Einführung  des  Winkels  (als  Winkolligur)  das  Mittel  bietet,  sie 
iu  ihrer  Relativität  zu  einer  l'e&teu  Richtung  zu  detiuircn.  Dieser 
Fehler  hat  nun,  wie  die  beigebrachte  Litteratur  zeigt,  verwirrend 
auf  die  methodische  Bchuin^iluiig  *ieö  ^Vinkels  eiügewirkt.  Wo  übcr- 
haui>t  die  Betrachtung  von  Richtungen  zugezogen  wird,  findet  sich 
das  DednctioDsverhftltniss  verkehrt  aufgefasst,  als  ob  der  Begriff  des 
Winkels  auf  die  Hichtongen  der  Schenkel  gegründet  werden  sollCe, 
nidchten  die  Bichtungen  nun  definirt  sein  oder  nicht,  während  in 
Wirldicbkeit  der  Begriff  der  Bichtung  nur  auf  den  Winkel  gegrflndefc 
werden  kann.  Dem  Verfasser  fiUlt  es  auf,  dass  die  meisten  Autoren, 
die  von  Bichtungen  reden,  den  Bogriff  undefinirt  lassen;  den  Omnd 
dieser  Erscheinaog  euthdllt  er  nicht  Hoppe. 


Die  Schalablagerungstheorie.  I.  II.  Eine  Erweiterung  der  La- 
place'scheu  2^'ebularhypothcsc.  Von  Ferdinand  Korz.  Leipzig 
und  Berlin  1S91.  löU2.   Otto  Spamer. 

Soviel  sich  aus  dem  geringen  Teile  der  beiden  Schriften ,  der 
wirklich  der  Sache  gewidmet  ist,  entnehmen  ISssti  will  der  Ver- 
fasser, der  Laplaco'schcn  Entstehung  der  Planeten  aus  der  Sonnen« 
atmospbllre  folgend,  nun  die  besondere  Oestalt  der  Erde  aus  diesem 
Ursprung  herleiten,  namentlich  die  Oebiige  als  von  aussen  ange- 
worfen erklftreu.  Doch  hfttte  er  seine  Ansicht  wol  in  besserer  Ord- 
naug entwickeln  kOnnen.  Hoppe. 
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Lösung  des  Problems:  Die  Qaadratar  des  Kreises.  Berichtigung 
dvT  Zahl  Von  Oscar  Flor,  caad.  pbys.  Biga  1893.  lAlexander 
Sticda. 

Eine  8  SdCen  lange  Bechnong  «igibt:  n  —  3,3.  Wo  liegt  der 
Fdiler?  H. 


Entwarf  einer  neocn  Integralrechnung  auf  Gruod  der  Poten- 
zial-, Logarithmal-  und  Numeralrechnuug.  Von  Dr.  Julius  Bcrg- 
bohm.  Die  rationalen  algebraischen  und  die  gonioraetrischeu  Inte- 
gr;ilf>.  —  Zweites  Heft:  Die  irrationalen, expoueutiellenjogarithmischeu 
und  i}  klometrischea  Integrale.   Leipzig  1892.   B.  6.  Teubner. 

Der  auch  dieser  Schrift  zagninde  liegende  Irrtum  des  Yerfassm 
ist  Bocb  derselbe  wie  in  seinen  früheren,  bereits  bosprochenen  Sehrifton. 

Hoppe. 


I):c  Quadratur  des  Kreises.  Von  Dr.  Andr.  Ozogowski. 
Üstrowo  1Ö93.  W.  Niosiolowski. 

Am  Schlosse  einer  Reihe  teils  selbstverstflndlicher,  teils  onridi- 
tiger  Aussagen,  meist  ebne  sichtlichen  Zusammenhang,  wird  ange- 

4d 

geben,  der  Kreisumfang  sei  -»       Radios.  üoppc. 


Kritische  Grundlegung  der  Arithmetik.  Von  Heinrich  Kloock. 
Booo  1893.  lUkhrscheid  u.  Ebbecke. 

Der  erste  der  4  Abschnitte  gibt  Anfzoichnongen  des  Verfassers 
im  AnsOTg  ans  seiner  Schrift:  „Nene  Arithmetik**  —  nach  Zeit, 
Gegenstanden  nnd  Besnttaten,  die  übrigen  eine  Kritik  der  Arith- 
metik Ton  Enklid,  Enler  nnd  Dahring.  In  systematischer  Form  be- 
absichtigt er  die  arithmetischen  HanpUehren  noch  herauszugeben. 
Ans  der  Kritik,  welche  sich  fast  ausschliesslich  anf  üd  Negativoo 
nnd  Iniagiaären  liezicht,  die  Irrationalen  kaum  erwähnt  und  unter 
den  Erweiterungen  des  Zahlbcgriffs  gar  nicht  mit  aufführt  ,  lässt 
sich  keine  Andeutung  entnehmen,  welche  definitive  Gestalt  der  Ver- 
fasser den  Loliron  m  geben  im  Sinne  hat,  zumal  Einfachheit  und 
Entfernung  aller  Subtilitäteu  nirgends  als  Ziel  erscheint.  Anf  die- 
jenigen Transformationen  der  Begriffe,  weldie  der  »Tfolgreiche 
Gang  der  Wissenschaft  fordert,  muss  auch  die  pnucipielle  Kritik 
eingehen;  davon  kann  sie  auch  die  Kichtexistenz  der  eingeiuhr- 
ten  Kcchnungseiemento  uicbt  entbinden.   Die  Bedeutung  oumög- 
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hoher  Glticiiüiigcu ,  die  Rechtfertigung  approximatiTcr  i>arsluiluiig 
von  Grössen  u.  s.  w.  alles  dies  ist  bckaunt  gcnnp.  Dies  ist  in  ge- 
geüv» artiger  Kritik  nicht  gauz  uubeachtct  gcblicbüü,  ducb  eröthuiiit 
es  Dicht  als  leitender  Gedanke.  U. 


Die  nichteuklidiscbe  Geometrie  \om  Altortmu  1 19  zur  Gegen- 
wart Eine  historisch-kritische  Studie.  Vüu  Dr.  A.  Karagiauni- 
des.   Berlin  Ma>cr  u.  Müller. 

Die  Schrift  beBchrinkt  sich  dmiif ,  charaicteristiiche  Aafstel- 
lungea  mit  wörtlicher  Wicdergabo  voniifllhreB  and  m  l^enrtoileo 
ohne  auf  Dedttctioa  nnd  BcgrOndung  weitor  einsogehen  als  es  die 
DcaÜicbIcoit  erfordert.  Das  Altertam  wird  nnr  in  dem  Sinne  als  be- 
teiligt hineingezogen,  sofern  alle  Versnche  den  Paralielensats  zn  be- 
weisen nicbtenklidisch  sind;  nm  solche  handelt  es  sich  von  da  an 
nicht  weiter.  Es  werden  dann  die  Aeosserangen  von  Gauss,  Lobat- 
schewski, Riemann,  Helmholtz,  Klein,  Poincari  and  Weicrstrass  be- 
leuchtet. Zum  Schlüsse  stellt  der  Verfasser,  angeblich  als  Zusam- 
menfassung der  vorhergehenden  Kritik  5  Sätze  auf,  dorou  letzter 
lautet:  „Die  verschiedenen  sogenannten  nichtcaklidischen  Geometrien 
sind  tatsächlich  nichts  weit  r  als  eine  p:an/.  willkürliche  fa^on  do 
parier  ohne  wissenschaftliche  Bürgschaft  und  Ueberzeugung."  Dies 
mag  wol  den  Eindruck  aussprechen,  den  auf  ihn  das  Vorgehen  von 
Poiucar6  gemacht  hat  Hoppe. 


Grundgesetze  der  Arithmetik.  Begriffsschriftlich  abgeleitet  von 
Dr.  G.  F  rege,  A.  0.  Professor  an  der  Universität  Jena.  I.  Band. 
Jena  1893.  Hermann  Fohle. 

Laut  Vorwort  sind  die  negativen,  gebroclicDCu,  irrationalen  und 
complexen  Zahlen,  die  Addition,  Multiplii-ation  u.  s.  w.  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen.  Was  dauu  vuu  Arithmetik  noch  übrig 
bleibt,  ist  das  Zählen,  und  hiervon  in  der  Tat  handeln  die  am 
Schlüsse  in  Worten  aufgestellten  Grundgesetze.  In  wiefern  aber 
diese  ziemlich  complicirten  Gesetze  Grandlage  irgend  eines  Teils 
der  Arithmetik  sein  können,  wird  vielleicht  der  2.  Band  enthollen, 
wenn  er  Uber  Gesichtspnnkte  weniger  schweigsam  ist  als  der  erste. 

Hoppe. 
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Tabellen. 

Tientollige  logarifhmisehe  Tafelii  der  natArlichea  und  trigono- 

metrischcD  Zahlen  nebst  den  crforderliebea  Hil&tftbelleo.  Für  den 
Schulgcbraach  und  dio  allgemeine  Praxis  bearbeitet  tob  £.  R.  Mfll* 
1er.  StnUgart  (1893).  Jqübs  Haier. 

Ausser  den  geoannien  2  Tafeln  stebt  aaf  denselben  32  Seiten 
noch  ^ne  Tafel  fftr  die  Logaritbmeii  toh  Sominea  und  Dlffereuzeu. 
Die  Tafel  der  Briggs'scben  Logaritbrneo  ist  fiftr  die  Zablen  1000  bis 
3000  und  300  bis  1000  ansgeftlbrt,  die  der  trigoDometriscbeo  Funo- 
tlonen  fBr  alle  Minuten  mit  feinerer  Teilnog  für  kleine  WinkeL  H. 

Vierstellige  logaritbmisch-trigooometrischc  Tafeln  nebst  einigen 
physikalischen  und  astronomischen  Tafeln,  für  den  Gebrauch  an 
höheren  Schalen  zusammengestellt  von  C.  liohrbach,  Dr.  pbil. 
Oberlehrer  am  Gymnasium  Kruestinnm  zu  Gotha.  Gotha  lbU3. 
£.  F.  Tbienemaun. 

Die  Logarithmen  sind  ausgeführt  für  die  Zahlen  1  bis  2000. 
Am  Ende  jeder  Zeile  ist  zu  leichterer  Vorgleichung  der  Anfang  der 
folgenden  hinzugefügt.  Dio  Wiukelteilaug  gebt  bis  auf  Zehntel  Grad, 
für  Ideino  Winkel  bis  auf  Minuten.  U. 

FflnfBtdIige  Tafeln  fflr  die  Zehuer-Logarithmen  der  natarlichen 
nnd  trigonometriscben  Zabien.  Herausgegcbon  von  Josef  Scbnel- 
linger,  k.  k.  Professor.  Wien  1892.  Maoz. 

Der  Verfasser  hat  erüuderisch  dafür  gesorgt  den  Felder  der  ab- 
gekilrzteu  Angaben  zu  verkleinern.  Die  Anweisung  dazu  ist  nicht 
leicht  zu  verstehen.  Und  sollte  er  wühreud  der  grossen  Arbeit  nicht 
gemerkt  haben,  dass  mau  das  ikabsichtigto  viel  leichttr  und  viel 
besser  Laben  kann?  Statt  des  lJuchstabens  oder  Zeichens,  das  er 
hinter  jeden  iJecimalbi  ucli  setzt,  brauchte  er  nur  die  nächst  folgende 
Decimalziller  zu  schreiben;  dann  hätte  sich  der  Fehler  auf  ein 
Zehntel  seines  Wertes  vcrkleiocrt,  was  er  doch  mit  aller  Hübe  nocb 
lange  nicht  erreicht  Hoppe. 

Sammlnng  fünfstelliger  logarithmiscber,  trigonometriscbor  nnd 
nantiscber  Tafeln  nebst  Erkiftmngen  nnd  Formeln  der  Astronomie. 
Von  Dr.  W.  Ligowski,  Professor  an  der  Kaiserlichen  Marine- 
Akademie  nnd  Schale  in  Kiel.  Zweite  Aaflage.  Kiel  1892.  Paul 
Toecfae. 
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Laut  Yonvort  fünd  d!o  Tafeln  vor  eiolgen  Jahren  bei  der  Kaiser- 
lichen Kriegsmarino  eingeführt  worden.  Sie  enthalten  allo  Tabellen, 
welche  Ar  die  Berechnungen  der  pralctlschen  Nautik,  bei  Benntznng 
des  nautiechen  Jahrbuch*,  n5tig  Bind,  in  einer  Form,  welche  den 
Gebrauch  der  meisten  derselben  auch  ftr  andere  Anwendangeo  der 
Mathcmathik  I  cqucm  gestattet.  Die  im  nautischen  Jihrboch  be- 
fiDdlichon  Uülfstafcln ,  sowie  einige  weniger  wichtige  Tafelu  sind  in 
dieser  Auflage  fortgelassen  und  dafUr  andere,  zur  AbkQrzang  der 
Berechnungen  dienende  aufgenommen  worden.  Der  Anbang  I.  hat 
einige  Erweiterungen  erhalten  j  unter  anderem  hat  der  Verfasser 
eine  einfache  Methode  gegeben,  nach  welcher  ohne  besondere  Tafeln 
eine  zweite  Corrcctiou  der  Hcduction  auf  dcu  Meridian  bcätiuimt 
werden  kann.  H. 


Physik. 

Die  Mechanik  der  Wärme  in  gesammelten  Schriften  von  Kobert 
Mayer.  Dritte,  crgflnzte  nnd  mit  historisch-litterarisehen  Mittel* 
Inogen  versehene  Auflage.  Herausgegeben  von  Dr.  Jacob  J.  Wey- 
rauch, Professor  an  der  technischen  Hochschnle  so  Stuttgart 
Stuttgart  1893.  J.  0.  Cotta. 

Die  Abschnitte  des  Boches  sind  folgende:  Bemerkungen  über 
die  Kräfte  der  unbelebten  Natur;  die  organische  Bewegung  in  ihrem 
Zusammciihäuge  mit  dem  Stoffwechsel ;  Beiträge  zur  Mechanik  des 
Iliuunels;  Bemerkungen  über  das  mechauischo  Acquivalent  der 
Wärme;  iiber  die  Herzkraft;  ubir  das  Fieber;  ubci  notwendige 
Cousequenzeu  und  luconsequenzeu  der  Wärmcmcchauik,  über  Erd- 
beben; über  die  Bedeutung  unveränderlicber  Grössen;  über  die  Er- 
nährung; über  veränderliche  Ordssen  \  die  Torieelli'sche  Lewe;  Iber 
Auslösung.  H. 

Die  Lehre  von  der  Elektricitiit  Von  Gustav  Wiedemann. 
Zweite  umgearbeitete  und  vernjchrtü  AuHage.  Zugleich  als  vierte 
Auflage  der  Lehre  vom  Galvaiüsinus  und  Elektromau'uetisitius.  Er- 
ster Band.  Mit  2118  Holzsticheu  und  2  Tafeln.  Brauuschwcig  1893. 
Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 

Der  erste  Band  enthält:  historische  Einleitung,  Erregung  und 
Eigenschaften  der  Elektricität,  Berührungselektricität,  das  Ohm'sche 
Gesetz,  Leitungswiderstand,  elektromotorische  Kraft,  Galvani'seho 
Elemente  bei  Leitern,  Elefctricitfttserregnng  bei  Bcrtthrong  von  liicht- 
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leiten,  bei  Aenderang  des  AggrcgaUsnstandeB,  Elektrieir-  und  In- 
flneiiBiiiasebiiieii,  StrOmmgestrOine,  cSektiieehe  EndoeiiKMe.  Bei  einer 
Lehre  too  der  Eiektricitit  kann  nntflrlieli  an  keine  systemntisclie 
Theorie  gedacht  werden.  8ie  gibt  vielmehr  die  zn  Gebote  atehenden 
Mittel  an,  dnreh  Beobachtnng  and  Rechnung  die  Ersch^nungen,  ihre 
Gesetze  nnd  die  de  betreffenden  Fragen  cn  nntennchen,  was  viel- 
leieht  bisher  in  keinem  Getamtwerke  so  vollitftadig  nach  heutigem 
Standpnnkta  geichehen  ist  H. 

KiolcituDg  iu  die  tbcoretisclio  Physik  voa  Viktor  von  Lang, 
Professor  der  Physik  an  der  Uaiversität  Wien.  Zweite,  amgestaltete 
nnd  vermehrte  Auflage.  Mit  126  eingedruckten  Hoksticbea.  Braun« 
schwdg  1891.  Friedrieh  Yieweg  nnd  Sohn. 

Das  Bocb  umfasst  die  Mecbauik,  die  Lehren  von  der  Schwere, 
dem  Magnetismus,  der  Klektricität ,  den  festen  Körpern,  Fliissig- 
kciteo,  Gasen,  Licht  and  Wärme.  £s  ist  dazu  bestimmt  den  Ueber- 
gang  von  den  Mittelschulen  zum  Studium  zu  erleichtern.  Bekannt- 
schaft mit  der  Differentialrechnung  wird  vorausgesetzt,  ist  also  vor- 
erst zum  Verstftndniss  einiger  Beweise  zu  erwirbeu.  Grosser  als 
diese  Forderung  muclitu  jeducli  dio  sein,  diü  uutigu  Vertrautiieit  mit 
dem  Expcrimeutireu  zu  erlangen.  H. 


ThermodynamiBche  theorie  der  capiliariteit  in  de  ondersCelling 
van  continue  dichtheidsverandering.  Uoor  J.  D.  van  der  Waals. 
Amsterdam  1898.  Johaanee  HOUer.  (YorhdL  d.  Kon.  Ale  v.  WeL 
te  Amsterdam,  1.  sectie,  deel  1.  Nr.  8.) 

La  Place  und  Gauss  behandelten  dio  Capillaritätstheorio  als 
statisches,  Gibbs  infolge  der  nonon  Wärmetheorie  als  dynami- 
sches Problem.  Von  let/tcrcr  AunassLiiig  uuUi scheidet  sich  wieder 
die  gcgcuft artige,  ßofciu  jene  uusteüge,  diese  nur  bteligo  Uicbtig- 
kcitäänderung  zuliUsU  Grundprincip  des  thermodynamischcn  Gleich- 
gewichts ist  hier:  Ein  Stoff  erfÜUlt  einen  gegebenen  Baum  so,  .dass 
hei  gegebener  Eneigie  die  Entropie  ein  Maximum  ist.  H. 

I'cbrr  rlektriscbe  Kraftübertragung,  insbesondere  tiber  Dreh- 
ßtroni.    Ein  gemeinverständlicher  Experimeutalvortrag.  Von  Braun, 
o.  ö.  Prof.  der  Piiysik  an  der  Universität  Tübingen.  Tübingen 
H.  Laapp. 

i>er  ursprini^iche  Vortrag  erläutert  die  auf  der  internationalen 
elelrtrotechnischen  Ausstellung  in  Frankfurt  a.  If .  in  grossem  Masse 
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Torgeftthrte  elektrische  Kraftttbertragang  zwischen  FrankCmt  and 
Lauffon  a.  Neckftr.  Die  gedruckt  vorliegoode  Wiedergabe  fOgt  naocbe 
Belebniiig  binza  vnd  eraetat  Gexeigtes  darcti  AbbiidaogeD. 


Lrhrbncb  der  absoluten  Masse  uod  Dimcnsiooen  der  pbysikali- 
Bcheti  Grösscu.  Mit  352  Fragen,  545  Erklärungen  und  eiuer  Samm- 
lung von  561  gelösten  und  uugelüsteu  Aufgabeu.  Von  Dr.  H.  Ho- 
vestadt  Stuttgart  1892.   Juiius  Maier. 

Das  Yorlicgeude  ist  eio  Bood  von  ,,Kleyer8  Encyklopädio*'.  Die 
ganze  Lohre  ist  in  eioo  Beibo  von  Fragen  nnd  Antworten  mit  dn- 
zoin  beigefügten  Erklftrungen  zerftUt.  Ausser  einer  bistoriscbeii 
Einleitung  ist  nichts  im  Znsammenhang  vorgetragen.  H. 


On  tbe  clectric  strcngtb  of  solid,  liquid  ood  gascüus  dieIcctricB. 
By  Alexander  Macfarlane  and  C.  W.  Pierce.  Tho  Pbysical 
Review.  Vol.  I.  Kr,  3. 

Macfarlane  und  später  Steiumetz  hatten  übcreiiistiinmeud 
gefunden,  dass  die  erforderliciie  düktrische  Spannuntj,  bei  welcher 
uiu  Funke  eine  diclcktriscbo  Schicht  durchbricht,  deren  Dicke  um- 
gekehrt proportional  ist  für  liquide  i(uiclit  angegeben  welche)  und 
gasfuniiige  Dielektrika,  für  feste  hingegen  constant.  Aus  den  hier 
beschriebenen  Versucheu  yüu  Pierce  folgt  aber,  lia&a  bulx  liquide 
(vielleicht  andere?)  Schichten  ebenso  verhalten  wie  feste,  und  nur 
Gase  eine  Ausnahme  machen  ^  eine  Mitteilung  zugleich  als  Ijobena* 
zeichen  der  neuen  Zeitschrift,  welche  in  New  York  bei  Macmillaa 
u.  Co.  seit  Aug.  1893  zweimonatlich  erscheint  H. 

Beiträge  zn  einzelnen  Teilen  der  mathematischen  Physik,  ins- 
besondere der  Elektrodynamik  uod  Hydrodynamik,  Elektrostatik  nnd 
magnetischen  Indnction.  Ton  Dr.  Carl  Neu  mann,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  Leipzig.  Mit  Figuren  im  Text 
Leipzig  1893.  B.  6.  Tenbner. 

Der  Verfasser  constatirt  zunächst,  dass  dif  l)is  jetzt  aufge- 
stellten mechanischen  Theorien  der  Warme,  Kk  kirud\ naiuil;  und  des 
MaguetiHrnus  in  ihren  Couscquenzeu  zu  Widci  spiui  heu  fuhren.  Deui- 
zufolgc!  sei  uit  ht  darauf  zu  rechnen,  dass  es  mughch  sei  diese  For- 
8chung62weige  auf  den  l^odon  der  reinen  Mechanik  zn  grflndcn,  Yielmchr 
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scheine  ein  jeder  ausserdem  sein  eignes  Prinrip  zu  habrn.  Eine 
definitive  Grundlegung  kihme  erst  auf  längerem  Wege  erhofft  wer- 
den; die  gewonnenen  Erfolge  anfrcin  mechanischer  Basis  seien  eine 
Vorbereitnng  dazn;  das  erste  müsse  nun  sein,  durch  Anwendung 
auf  aücrhaud  Aufgaben  die  Conseqnenzen  zu  studiren.  Derartigen 
Untersuchungen  sei  das  vorliegende  Werk  gewidmet.  Die  Gegen- 
stlado  Bind  besetcluiet:  Präliminarien  (Geometrie  betreffend);  zur 
Elektrodynamik;  aber  elektriielie  FllckeiistrOiiie;  Aber  elektrische 
Strdoie  im  iDnem  nnd  an  der  Oberflftdio  einea  Kilrpers;  aar  Hydro- 
dynamik; daa  Hamilton'tcbe  Princip  in  seiner  Anwendang  anf  hy- 
drodynamisehe  Probleme;  Ober  die  Analogien  swisehen  Hydrodynamik 
and  Elektrodynamik;  zur  Elektrostatik;  zur  Theorie  des  indncirtea 
Magnetismus;  über  die  Yerwandlnng  eines  gegebenen  Ranroes  in 
einea  ein£sch  susammenhingenden.  H. 
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Eine  Anleitg.  zur  Aufertigg.  n.  Behandig.  der  zur  Sparuiigs-Elektri- 
zität  gehör.  Apparate,  zur  Anstel  lg.  der  damit  vorzuuebm.  Versucbe 
a.  zur  Ableitg.  der  daraus  folg.  Regeln  a.  Gesetzt.  Nac%  method. 
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gchieher  i.  Kn  isabsteckg. ,  VerstÄudigungssiguale.  Mit  Tabellen, 
Fig.,  Beispiel  I  II  u.  e.  Formular.  Zum  prakt.  Gebrauche  f.  Eisen- 
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6  Uk.  50  PI. 

Mftttiat,  D.,  HimmeUmnie  n.  mathematische  Geographie. 
Zam  Schttlgebranch  v.  t  Freande  der  Natur  brig.  2.  AH  Leipzig, 
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Küste.  Hrsg.  v.  der  Direktion  der  deutschon  Scewarte.  Hamburg, 
L.  Friederichsen  A  Co.  In  Loinw.   Kart*  4  Mk. 

Physik« 

Benischke,  G,  Experimcntai-Uutorsachuugen  üb.  Dielektrika. 
Wien,  F.  Tempsky.   40  Pf. 

Clapeyron,  E.,  üb.  die  bewegende  Kraft  der  Ströme.  Deutsch 
hrsg.  V.  R.  Mewes.  Berlin,  A.  Friedländer's  Buchdr.   1  Mk.  6)  Pf. 

Lang,  V.  V.,  Yersuche  m.  Wechselströmen.  Wien,  F.  Tempsky. 
30  Vi 
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Sitzungsberichte,  Wiener.  Matb  -naturw.  Classe.  Abth.  I. 
m  Bd.    1.-3  Hft.    Wicu,  Tempsky.   2  Mk.  80  Pf. 

-  dan.  Abth.  IIa.  102.  Bd.  3.  a.  4.  Uft  Ebd.  4  Mk. 
60  Pf. 

—  dass.  Abth.  Hb.  102.  Bd.  3.  o.  4.  Hft.  Ebd.  3  Mk. 
10  Pf. 


/ 


Verlag  tco  Friedrieh  Tieweg  4;8ehn  in  Braun  schweig. 
(2tt  btsieben  ttnrch  jede  BuchhiiiKlIutig.) 
Soeben  erschien: 

Die  Lehi'e  von  der  Eleklricitüt 

von  Ciuiitav  ^ViedenianB. 
Zweite  umgearbeitete  n.  vermehrte  Aullage  in  5  Bänden. 

Zugleich  nie  tierte  Auflage«  ilor  Lrhio,  vum  Onlvnniitnii«  und 

KlikiromnynctiKinus'. 

Zweiter  Itomd.     Mit  lea  llolzstiehen  nn<!  rincr  TaTtl. 


jceh.        Mnrk,  Rt  b.  MO  Harle. 


gr.  8.  Frei« 
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Litterarischer  Bericht 

L. 


Aritfametik,  Algdl>ra  und  rane  Analysia. 

YorlesuBgeD  Uber  Zahlentbaorie.  Von  P.  O.  Le j e q  ne  D ir I  ehl  e t 
Heraoagegeben  nnd  mit  Zasfttzen  versehen  von  R.  Dedekind,  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hocbschnte  Carolo-WilheliDiiia  sa  Brann- 
schweig.  Tierte,  nmgesrbeitete  und  Tormehrte  Anflage.  Braonschweig 
1894.  Friednch  Yieweg  nad  Sohn. 

Die  Yorlesangen  handelu  in  5  Abschuittcn :  von  der  Teilbarkeit 
der  Zahlen,  der  Congrnenz  der  Zahlen,  den  quadratischen  Resten^ 
den  quadratischen  J'ornien,  der  Anzahl  der  ('lassen,  in  welche  die 
binären  quadratischen  Forineu  von  gegebener  iJeK  rinioanto  ^seriaiieu. 
Vom  Herausgeber  siud  11  Supplemente  binzugeiügt:  Aber  einige 
Sätze  aas  der  Theorie  der  Kreisteilung  von  Gau&s,  den  Grenzwert 
einer  unendlichen  Reihe,  einen  geometrischen  Satz,  die  Geschlechter, 
in  welche  die  Classen  der  quadratischen  Formen  von  be&ümmter 
Determinante  zerfallen,  Theorie  der  Puteuzreste  fOr  zasammenge- 
setate  Modnli,  den  Satz,  dass  jede  onbogrenzte  aritiimetitehe  Pro- 
gression, deren  erstes  Glied  nnd  Differenz  game  Zahlen  ohne  ge* 
meinsame  Fadoren  siadi  anendlich  viele  Primzahlen  enth&lt,  einige 
ans  der  Theorie  der  KreisCeUung,  die  PeU'scfae  Oleiehmig,  die  Con- 
vergenz  und  Stetigkeit  einiger  Reihen,  die  Composition  der  binftren 
^nadratischen  Formen,  die  Theorie  der  ganzen  algebraischen  Zahlen. 

H. 

Anh.  i.  üilfc.  «.  ni«.  9.  BttiM*  T.  zm.  s 
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Belenchtong  and  Beweis  eines  Satses  ans  Legendre*s  Zahlen- 
theorie. Yon  Dr.  H  e r m a  nn  S  e h  e  f f  1  e r.  Leipzig  1893.  Friedrich 
Foerster. 

Der  Satz  lautet:  „Sei  eine  beliebige  aritbmetiscbe  Progression, 
deren  AnÜnig  und  Differenz  relativ  prim  sind,  lad  dne  Reihe  be- 
liebiger X;  ungerader  Primsahlen  gegcbcu;  bezeichnet  allgemein  n{z)  den 
sten  Term  der  natfirtichen  Reibe  der  Primzahlen  3,  5,  7,  11, .  . 
80  gibt  es  nnter  1)  coosecotiven  Termen  jener  Progression 
mindestens  einen,  der  dnrcb  keine  der  gegebenen  Primzahlen  teil- 
bar  ist'*  Der  Ton  Legendre  für  diesen  Satz  anfgestellte  Bewela  ist 
nngenflgend,  sofern  er  sich  auf  eine  unbegründete  Toranssetznng 
stutzt.  Es  werden  zahlreiche  Bcobachtuugen  gemacht,  dauti  be- 
wiesen, dass  die  Voraussetznng,  and  demn&cbst,  dass  der  Satz  richtig 
ist.  U. 


Eleineüte  der  Theorie  der  Functionen  einer  compluxen  ver- 
änderlichen Grösse.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Schöpfungen 
Riemauu's  bearbeitet  von  Dr.  II.  JJur^ge,  Professor  i.  r.  au  der 
deutschen  Universität  zu  Prag.  Vierte  Auflage.  Leipzig  1893.  B. 
G.  Teubncr. 

Nach  einer  ausführlieheu  Erläuterung  des  Wesens  ond  der  B&« 
dentnng  der  Imaginären  wird  die  Theorie  in  folgenden  10  Abscbnitten 

entwickelt:  geometrische  Darstellung  der  imaginären  Grössen;  von 
den  Functioueu  einer  cünii)U'xen  Variabelu  im  allgemeinen;  mehr- 
deutige Functionen;  Integrale  mit  complcxen  Variabein;  der  Loga- 
rithmus und  die  Exponenliulfuuction;  allgemeine  Eigenschaften  der 
Functionen;  über  das  unendlich  gross  und  unendlich  kleiu  Werden 
der  Functionen;  Integrale;  einfach  und  mchriach  zusammenhilugcudo 
i^iucneuj  vou  deu  Penuaiciiutämoduiu.  IL 


GrandzOge  der  Differential-  and  Integralrechnung  von  Dr.  Otto 
Stolz»  ord.j  Professor  an  der  Universitftt  za  Innsbrack.  Erster 
Teil:  reelle  Yerftnderliche  and  Functionen.  Dlit  4  Figuren  im  Text 
L^pzig  1893.  B.  G.  Tenbner. 

Nach  eiucr  Kinleitung,  welche  auf  die  Principien  der  in- 
tinitesinialen  Analysis  ausführlich  eingeht,  behandeln  10  Abschnitt© 
der  lloiiic  nach  folgende  Gogeustäude :  Ablcjtuugeu,  Ditfereutialquo- 
ticnteu  und  Differentiale  von  Fonctionen  einer  Vcräuderlichen ;  den 
Hittelwertsats  mit  einigen  Anwendungen ;  von  den  hdhern  Difforen- 
tialquoticnten  einer  Verftnderlichen  insbesondere,  Formeln  für  die 


Digitized  by  Google 


Zteorjielir  Btriekl  L. 


16 


Saminc  der  n  ersten  Glieder  der  Tajloi^idifia  Seihe;  Alileitiiiig«B 
und  Differentialqnotieoten  der  Functioiusii  von  mehreron  Yerftnder» 
liehen  und  der  implicitcn  Functionen;  nnbettimmte  Integration 
(Allgemeines);  die  der  rationalen  Functionen;  die  von  algebraische« 
Functionen,  insbesondere  tirr  rationalen  Functionen  von  x  und  einer 
Quadratwurzel  aus  einem  Polyaom  j.  Grades  in  x\  die  von  trans- 
cendenten  P'unctiouen;  das  bestimmte  Integral.  Gegenüber  .indem 
Lehrbüchoni  für  gleiclie  Doctrin  zeichnet  sich  das  Torliegende  aus 
durch  vorwaitcndos  Interesse  für  Uuregelmässigkeiteu  und  Siuga- 
larit&ten ;  in  Betreff  der  normalen  Element©  der  Lehre  ist  die  Dar- 
stellung weit  entfernt  von  der  einfachst  und  deutlichst  möglichen; 
auch  braucht  man  das  Ideal  in  dieser  Hinsicht  noch  gar  muht  an- 
lastrabea,  denn  kanm  je  war  es  nOtig  vom  Gewöhnlichen  oder  langst 
Bekannten  abzugeben.  Beldee  drftngt  den  Leaer  in  der  Yermutung, 
data  der  Verfiuser  am  jeden  Preis  Tenneiden  wollte,  die  Infinlteai- 
male  Analysis  als  ein  leicbtee  Stndinm  eracbdnen  an  lassen.  Um 
diese  Cbaiakterlsining  mit  einigen  Beispielen  in  belegen,  so  sei  an* 
eist  folgende  Stelle  der  Einleitung  (8.  S)  angeftlbrt.  „Wenn  m  den 
Qienswert  0  bat,  d.  b.  dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  Uein 
weideo  kann,  so  sagt  man  auch,  die  Veräuderliche  *  wird 
(nicht  ,,ist")  unendlich  kleines  Hier  ist  znnftchst  factisch  zo  sta« 
tairen,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist  Von  anendlich  kleinen  Grössen, 
und  zwar  die  es  sind  genau  in  dem  obeugeuanutou  Sinne,  wird  viel 
gesprochen,  aber  niemand  spricht  von  unendlich  klein  werdenden 
Grössen.  Letzteres  ist  so  siunlos,  als  wenn  man  von  einer  Grösse, 
die  variiren  kann,  sagen  wollte,  sie  werde  variabel.  Nachdem 
durch  diese  falsche  Aussago  der  Vcrlasaur  sein  Mögliches  getan  hat, 
den  Antiiiiger  confus  zu  machen,  fährt  er  fort:  „Wir  kuimen  jedoch 
dem  Auluuü:er  nicht  raten,  diesen  Ausdruck  zu  gehrauchen,  denn  er 
könnte,  da  er  m  Iruhciei  Zeit  oft  auch  einen  andern,  hier  nicht 
berechtigten  Sinn  hatte,  Aulass  zu  MisversUludui:3:>iii  bicieu  ^  Mit 
dem  andern  Sinne  ist,  wie  die  beigefügte  Kote  zeigt,  gemeint:  un- 
endlidi  klein  bedeute  ~co.  Dieser  Sinn  ist  offenbar  dnroh  die 
Worte  der  Definition  „nach  absolntem  Betrage**  ansgescblossen.  Es 
gibt  grosse  Gebiete  der  Hatbematik,  wo  es  sich  immer  am  absolute, 
nie  um  algebraische  Grössen  bandelt,  bei  Dreiecken  a.B.  denkt  nie-», 
mand  an  den  Fall  negativer  Seiten.  Ist  nnn  Überdies  die  Bescbrfta- 
knng  auf  absolute  OrOssen  in  der  Definition  ausgesprochen,  so  ist 
einUisverstftndniss  tou  dieser  Seite  ganz  unmöglich;  die  angebliche 
Besoigniss  erweist  sich  als  leerer  Yorwand.  Dahingegen  ist  gerade 
der  erteilte  Bat  das  Wort  uneudlieh  klein  nicht  zu  gebrauchen  recht 
dazu  angetan  Irrtum  zu  verbreiten  und  zu  befestigen.  In  unzähligen 
Schriften  wird  das  Wort  richtig  gebraucht  und  ist  hier  unersetzlich. 
Da  aber  leider  in  kaum  einem  Lehrbuch  die  Definition  und  Theorie 
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der  unendlichen  Grössen  zu  finden  ist,  so  wird  der  Anfänger  darcb 
jenen  Rat  geradezu  aufgefordert  sich  um  Sinn  und  Bedeutung  nicht 
zu  bckümnieru  und  den  liegriü  m  ulier  herrschenden  Uuklarheit 
aafzaoebmen  (vielleicht  damit  er  nie  selbständig  werde,  sondern  stets 
Ton  Bttneu  Lehnneutern  abhängig  bleibe).  Die  Hiotafikgang,  statt 
MÜiiMidlich  klein**  könne  miui  „beliebig  klein**  aagen,  ist  als  irrig 
sorflksvweisen;  denn  t  nnd  at  sind  gleichseitig  nnendlich  lüeio, 
aber  nicht  gleichseitig  beliebig  klein.  Im  Vorstehenden  war  zwar 
die  Eigenschaft,  nm  die  es  sich  bandelte,  die  onendliche  Eleinh^ 
fiüach  ansgedrflckt,  aber  doch  dnrch  ihre  exaet  richtige  Bedingung 
unzweifelhaft  kenntlich  gemacht    Eine  andere  Stelle  (8.  2)  Hast 
beides,  den  Siuu  dessen,  was,  und  den  Sinn  dessen,  wodurch  es  an- 
geblich erklärt  wird,  fraglich.   Sic  lautet:  „Nimmt  die  Veränderliche 
X  Werte  au,  welche  grösser  sind  als  jede  vorgegebene  Zahl,  so  sagt 
man,  ihre  obere  Grenze  oder  ihr  Grenzwert  i?t  -f-^  (^'^  Zeichen 
lim«  = -j-oc)".    Das  Zeichen  oo    bedeutet  bckanutlich  „unend//cb 
gross'^    Warum  nennt  der  Verfasser  nicht  das  Wort,  da  er  es  doch 
sonst  oft  gebraucht?  Eine  Grösse,  die     a>  ist,  kanu  bekauutlich 
Uber  jede  Grenze  hinauswachsen,  hat  also  kciue  obere  Grenze;  da- 
her ist  der  Ausdruck  liiux      -|-oe  sinnlos,  sowie  das  Angegebene, 
was  er  bedeuten  soll.    Soll  nun  vielleicht  die  Behauptung:  mau  sagt 
80  —  hcisseu,  die  an  sieh  siuolose  Formel  sei  eiu  symbolischer 
Ansdmck  fttr  das  Vorgenannte,  nämlich  dass  m  Werte  annimmt,  die 
grosser  sind  als  jede  vorgegebene  Zahl,  so  ist  leider  die  Erklimng  nicht 
verstindlicber  als  das  Znerkittroodo.  Ein  Wert  ist  eine  individnelle 
GrOBSCi  diese  Icann  nicht  grösser  sein  als  alle  ZaUen.  Sind  aber 
beliebig  viele  Zahlen  gegeben,  so  enthält  die  Anssage,  dass  Werte 
Ton  X  grösser  seien  als  alle  diese  Zahlen,  nichts  bestimmendea 
meiir  fttr  te,  Ns  as  nicht  von  der  Wahl  dieser  Zahlen  abhängig  wtre. 
Da  es  nun  eiu  leichtes  war,  die  Bedingung  eines  unendlich  grossen 
m  ein£ftch  und  exact  anszusitrechcn ,  so  drängt  sich  die  Frage  auf, 
was  den  Verfasser  bewogen  liaben  könnte,  so  dunkle  Rede  zu  fahren. 
Vermutlich  wollte  er  durch  kein  Urteil  der  crhotfteu  Bildung  eines 
Begriffs  des  absoluten  (oder  eunstmitin)  Unendlich  in  den  Weg 
treten  und  strebte  darum  die  Erledigung  der  Frage  über  den  Begritf 
des  Unendlichen  als  eine^  variubelu  zugunsten   jener  Chimäre  ver- 
mittelst dialektischer  Künste  hinzuzögern.    Diese  Vermutung  wird 
auch  noch  dadunu  uLiLi^iutzt,  Jllss  er  nach  Vorgang  von  Lagrang© 
für  die  Priucipien  der  i>ilieieutialitchüuug  uueudliche  Keihcu  lu  An- 
wendung bringt,  eiu  Verfahren  das  dnrch  Cauchy's  strengeres  Zu- 
Werkegehen  längst  gerichtet  nnd  solidem  nie  wieder  an^cenommen 
worden  ist    Indem  der  Verfasser  eridirtormassen  die  Theorie  der 
nneudliehen  Reihen  nnd  ihrer  Convergenz  als  bekannt  voransaetst, 
mithin  von  ihrer  Degrflndnng  nichts  tagt,  ist  oiEanhar  der  logische 
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Faden  seiner  Dednctioaen  binsicbtlich  der  iufiniteaim&leii  Elenente 
aller  Controle  entzogen  und  eve&toeUen  Enchleichnngen  Tor  vnd 
Tür  geöffnet.  Endlich  ist  noch  za  erwähnen,  dass  infolge  der  grund- 
sätzlichen Vormoifinng  des  Wortes  „unendlich  klein",  welches  immer 

von  neu<nii  imis  lirieben  wird,  die  RochiHinc:en  nnnüt7,erwei«5p  ihre 
natürliclit;  tlmtachheit  eiobOssen,  and  der  Einbück  eiuigormassen 
erschwert  wird.  üoppe. 


Lahfbneh  der  höheren  Analysis.  I.  Band.  Lehrbuch  der  Dif- 
ierontialrechnang.  2Saiii  Gebnuicbe  bei  yeriesoiigeD  an  Uairenitaten 
md  tecfaniscliett  Hochschnleo.  Von  Harry  GraTeliai.  Beriin 
1893.  Fefd.  Dammler. 

Beb  Lebrimch  ist  in  folgende  10  Oapitel  geteittr  irrationale 

2^|i1cd;  reelle  Terftndcriiche  und  ihre  Functionen,  Stetigkeit;  Dif- 
ferentialqnotienten ;  Bildung  des  ersten  Diffcreotialquotientcn  der 
elemcnntarcn  Functionen,  allgemeine  Sätze;  höhere  DiffereotiaiqnO" 
tionten  einer  Function  einer  Voränderlichen,  höhere  Differenzen  und 
Differentiale;  Functionen  mehrerer  unabhfliis'in:  Veränderlichen ;  Dar« 
Stellung  der  Functioacu  durch  Poten/rt  ihen,  Punlctmengen;  Theorie 
der  Maxima  und  Minima-,  Anwondun-^eu  auf  Geoniotrie-,  complexo 
Veränderliche.  Die  Begriffseutwickelmig  der  Irrationalzahl  schiiesst 
sich  der  Methode  von  Heine  an.  Hei  der  Grundlegung  der  infini- 
tesimalen Analysis  vom  2.  Capitel  an  werden  keine  Worte  gespart 
die  Begriffe  zur  Klarheit  zu  briugoa  und  falsche  Vorstellungen  ab- 
zuwehren. Doch  alles  dies  wird  schwerlich  den  Erfolg  haben,  wenn 
nicht  gleich  anfaugs  der  po^tive  Saehverbalt  nnnmiranden  ausge- 
sprocben  ist,  nnd  daran  Ulsst  es  das  3.  Capitel  feblen.  Sei  snm  Be- 
lege die  Stelle  auf  erster  Stelle  angefobrt :  ,3ian  darf  nicbt  sagen, 
da»  Yerinderiidie  sei  dann  einmal  nnendlieb,  denn  das  Unendlicbe 
ist  keine  Zabl.  Die  Teribiderliche  bat  in  diesem  Falle'*  (d.  b.  wenn 
man  sie  nnendlieb  nennt)  „aberbanpt  keinen  grOssteo  Wert^.  Das 
ist  alles  im  elnselneo  richtig,  aber  es  negirt  bloss.  Was  beisst  nn- 
endlieb? Alle  ErklftniDg  fehlt.  Der  YcrUuser  wird  nicht  in  Abrede 
stellen,  dass  von  unendlichen,  unendlich  grossen,  anendlich  kleinen 
Grüssen  sehr  oft  und  zwar  correcter  Weise  gesproefaen  wird;  flber- 
dies  gebraucht  er  das  Wort  später  selbst.  Iiier,  wo  er  sagt,  es  ist 
keine  Zahl,  war  der  Ort  zu  sagen,  was  es  ist.  Offenbar  ist  es  sinnlos 
ein  Unveränderliches  unendlich  zu  nennen ;  nur  die  Veräudorung 
kann  ohne  Ende  fortgehen.  Unter  einer  unendlichen  Grösse  ist  da- 
her stets  eine  verJinderliche  zu  verstehen,  d.  h.  eiuo  solche,  die  sich 
verändern  kann,  nämlich  entsprechend  dem  Falle,  von  dem  an 
jener  Stelle  die  Eede  ist  Ist  dies  aosgesprocbeDf  so  ist  der  Qe- 
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danke,  eine  Veränderliche  sei  (oder  werde)  einmal  unendlich,  von 
selbst  ausgeschlossen,  cbenBo  zeigt  sicli  aber  auch,  dass  die  Setzung 
des  Aasdrucks  „werde''  statt  ^^sci''  uueudlicb,  woDÜt  der  Verfasser 
die  Fonnalining  verbesseni  zu  wollen  scheint,  keinen  veraOndlidiem 
Sinn  bnt.  Die  Theorie  des  ünendUclien  wird  dnnn  ihres  myetischen 
Hiraboi  entkleidet  und  geht  in  einen  elementnren  Lehrgegenstand  Aber. 
War  der  Yerfiuser  der  Ansicht,  der  Aasdrock  „naendlieh**  bdte  dem 
Anftnger  infolge  traditioneller  Unklarheit  noch  immer  eine  Schwierig- 
keit, 80  war  CS  gewiss  das  verkehrteste  Mittel  zar  Abwendung  jenea 
Hindernisses^  dass  er  denselben  solange  als  mOglich  mied;  denn  was 
man  nicht  treibt,  kann  man  nicht  lernen.  Hoppe. 

Vorlesungen  über  iVTaUiematik  von  Leopold  Kronocker. 
HfTausgegeben  unter  Mitwirkung  einer  vou  der  Königlich  Prcussi- 
scheu  Akadcmif»  der  Wissenschaften  eingesetzten  Commissiou.  Erster 
Band.  Vorlcsungeu  über  die  Theorie  der  einfachen  und  vielfachen 
Integrale.  Horausgegebcu  vou  L)r.  Eugcu  Netto,  Professor  der 
Mathematik  au  der  Universität  za  Gicsscn.  Leipzig  18Ü4.  B.  G. 
Teubuer. 

Der  Inhalt  ist  zn  reichhaltig  und  mannig&ltig,  als  dass  sich 
eine  umfassende  üebersicbt  in  der  Karze  geben  Hesse.  Obwol  ein 
sichtlicher  Fortschritt  nicht  fehlt,  nnd  Gruppen  und  Untersnchnogs- 
gebiete  sich  kenntlich  machen,  so  sind  doch  diese  nicht  namhaft 
begrenzt  Wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  aus  jedem  Teile  einiges 
hervorzuheben.  Nur  kurze  Zeit  verweilt  die  Schrift  bei  den  Prin- 
cipicn  der  Theorie  des  Integrals  einer  Function  einer  Variabcln 
über  ein  einfaches  reelles  Intervall  nach  dessen  2  Herleituugeu,  aus 
dem  Difl'erential  und  aus  der  Reihensumme.  Bald  geht  sie,  vom 
Integral  einer  Füiii  tiou  einer  Complexeu  begiuueud,  zum  lute- 
gral  tiber  ein  Areal  über,  iudem  sie  erklärt,  dass  und  warum  bei 
letzterem  viele  Complicatiouen  wegfallen,  welche  die  Theorie  der 
Integration  über  eine  Linie  schwierig  inachen.  Sie  behandelt  weiter 
die  Mittclwertsätze ,  das  Dirichlet'sche  lutegrai,  die  Fourier'sche 
Reihe,  Bemonlli'sche  Functionen,  die  mechanische  Quadratur,  das 
Gauchy'sche  Besiduum,  die  Beihen,  den  Diriehlet'schen  discontiniiir- 
liehen  Factor,  mehrfache  Integrale,  die  Euler'sehen  Integrale,  daa 
Obeiflichenelement,  das  Potential,  die  Green'sche  Function,  die 
ellipsoidische  Hannigfaltigkeit  H. 

The  principles  of  olliptic  and  hyperboHc  analysis.  By  Alexan- 
der Hacfarlane,  M.  A.,  D.  Sc,  L.  L.       Fellow  oi  the  Boyal 
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Sodety  of  Edinburgh,  Professor  of  physics  in  thc  university  of 
Texas.  (Read  bcfore  tho  Matbcmatical  Cougrcss  at  Chicago  Aag. 
24.  1893.)    Norwood  Press  (1894).   J.  S.  Cushm-  a.  Co. 

Die  Schrift  betrachtet  vollständiger  die  dou  Vcrsor  betreffende 

Seite  der  Analysis  des  Eaumes  und  dehnt  die  Untersuchang  auf 
elliptische  und  hyperbolische  Vorsorf^n  aus.  Es  wird  der  Fuiida- 
mcntalsatz  der  Trigonometrie  für  die  Kugel,  das  Rotations-  und  all- 
gemeine Ellipsoid,  für  das  gleichseitige  und  allgemeine  zweischaligo, 
dann  cinschalige  Mviu  i  boloid  antersucbt,  daun  von  den  resultirenden 
Pincipion  Anwendung  gemacht,  schliesslich  Analoga  zum  liotatious- 
Satze  hergeleitet.  H. 

E.  Goarsat,  Torlesnngen  über  die  Integration  der  partiellen 
Diffcrentialgleichangen  erster  Ordnung.  Gehalten  an  der  Facult6 
des  Sciences  zn  Paris.  Bearbeitet  von  C.  Bourlet.  Autorisirte 
dcutsclie  Ausgabe  von  U.  Masei.  Mit  einem  Begieitwort Ton  S.  Lie. 
Leipzig  1893.  B.  G.  Teubaer. 

Nachdem  durch  die  Arbeiten  von  8.  Lie  die  Theorie  der  par- 
tielfen  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  einen  gewissen  Abschlnss 
gefanden  h^tte,  ist  sie  durch  Gonrsat's  Werk  ,^egons  snr  nnt6- 
gration  des  ^qaations  anx  d6ri?6es  partielles  dn  premler  ordre", 
dessen  Ccbersetznng  hier  Torliegt,  in  einer  fflr  den  Studirenden  be- 
quemen Weise  und  in  engem  Anschluss  an  die  Arbeiten  von  La- 
grange, Cauchy,  Jacobi,  Mayer  dargelegt  worden.  Ihre  Entwicke- 
lungsgeschichte  hat  Lie  im  Begleitwort  dazngefQgt.  Die  Teile  des 
Werkes  sind  folgende :  allgemeine  Sätze  über  die  Existenz  der  Inte- 
grale; lineare  Gleichungen,  vollständige  Systeme-,  lineare  totale  Dif- 
ferentialgleichungen;  Gleichungen  von  beliebiger  Form,  allgemeines, 
Methode  tou  Lagraugo  und  Charpit;  Mctliode  vou  Gauchy,  Clia- 
rakteristiken ;  Definitiou  der  Ausdrücke  (t/;,  <;p)  und  \\b ,  cp\\  erste 
Methode  von  Jacobi  und  Mayer-,  Methode  von  Lic;  nni  trischo 
Untersuchnng  der  Gleichungen  mit  3  Variabein,  Intogralcurven,  sin- 
gulfirc  Lösungen;  allgemcino  Theorie  von  Lie;  Bern  hin  ngstransfor- 
matioQcni  Theorie  der  Gruppen,  allgemeine  lutegraüouäuicthodo. 

H. 


Legons  nouvelles  sur  Tanalyse  infinitesimale  et  ses  applications 
g^om^triques.  Far  M.  Ch.  M6ray,  Professenr  &  la  Facnlt6  des 
adences  de  Di(jo.  Ouvrage  honor6  'd'une  sonscription  da  Hinistftre 
d«  rinstraction  puhlique.  Franitoe  partie.  Frindpes  g^n^raux. 
Paris  1894.  GanthierYiUars  et  fila. 
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Dieser  erste  Teil  enthält  Dcfinitiouen  voo  Grundbegriifen  der 
iofinitesiinalen  Aoalysis  nebst  ihren  nächsten  CoDSequenzeo.  Obgleich 
diese  Orandbegriffe  sowie  ibre  BeKeicbntuigen  siebt  inerkUeh  Ton 
den  gebrftQefallcben  abweieben ,  so  lehnt  sieb  doch  die  gftose  Be- 
bandlangsweise  an  keine  Atttorität  an;  vldmebr  weist  der  Verfasser 
in  der  Vorrede  die  ganze  bisherige  Lehre  mit  laoter  allgemeinen 
Bescholdignngen  der  Ungenanigkeit  nad  Wertlosigkeit  ohne  Begrttn- 
dnng  and  Nachweis  von  sich.  Durch  dieses  Bekenntuiss  TOn  dareh- 
aas  rein  subjectiver  Bcdeutang  enthebt  er  natarlicfa  sieb  and  aaa 
von  der  Aufgabe,  irgend  welche  Punkte  kenntlich  zu  machen,  in 
denen  etwa  sein  Werk  principiollc  didaktische  Vorzüge  vor  frQhem 
Darstclinngswciscn  haben  sollten.   Sei  daher  der  Inhalt  nur  kurz 
aufgrführt,    Brüche;  Positivo  luid  Noc^fitivr,  Fnnctioiieii;  iucommcn- 
fiirahle  Grössen,  Varianten  (Wuiablü)^  imaginäre  Grössen;  Ueilico; 
ganze  Reihen;  Derivirtc  der  hulotropen  Functionen;  Fuudamental- 
eigenschafteii  der  über  gegebene  Areale   hulotropen  FuncUoiiei} ; 
Integration;  zusaniuieugüsetzte  Funetiouen;  wesentliches  Princip  der 
Theorie  der  totalen  Differentiaigieichungen;  implicito  Functionen*, 
weseutliches  Princip  der  Theorie  der  partielleu  Duiercutialgleichun- 
gcn  i  allgemeine  lutogralfunctioucu,  lutegralgleichuugen,  iategrireudo 
HnitiplicaCoreD;  ÜHm  uae  wesentlicbe  Eigenschaft  der  gaasen  Poly- 
nome einer  Variabela.  Hoppe. 

Eiae  allgemeinere  Integration  der  DiiferentiilgleicbnBgen.  Von 
Eraanael  Pnchberger.  I.  Heft.  Wien  1894.  Carl  Gerold's 
Sohn. 

Es  ist  hier  von  einer  neuen  lutegratiousmethode  die  BedOi 
welche  auf  einen  grösscra  Umfang  von  Differentialgleichangen  aa- 
wcudbnr  sei,  als  die  bekaunten  Methoden.  Dio  Schrift  gibt  in  13e- 
treti  mehrerer  Beispiele  vou  DitTcrentialglL  irhaugen  Aodeutungcu, 
aus  (Jonen  der  Loser  erraten  soll,  welche  Metliude  der  Verfasser  im 
Sinne  hat.  Dom  Koferenteu  ist  dies  nicht  gelungen. 

Hoppe, 


Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichongen 
mit  einer  anabhftngigeu  Variabein.  Von  Dr.  Lotbar  Hoffte r, 
a.  0.  Professor  an  der  Univertitftt  Glesse.  Mit  8  Figuren  im  TexU 
Leipzig  1894  B.  Q,  Teabaer. 

In  dem  vorliegenden  Werke  sind  die  bisherigen  Arbeiten  Uber 
den  genaonten  Gegenstand  in  der  dem  Zwecke  entsprecbendea  Auf - 
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dehnmig  einheitlich  zasanimcngestf  llt  and  iu  didaktisch  geordneter 
Stufenfolge  zu  einem  Lehrbache  gesfultot.  Die  Reihenfolge  ist  diese. 
Erklärende  Einleitung;  Recarsioustormel  und  deterrainircnde  Glei- 
chung; Berechnung  der  Keihencoefficienten  aus  der  Kce  ui  sionsfor- 
meli  Nachweis  der  lJ,eilieucüuvergeüz  bei  emer  Stelle  der  Bestimmt- 
heit; Fondamentalsystem  von  Integralen,  nicht  homogene  Differea- 
tialgUiefaiingen;  dio  Integnle  bei  einer  regolftreD  Stelie  uid  die 
lincftroB  Diiforentialgleicbimgeii  mit  comtaiten  Coeffidenten;  die 
Integntioii  im  gmxen  Gebiet  der  Differentialgleicbong,  Omppe  der 
DiffereiitiatgieicliiiDg;  analytisebe  Gestalt  der  lotegrale  bei  eiaer  sia- 
gallreii  Stelle  der  Bestimmtheit;  Bectursionsformela  der  Beihen  io 
logarithmcobebafteteii  latQgralea  I>ei  eiaer  Steile  der  Bestimmtheit; 
Zerlegung  der  Integralgrnppen  in  Untergruppen;  Notwendigkeit  der 
Bestimmtheitsgcstalt  der  Differentialgleichung  bei  einer  Stelle  fttr 
bestimmtes  Verhalten  sämtlicher  Integrale  daselbst;  Fundamental- 
gleichung; die  lutegralc  in  einem  Kreisring;  Stellen  der  Unbestimmt- 
heit, bei  denen  sich  ein  Teil  der  Integrale  bestimmt  verhält,  Re- 
ductibilitat ;  die  lutegralc  iu  der  Umgebung  niiendlich  grosser  Werte 
der  uuabhün^ig<>n  Yariabelui  Differentialgleichungen  der  Fucbs'ticüen 
Clawe.  HüUäsätze.  H. 


Sophus  Lio  VorlcsoDgen  über  coutiüuirliche  Gmppon.  Mit 
geometrischen  und  anderen  Anwcudungcn,  Bear  bei  lel  uud  heraus- 
gegeben Ton  Dr.  Georg  ScheffcrSi  Privatdocont  an  der  Univer* 
sittt  Leipzig.  Mit  Figvren  im  Text  Leipzig  1893.  B.  O.  Teabaer. 

Theorie  der  Transformationsgrappen,  dritter  aad  letzter  Ab- 
sehnitt.  Unter  Ißtwirlniag  von  Prof.  Dr.  Fried  rieh  Engel  be- 
arbeitet von  Sophat  Lie,  Professor  der  Geometrio  an  der  Uai- 
Tersitit  Ijeipzig.  Leipzig  1893.  B.  O.  Teabaer. 

Die  Teile  des  ersten  Werkes  sind  folgende.  Die  allgemeine 
projective  Gruppe  der  Ebene  und  einige  Untergruppen;  Theorie  der 
projeetiveu  Gruppen  in  der  Ebene;  die  Gruppen  in  der  Ebouc ;  die 
grundlegenden  Sätze  der  Gruppenthcorie;  lineare  homogene  Gruppen 
nod  coraplexe  Zahlen;  ('iniy;e  Anwendungen  der  Gruppeutheorie.  — 
Die  Teile  des  zweiten  Werkes  sind  tolgende.  Die  endlichen  con- 
tinuirlicben  Gruppen  der  geraden  Linie  und  der  Ebene;  die  dos  ge- 
wöhnlichen Raumes;  die  projcitivcn  Gruppen  des  gowuhiilicheii  Rau- 
mes; Lntei  suchuiigcu  Uber  verschiedene  Arten  vou  Gruppeu  des  «- 
fach  ausgedehnten  Raumes;  Untersuchungen  über  die  Grundlagen 
der  Geometrie;  allgemdae  Betrachtan^  tbw  eadliehe  oontiaiir- 
Ücho  Grnppen,  Bt 
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Essai  Bor  le  caicul  de  giniralitttion.  Pur  Gab  riet  Olira- 
mare,  Profcssenr  de  inatii^maliqiics  supirieores  k  l'nnivenifti  de 
Gendve.  Gen^ve  1893.  Stapdniobr. 

Die  hier  so  proiiaimto  Vcrall^jpju'  in^  rnnesrcchnuiip  ar-ht  von  Tor- 
allgeniciiicrung  des  Bt'jiriffs  des  DiHt'n  utial  jiioticntcn  aus,  erweitert 
Functionen  und  wird  u.  a.  auf  Intcpratiou  von  LUitTercutialglcichangCD 
uuil  DiffcrcnzeugleicljaDgcu  angewandt.  H. 


Lo  calrul  biiiipliriö  par  les  procedes  mccani(iUOs  et  grapbiquea. 
Par  M.  Maurice  ü'Ocagnc,  Ing^nieiH-  des  püuts  et  chaussecs, 
Rep6titeur  k  V  I^'cole  Polytccbnique.  Cünferences  faites  au  conser- 
vatoire  nationale  des  arts  et  mötiers,  les  liO  fevrier,  5  et  lü  luars 
1892.   Taris  18in.    Gauthier- Viilars  et  Iiis. 

Noinographio.  Los  caiculs  usnels  cffectu^s  an  mojcn  des  abaqacs. 
Essai  d'iine  theorie  generale.  Regles  pratiqucs.  Exeniples  d'appU- 
cation.  Par  Maurice  d  H)  c  a  p  n  e ,  lug^nioor  des  poots  et  cbaass^es. 
Paris  1Ö91.  Qauthier-Yillars  et  üls. 

Es  werden  die  meebaoiscben,  tabellariscben  nod  graphiscliea 
Hülfsmittel  zor  Aasf&farung  nniiierischer  Rechntingen  im  weitesten 
Umfang  dorebgogangeD  und  abgebildet  H. 


Repetitorinm  der  Differential-  nnd  Integralrecbnang.  Ton  Dr. 
Chr.  Job.  Beter.  Dritte  Aaflage.  Berlin  1894.  Max  Roclien- 
stein. 

Die  hier  gegeboue  kurze  Zusaumieufassnng  der  Lebren  der  Dit- 
fcrciitial-  und  Integralrcebnung  ist  mit  Fleiss  und  Umsiebt  so  be- 
arbeitet, dass  nichts  wehcutiicbes  zu  vt  iiiiibsen  i!>t,  alUs  exact  dar- 
gestellt und  wol  georduct.  Den  grösstcu  Teil  bilden  Formeln  und 
UeboDgen.  H. 


Zahlentheoric.  Versuch  einer  Gesamtdarstellung  dieser  Wissen- 
schaft in  ihren  llauptteilen.  Vüü  i'aul  liacbmauu.  Zweiter  Teil. 
Die  auai)tiscbe  Zabientbeorio.    Leipzig  1894.   B.  G.  Teubiior. 

Der  erste  Teil  dea  Gesamtwerkes,  erscbieneii  1892,  bat  den 
Titel:  „Elemente  der  Zablentboorio".  Die  aoaly tische  Zahlentbeorie 
begr^  in  sich  diejenigen  Forschungen  im  Gebiete  der  böbern 
Arithmetik*!  welche  auf  analytische  Methoden  begründet  sind.  IHe 
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Absolinitte  sind  folgende:  Allgemeines  Ober  nnendlicbe  Reiben  nnd 

Productc;  die  Zcrfällung  der  Zablen  in  Summanden;  über  die 
Diricblet'schcn  Kcihnn;  der  Satz  von  dfr  arithmetischen  Pro- 
gression, die  Classenauzabl  quadratischer  Fonncii,  Gnindformol ; 
Bestinunung  der  Classenanzahl  durch  eine  unendiichu  Kt  iln;;  die 
Gauss'schcn  Sammen ,  Berechimug  der  Ciasscnauzahl;  die  Ges  hlei  htcr 
der  quadratischen  Formen;  Aasdcbnung  des  Satzes  von  der  anth- 
mctischcn  Progression  auf  qnadratische  Formen;  zahlentheoretlschc 
Functionen;  die  liauUykcit  der  Primzaliieui  die  mittiorcn  Werte 
zablenthcorutischer  Functionen.  II. 


Einführung  in  die  Funetionontheorie.  Eine  Ergänzung  zn  allen 
Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  23  in  den 
Text  gcdiuckten  Figuren.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Laska.  Stutt- 
gart 1894.  Julias  Maier. 

Das  Bedürfüiss  einer  Ergänzung  sei  es  aller  oder  violer  Lehr- 
bücher der  Differential-  und  Integralrccliüung  \\n\\  gewiss  gern  eiu- 
gerännit  werden.  Es  beruht  jedoch  auf  zwei  sehr  verscbiedeueu 
Desideraten,  dem  ^laugel  au  Gründlichkeit  uud  den  zu  eng  begrenzten 
Zielen  der  Doctrio.  Die  Ungründlicbkeit  erklärt  Sick  leicht  ans  dem 
Umstaade,  dasa  die  Reenltate  nnd  Anwendungen  der  Doctrin  einen 
ohne  Mahe  zn  erringenden  grossen  Gewinn  darboten,  wftbrend  der 
Weg,  dazu  mit  TolIer  Einsicht  za  gelangen,  wegen  gewisser  Verirningen 
schwierig  schien.  Zn  den  Erweiterungen  der  Principieo  aber  iiihrten 
Untersnchnngen,  welche  baaptsftchltok  durch  den  genannten  Mangel 
l^rTorgemfen  waren.  Der  Ausdruck  ,,Ergftnzung**  scheint  nun  den 
Anspruch  zu  erheben,  dass  durch  Hinzufflgnng  des  hier  Gegebenen 
die  gedachten  Lehrbücher  definitiv  zu  einem  „Ganzen"  werden,  das 
wenigstens  in  den  berührten  Beziehungen  nichts  mehr  vermissen 
lasse.  Die  Bearbeitung  macht  nicht  den  Eindruck,  als  wenn  der  Ver- 
fasser sich  diese  Aufgabe  gestellt  hätte.  Sie  behandelt  nur  einen 
historisch  vorgefundenen  Lehrstoff,  dessen  Kenntnissnahnie  der  Ver- 
fasser lür  notwendig  hält,  eben  weil  er  vorhanden  ist.  Hiervon  ab- 
gesehen, wtirde  es  eine  verdienstvolle  Leistung  der  Ar!>eit  sein,  wenn 
darin  sorgfältig  darauf  geachtet  wäre,  dass  jene  Lelireu  für  An- 
fänger verständlich  würden,  wie  es  in  der  Tat  die  Bezeichnung  als 
„Einführung''  verspricht.  In  den  leichtesten  Partien  ist  die  erste 
Bediuguug  dazu,  klare  und  bestiinnitc  Rede,  sehr  wol  erfüllt.  Wo 
es  sich  aber  um  schwierigere  Frageu  handelt,  mithin  umsomehr 
Deutlichkeit  not  tut,  wird  die  Sorgfalt  mehr  und  mehr  ausser  Augen 
gesetzt,  Zeichen  bleiben  hie  nnd  da  unerklärt,  Beziehungen  werden 
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verschwiegen  (z.  IJ.  S.  12.  Z.  15,  wo  alle  Rechenschaft  über  die 
Bedcatung  fehlt).  Der  Inhalt  des  Buches  ist:  Grundbegriffe;  ge- 
schichtliche Enfwickelunfc  des  Functifiiislx  Ki  ifls ;  Kieinann  <  aiichy*s 
Functionontheorie;  ThLorie  der  complexeu  integrale;  ForUet/.uug 
der  Fuuctioueu-Theerie  uach  Kicmann's  Anschauung;  rationale  Fnnc- 
tiooett;  Theorie  der  Reihen;  die  Beilieiifortselittiis;  BegrilF  der 
Fnoction  naeh  Woierstrass ;  die  DUforentiation;  Dantellinig  der  ein- 
deutigen FooetionoD. 

Hoppe« 
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Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Vierteij&brlicbe  Berichte  Qb. 
d.  neuereu  Frachejnpn.  auf  d.  Gesammtgebiet  d.  angewandten  Elek- 
tricitutslebre  mit  Kinschluss  des  elekt.  Nachrichten-  o.  Signalwesens. 
Uerausgcg.  v.  Karl  btreckor.  5.  Jahrg.  (Das  Jahr  1891).  Beriiu, 
J.  Springer.   26  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  i.  J.  1887.  Dargestellt  von  der 
phys.  Gesellschaft  za  Beriiu.  43.  Jahrg.  2.  Abt.  (Thysik  d.  Aethers, 
red.  V.  Dr.  E.  DuJdc).    Berlin,  G.  Reimer.    18  Mk. 

Jahrbuch  ü.  Lrfiadgn.  u.  Fortächritie  auf  d.  Gebieten  d.  Pliysik, 
Cbeinie  o.  ehem.  Technologie,  d.  Astronomie  a.  Meteorologie.  Be- 
gründet von  H.  Grebeliel  u.  H.  Hind.  Eng.  O.  Boraenanii, 
Otto  Müller  n.  A.  Berberieh.  29.  Jabiig.  Leipiig,  Qaandt  A  Hftndel. 
6  Jfk. 

Jahrbuch  Ober  die  Fortacbritte  d.  Mathematik,  begrOndet  tob 
Carl  ObrtmaBD,  her^g.  t.  Emil  Lampe.  22.  Bd.  (1890).  8.  Hft. 
Berllo,  a.  Reimer.  IS  Mk. 

Methode  aad  Priaciplen. 

Aradt,  Rad.,  Kraft  a.  Krifte.    Orei&wald,  J.  Abel.  1  Mk. 

ÖO  Pf. 

Dedekind,  Rieh.,  Was  sind  n.  was  sollen  die  Zahlen?  2.  Aufl. 
Braunschweig,  F.  Vieweg  &  Sohn.   1  Mk.  60  Pf. 

Hart  mann,  Berthold,  Der  Rechenunterricht  in  der  deut- 
schen Volksschule  vom  Standpunkte  des  erziehenden  Uuterrichts. 
iuiu  juetbod.  Uandbach  f.  Lehrer  and  Seminaristen,  zugleich  eine 
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Anleitung  zum  Gebrauche  des  Hartmaun-RuliRam sehen  Rechenbochs 
für  deutsche  Stadt-  n.  Laudschulea.  Frankfort  a./M.,  Kesselriiigsclie 
Hofb.   5  Mk. 

Scheffler,  Horm.,  Die  Aequivalenz  d.  Naturkräfte  u.  das 
Energiegesetz  als  Weltgesctz.  Leipzig,  F.  Foerster.  \)  Mk. 

LelirbBelier« 

Bussler,  Fr.,  D.  Elemeute  d.  Matlieniatik  f.  d.  Gymnasiam 
bearb.    2  Tie.    Dresden,  L.  Liilerinanu.    Kart.  3  Mk.  70  Pf. 

Fockc,  M.  i&  M.  Krass,  Leitfaden  zur  Einfttbrg.  in  die  Stereo> 
metrie  n.  Trigonometrie.  SonderaiiBgabe  fftr  die  Untersekunda,  aas 
den  gleichnamigen  Lobrbflchern  bearbeitet  Hflnster,  Coppcuratb. 
ßO  Pf. 

BepetitoriitDi,  knnes,  der  höheren  Mathematik.  I.  Differential* 
rechnang.  Wien,  H.  Bjreitenstein.  1  Hk.  10  Pf. 

SanuDlnngcn* 

Kley  er ,  A.,  Au^aben-Sammlang  ans  allen  Zweigen  der  Reehen* 
knnst,  der  niederen  n.  höh.  Mathematik,  der  Physik  etc.  1228.  — 
1247.  HfL  Stattgart,  Jal.  Maier.  k  25  Pf. 

Lieber,  H.  n,  A.  Xoehler,  Arithmetische  Aufgaben.  Berlin, 
L.  Simion.  2  Mk.  70  Pf,;  Aafiösangen  1  Mk.  bO  Pf. 

Lieb,  Seyfferth, Till  mann,  BecbenBchole.  Aasg.  f.  Lehrer. 
Mit  Ergebnissen,  method.  AasfQbrgn.  n.  weiteren  Ucbuugsaufgaben. 
C.  lY.  (Zur  Schülerausg.  A;  6.  Hft,  6.  SchaUahr).  Kflroberg, 
F.  Koru.    1  Mk.  50  Pf. 

Mai 8  8,  Ed  ,  Aufgaben  üb.  Elektricität  u.  Magnetismus.  Für 
Studirendü  au  Mittel-  u.  Gewerbeschulen,  zuiu  Selbststudium  für  an- 
gehende Elektrotec!iniker,  Physiker  a.  a.  Wien,  A.  Picblers'  Wwe. 
&  Sohn.   2  Mk.  40  Pf. 

Pfeiffer,  Jak.,  Aufgabousammlg.  z.  Lehrh.  U.  Arithmetik  f. 
Latein-,  Real-,  Bürger-  u,  gewerbl.  Fortbildungsschulen  v.  Frdr. 
Lütrich.    MUuciiüu,  J.  Liudaucr.    Gbd.  2  Mk. 

Tabellen« 

Jelinek,  Laur.,  Mathomat.  Tafeln  f.  techn.  Austalteu,  be- 
sonders f.  Lüh,  Gewerbeschulen.  2  Tie.  (I.  Tafeln.  —  II.  Eiu- 
richtg.  u.  Gebrauch  d.  Tafeln).   Wien,  A.  Pichler's  Wwe.  &  Sohn. 

2  Mk.  40  Pf. 

J Oldau,  W.,  l.(Ogarilhmisch-U'iguuoinetn:ichc  iaiuiu  für  ucuo 
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(ceDtesimale)  Teilaiig  mit  6  Dedmalgtellen.  StaUgart,  K.  Wittwer. 
10  Mk. 

K&mpfe,  Brano,  Tafel  des  Int^p^s 


Leipzig,  W.  Engdmann.  60  Pf. 

Liska,  W.,  Tafeln  zur  AoflOsg.  des  Kepler'Bchen  Problems. 
Prag,  F.  myM.  48  Pt 


Bergbobm,  Jnl.,  Entwurf  einer  nencn  Integralrechnmig  auf 
Grand  d.  Potenzial-,  Lofi^arithmal-  u.  Namermlrechnang.  2.  Hft.:  d. 
irrationalen,  exponentiellon,  logarithmischen  n*  eydometrischen  Inte- 
grale.  Leipzig,  B.  G.  Teabner.   2  Mk. 

Deter,  Chr.  Job.,  Repetitorium  der  Differentir.l-  u.  Integral- 
recbnung.    3.  Ari.    Berlin,  W.  Rockenstein.    Gbd.  2  Mk. 

Dolp,  n.,  Die  Determinanten,  nebst  Anwendg.  auf  d.  Lüsg. 
algebraischer  u.  aaalyt.-goomctr.  Aufgaben.  Elemoatar  bebandelt. 
4.  Afl.   Darmstatlt,  L.  Brill.   2  Mk. 

Gegenbaucr,  Leop,  Dää  Additiouätbcorcm  der  Funktion 
CV^x).    Wien,  Tempsky.    30  Pf. 

—   Eine  Auweudg.  d.  Zahloutheorio  auf  d.  lutegralrecbog.  Ebd. 


Oonrsat,  £.,  Yorlesgn.  IIb.  4.  Integration  d.  partiellen  Iliffe- 
rentialgleichgn.  L  Ordng.  Beerb.  C.  Boariet.  Antoris.  deatscbe 
Aosg.  von  H.  Moser.  Mit  e.  Begleitwort  von  S.  Lie.  Leifoig,  B. 
O.  Teobnor.  10  Mk. 

Hnnck,  A.  F.,  Lebrbncb  d.  Arithmetik  n.  Algebra  f.  Gym- 
nasien, Real-  n.  Handelsschnlen.  (In  3  Tin.)  3.  Tl.  1.  Abtlg. 
S.  Afl.  T.  J.  Bmootte.  (Resultate.)  Nflmberg,  F.  Korn.  1  Mk.  20  Pf. 

Heinitz,  Georg,  Elomentare  Berechnung d.  Zabl  fi,  welche  den 
quadratischen  Restcbarakter  bestimmt  Qdttingen,  Yandenlioeck 
d  Ruprecht   1  Mk. 

Kobn,  Gast.,  Ueb.  e.  Eigenschaft  der  Invariauten  a.  Co  Va- 
rianten.   Wien,  F.  Tcmpsliy.    30  Pf. 

Kühl,  J.  H. ,  Leitfaden  der  Arithmetili  u.  Algebra.  Für  den 
Schui-  u.  Selbetauterricht  bearb.  1.  Tl.  2.  Ad.  Hamburg,  J.  Kriebel. 
Kart.  3  Mk. 

Lorch,  M.,  Sur  uuo  foncUou  trauscendeule.    Prag,  F.  Rivnäc, 


o 


Arithmeiiky  Algebra  und  reine  Aaalyals, 


40  Pf. 


10  Pf. 
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Lerch,  M.,  Sar  au  point  concernAnt  Ut  Üi^orie  de  la  foncüon 
gamma.  Prag,  Rivoir.   20  Pf. 

—  G6n^ralisation  da  theordme  de  Fnillani.  Ebd.  20  Pf. 

—  Sur  deux  transcendentes  coDsider^es  par  Legeodre.  Ebd. 
20  Pf. 

Lie,  Sophas,  Theorie  te  Tfi&BfomiationBgrappen.  3.  and 
totster  Abeehiiitt  Unter  Hitirirkg.  t.  Frdr.  Engel  bearbeitet.  Leip- 
lig^  B.  0.  Tenbner.  26  Mk. 

—  Torleegn.  üb.  continairiicbe  Grippen  m.  geometrischen  n. 
anderen  Anwendgen.  bearb.  n.  beranig.  t.  Oeo.  Scfaefen.  Ebd. 

24  Mk. 

Lieber,  II.  u.  F.  v.  Lühmann,  Leitfaden  d.  Elementar-Ma- 
tbematik.  2.  TL:  Arithmetik.  5.  Afl.    Berlin,  L.  SimioD.  1  Mk. 

25  Pf. 

—  Unendliche  Reihen.  Elementare  .Theorie  der  Mf^-r^fn^ 
Minima.   Ebd.   40  Pf. 

Olbricbt,  Rieh.,  Lchrb.  d.  Prozent- a.  Zinsbcrcchnnn^  neb«^t 
ihren  Anweudgn.,  m.  Eiiis(  hluss  d.  Diskontrechng.,  d.  Termiurenhug., 
d.  Kälkulatiouoii  u.  Koiitokorrente.  Bearb.  nach  System  Klcyer. 
Stuttgart,  J.  Maier.    G  Mk. 

Pözl,  W.  uud  G.  Effert,  Lehrbuch  d.  allgcm.  Arithmetik  u. 
Algebra  (oebst  Auigabeiiäammlg.)  f.  Gymnafiicu  u.  Realächuleu. 
Manchen,  J.  Lindauer.  3  Mlc.  20  Pf. 

S Chef f  1er,  Horm.,  Beleuchtg.  n.  BewoU  e.  Satzes  aneljegeii- 
dre's  Zahlentheorie,  Leipzig,  F.  Foerster.  1  Mk. 

Schnlze,  Karl,  Leitfaden  n.  Antisabensammlg.  f.  d.  aritbmec. 
ünterr.  an  Beajsebulen.  Dresden,  6.  Ktthtmaen.  2Mk.,  hart.  8  Mk. 
20  P£ 

Speck  mann,  G.,  Beiträge  znr  Zablenlebre.  Oldenburg,  Eschen 
A  Fasting.  2  Mk. 

Thompson,  Henry  Dallas,  Hyperelliptiscbe  Schuittsysteme 
a.  Zusammonordng.  d.  algebraischen  n.  transcendentaleu  Thetacha» 
rakteristiken.   Güttingen,  Yandenhoeck  &  Rupprccht.    2  Mk. 

Weicrstrass,  K.,  Formeln  u.  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der 
elHptischeH  Functionen.  Nach  Vorlesgn.  u.  Aufzeicbnga.  des  Hrn. 
K.  W.  boarb.  n.  hrsg.  v.  H.  A.  Schwarz.  2.  Ausg.  L  Abt.  Berlin, 
J.  Springer.  10  Mk. 

(jleenietrie« 

Faber,  F.,  Darstellende  Geometrie  m.  Einschlnsa  d.  Perapek- 
ti?e,  insbesondere  lam  Gebnuiebe  an  Fortbildnnga-  n.  Bangewerks* 
schulen,  sowie  zum  Selbstooterricbt.  Nach  d.  Tode  d.  Vorfuaers 
beng.  V.  Otto  Schmidt.  2  Tie.  Dresden,  G.  Kofatroann.  8  Mk. 


Digitized  by  Google 


Hecht,  Benno,  Auleitg.  zur  JürjrstaUboreckaaug.  Leipzig^  J. 
A.  Barth.    3  Mk. 

Killing,  Will»  ,  Einführg.  in  d.  Grundlagen  d.  Geometrie. 
1.  Bd.    Paderborn,  F.  Scböniogb.    7  Mk. 

Mar  tu  3,  IL,  Leitfaden  f.  d.  Unterricht  in  d.  Raumlehre  I.  Tl.j 
Ebene  Figuren.   Bielefeld,  Velhagea     Klasiog.    1  Mk.  20  Pf. 

Mo^nik,  Geometr.  Formlehre  f.  d.  1.  Klasse  d.  Realschulen. 
Bearb.     Ferd.  Maurer.  2.  Anfl.  Leipzig,  G.  Freytag.  Kart  90  Pf. 

Hallery  E.  R.,  Lebrboch  d.  planimetr.  Koostroktionsaa^beQ, 
geltet  dnrcb  geometr.  Analysis.  2.  Ti.  VorwandlongB»  n.  TeilnngB- 
an^saben,  sowie  AafgbB.  üb.  ein-  n.  nrobeBchriebene  Figaren. 
Bearb.  nach  System  Kleyer.  Stuttgart,  J.  Maier.  2  Mk. 

R  i  c  s  s ,  C,  OrandzOge  d.  darstellendeD  Geometrie,  nebst  e.  Anhg. 
cntli.  die  Anwendg.  derselben  auf  Perspective  u.  Schlagschattenkon- 
BtruktioQ.  Als  Leitfaden  beim  Unterricht  in  Bangewerbescbulen, 
Fortbildungsschulen,  höh.  Bürgerschulen  u.  s.  w.  hrsg.  2.  Anfl. 
Stuttgart,  J  B.  Motzler's  Vt^rhig.    Kurt.  2  Mk.  sü  Pf. 

K  o  c  d  c  r ,  il  (3  r m.,  Der  Koordinauteubegrill  u  einige  Grundeigen- 
sehafteu  der  Kegelsclinitte.  Zunächst  e.  Ergänzg.  d.  Neubearbeitung 
d.  Planimetrie  von  Kauibly.  Zum  Gebrauche  an  Gymnasien  nach  d. 
neuen  prcnss.  Lchrpliinon  bearbeitet.    Breslau,  F.  Hirt.   60  Pf. 

Röhn,  K  n.  K  Papperitz,  Lehrbuch  d.  darstellenden  Geo- 
metrie,   {in  2  Bdü.)    I.  Bd.    Leipzig,  Veit  &  Co.    11  Mk. 

Sachs,  J.,  Lehrbuch  d.  ebenen  Elementargeometrie  (Planlme- 
trio>  6.  TL  'Ptoportionalltftt  d.  Strecken.  Bearb.  naeh  System 
Kleyer.  Stuttgart,  J.  Haler.  4  Mk. 

Sobotka,  Ueb.  Berahrungscnnren  der  Schranbnogsregel- 
fliehen  mit  nmschriebenen  Cylinderflichen.  Prag,  F.  RivaA^. 
1  Mk.  20  Pf. 

Stndy,  Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale  Snbstitn- 
tlonen  und  ellipt.  Functionen    Eine  analytisch-geometr.  Untersnchg. 

Leipzig,  8.  Hirzel.   5  Mk. 

Thomae,  Joh.,  Die  Kegelschnitte  in  rein  projektiver  Behandig. 
flalle,  L.  Neben.    6  Mk. 

Waeisch,  K  ,  üeber  Xaugentencongrueuzou  e.  Flilcbe.  Wien, 
F.  Tempsky.  30  Pf. 

Trigonometrie* 

Lieber,  H-  u.  F.  v.  Lühnunm,  Anfangsgründe  d.  Trigono- 
metrie.  Pensum  der  Untersekunda,   iieiiiu,  L.  Simiuu.   40  Pf. 

Praktische  tieonetrici  Geodäsie. 
Jordan,  W.,  Handbuch  d.  Yermessangsknnde.   2.  Bd.  cplt. 
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(Feld  u.  LaDdmeBSong.)  4.  Aufl.  Sfcattgiurt,  J.  B.  Afetder*«  Yerlg. 

20  Mk. 

Verhandlungen  der  vom  27.  Sept.  bis  17.  Okt.  1892  zu  Brüssel 
abgehaltoneu  10.  allgemeinen  Conferonz  der  iateroationalen  Erd- 
messuug  und  doron  permanentoo  Commission.  Red.  Tom  ständ.  Se- 
kretär A.  Hirsch.  Zugleich  mit  den  Spezialberichten  üb.  d.  Fort- 
schritte d.  Krdinessg.  u.  d.  Berichten  d.  Vertreter  der  einzelnen 
Staaten  üb.  d.  Arbeiten  in  ihren  Ländern.  2  Bde.  Berlio,  G.  Xiei- 
mer.  12  Hk. 

Dressier,  L.  S.  J.,  Zar  Orientirniig  in  der  £nergieieiire. 
Münster,  Aschendorff  sehe  B.   1  Mk. 

Finger,  Jos.,  Ueber  den  Hauptpunkt  e.  beliebigen  Axo  eines 
materiellen  Punktsystems.    Wien,  F.  Teropsky.   50  Pf. 

Klimpert,  Rieh.,  Lehrb.  d.  Bewegg.  flüssiKer  Körper  (Hy- 
drodynamik.) 2.  Bd.  1.  Elfte.  Die  Qewegungserscfaeingn.  d.  Wasäern 
in  Eanfllen  n.  Flflssen,  sowie  der  dalMi  ausgeübte  Stoss  a.  Wider- 
stand. Bearb.  nacli  Syitem  Kleyer,  Stuttgart,  J.  Uaier.  5  Mk. 

Teeltnilu 

BibliotM,  j^lylecbaische.  8.  TL  (Sappl,  b.  1.  TL)  Wie  ich 
mir  eine  kidne  Qynamomasehine  si  la.Qiahlampen  n.  apftter.  e^ 

grOesere  zu  45  Glühlampen  je  zu  16  Normalkenen  niMh  den  vob 
Herrn  Prof.  Weiler  i.  1.  Teil  der  polyt.  Bibliotbek  gegebenea  Begela 
n.  Anweisgn.  selbst  erbaut.  Mit  4  Abbilgn.,  3  färb.  Fig.-Taf ,  Koetea* 

anschlag,  Bczngsqucllcn  etc.  Von  dem.  Levorin.  Nebst  Ank.: 
Berechng.  einer.  Gleichstrommaschine  f.  Bolcuchtg.',  e.  GleioketFoin- 
roaschine  f.  Galvanoplastik,  n.  zweier  kleiner  Elektromotoren  v.  je 
10  mkg.  Mit  17  Abbildgn.  Von  Prof.  Weiler.  Magdebaig,  Faker» 
sehe  Bachdr.    2  Mk.,  gbd.  2  Mk.  50  Pf. 

Ch  w  0 1  s  0  n ,  0.,  Actinometrische  Untersuchungen  zur  Oonstruction 
e.  Pycheliometers  u.  e.  AcUnometera.  Leipzig,  Voss'  Sort  5  Mk. 
25  Pf. 

Elektrotechniker's  literarisches  Auäkuuftäbuchlein.  Die  Litcnitur 
derEleettotechnik,  Elektrieitftt,  Elektrochemie,  des  Magnetismus,  der 
Telegrapbie,  Telepbooie  n.  BUtzsohnttrorrichtung  d.  leuten  lü  Jahre 
von  1884  Me  1888.  Kit  Schlagwortregister.  ZnsammengesteHt  t. 
Frdr.  Schmidt-Hennigker.  Leipzig,  0.  Leiner.  80  Pf. 

Epstein,  J.,  üe|MrUk&  ttbi^r  d.  i;tekteQtecknlk.  6  populäre 
Experimental-Vorträge.   2.  Afl.  Frankfurt  a./M.,  X  Alt    2  Mk 
kart  2  Ift.  40  Pf . 
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Lorber,  Fri.,  Das  Nivelliniii.  Zagleldi  9.  Aufl.  der  tfaeoret 
V.  prmkt  Ankltg.  san  NiTeUiren  Ton  SUunpftr.  Wien,  6erold*a 
Sokn.  15  Mk. 

Safaricb,  Ueber  Constinelion  yod  metallischen  Teleakop- 
qHegelB  nuh  neaen  Gnudsätzen.   Prag,  F.  Rivndr.  40  Pf  . 

Thompson,  Silvanas  P.,  Die  dyoamoDicktrischcn  Maschi- 
nen. 4.  Anfl.   Deatsch  ?.  G.  Gnwinkel.  12.  (Sdiliia8-)Heft.  Halle 

a./8^  W.  Knapp.   2  Mk. 

Weilor,  Prof.  W.,  Der  prakt.  Elektriker,  Populaio  Anleitg. 
»ur  Selbstanfertigg  elek  Apparate  n.  zur  Ansteilg.  /ugehör.  Ver- 
soche  nebst  Sclilussfolgergn.,  Regeln  u.  Gesetzen.  2.  Aufl.  Leipzig, 
M.  8cb&fer.  S  Mk. 

Optik»  Afcwttk  ni  Elertieltit 

FletBcber,  L.,  Die  optische  Indicatriz.  £ine  geoinetr.  Dar- 
itellang  der  licbtbeweguug  in  Krystaltoo.  Uebecs.  von  H.  AmtanHi 
Q.  W.  Koenig.  Leipzig,  J.  A.  Barth.  3  Mk. 

Ginge,  C,  Anleifg.  snr  Spektrakmalyte.  Leipzig,  Qmwdt  vad 
Hftndel.  8  Mk. 

SeblOts,  0.  IL,  üeber  die  Beiezion  longilndineUer  Wellen 
e.  rigid.  nnendL  ebenen  Flftche.  Cbriitianln,  J.  Dybwtd.  1  Mk. 


Sri«  md  lUnunelakande» 

£ärgebiiisse  d.  BeobaehtangeD  an  den  Begenatition«!  n.  üebw- 
■iclü  Ober  d.  wicbtigeten  Beobachtangen  an  slmmtlicben  Stationen 
i  J.  1890.  Hrsg.  T.  kgl.  preua  meteorolog.  Institnt  Berlin,  A. 
Aiher  *  Co.  4  Ific.  50  Pf. 

Oiberne,  Agnes,  Sonne,  Mdnd  n.  Sterne.  Nack  d.  20.  Afl. 
T.  1693.  Dentoeb  t.  £.  Kirckner.  Antoris.  Aug.  Berlin,  S.  Gron- 
back.  4  Mk«,  gebd.  L  Leiowd.  5  Mk.  60  Pf. 

Hann,  J.,  Der  t&gl.  Gang  der  Temperatur  auf  d.  Obirggipfel 
(2140  m.)  u.  einige  Folgeningen  am  demselben.  Wien,  F.  Tempsky. 
70  Pf. 

Hugoencl,  E.,  Beitrag  znr  Erklärung  der  Erdbeben  n.  d. 
icblag.  Wetter.    Potsdam,  R.  Harhfeld.    1  Mk. 

Jäger,  Gast.,  Wetteransagen  u.  Mondwechsel.   Stuttgart,  W. 

JK^hammer.   3  Mk 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1891.  Beobachtuugs- 
System  der  deutschen  Seewarte.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Be- 
obachtgn.  an  10  Stationen  II.  Ordiig.  u.  an  41  SignaUtellen  ,  sowie 
StAndl.  Aufzeiciiugu.  au  2  Nurmal-Beobächtgs-Statioucu.  XIV.  Jahrg. 
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(16.  Jahrg.  d.  meteorolg.  Bcobacbtgn.  iu  DeuUchld.)«  Hcraosg.  t.  d. 
Direktion  d.  dtscben.  Seewarte.  Hamborg,  L.  Friedericbsen  &  Co. 
13  Mk. 

Jabrbacb ,  deatscbes  metoorologiscbes.  Jabrg.  1892.  Ifetooro- 
loglscbe  Beobacbtgn.  in  WOrttemberg.  Mittoilgn.  dor  mit  dem  kgl. 
Statist  Amt  verband.  Contratstation.  Bearb.  Dr.  L.  Heyer.  Hit 
2  Uebersicbtsicarten.  Stuttgart,  J.  B.  Hetzler*a  Verlag.  3  Hk. 

Liiigg,  Ferd.^  Coustruction  d.  Meridian-Quadranten  auf  dessen 
Sebne.  Nach  den  Besserscheu  Krddimeusionen  dorcb  Bcstimmg.  d. 
Lage,  der  Grad-  u.  Halbgrad-Punkte  des  Meridians,  sowie  der  Richtg. 
ihrer  IIalbmps<'or  u.  Lotbliuicn,  entworfen,  berechnet  u.  in  der  Ver- 
jüngg.  von  1  :  10  Millionen  gezeichnet.  Manchen,  Pilotjr  u.  Löble. 

1.  Mappe  10  Mk. 

Mazcile,  Ed.,  Der  jührliche  u.  tägl.  Gang  u.  d.  Veränderlich- 
keit dor  Lufltcmpcrutur.    Wien,  F.  Tempsky.    1  Mk.  80  Pf. 

Kusch,  Gust.  u.  A  n  t.  W  oll  t-nsack,  Beobachtungen,  Fraf^cu 
u.  Aufgaben  aus  ilini  Gebiete  d  cleiueutareu  abtrononi.  Geographie. 

2.  Afl.   Wien,  A.  Uölder.   80  Pf. 

TerÖffeDÜichttngen  d.  kgl.  preuss.  meteorolog.  Instituts.  Hersg. 
darch  Wilh.  y.  Bezold.  1.  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  d. 
Stationen  II.  u.  III.  Ordnung  i  J.  1893,  zugleich  deutsches  meteorolog. 
Jabrb.  f.  1893.  1.  Hft.:  Beobacbtongssystem  d.  Eönigr.  Preusseo 
Q.  benachbarter  Staaten.  Berlin,  A.  Asber  A  Cie.  3  Hk. 

YierteljahrsBChrift  d.  astrouom,  Gesdlsch.  28.  Jahrg.  3.  HfL 
Leipzig,  W.  £ngeimann.   2  Mk. 

Volkmann,  P.,  Beiträge  zur  Wertschätzung  der  Konigsberger 
Erdtherraoineterstation  1872—1892.   Königsberg ,  W.  Koch.   2ö  Pf. 
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Josef  Dienger. 

Am  37.  KoTember  1894  morgoat  5  Ubr  verschied  nach  langem 
Leiden  der  sehr  bekannte  Professor  der  Mathematik  an  der  techni- 
schen Hochschale  zn  Karlsrnbe  Josef  Diengcr.  Er  ist  geboren 
den  5.  November  1818  zu  Hausen  an  der  Möhlin,  Amt  Staufen. 
Schon  früh  zeigte  sich  hei  ihm  eine  nnpowöhnlichp  Bp?rabung  für 
Älathematik.  Er  wurde  deshalb  von  seinen  Eltern  für  das  Lehrfach 
bestimmt.  Seine  erste  Ausbildung  erhielt  er  auf  der  PrÄparaudeu- 
schule  zu  Ettlingen,  von  wo  er  mit  den  besten  Zeugnissen  ausge- 
rüstet, im  Jahre  1838  au  die  katholische  Kautonscbule  Graubuadens, 
welche  damals  ju  Diseutis  war,  berufen  wurde.  Nach  3 jährigem 
Aufenthalte  daselbst  wandte  er  sich  nach  Genf,  um  sich  in  seinem 
Fache  noch  mehr  zu  verroUkemmnen ,  nnd  in  der  gleichen  Absicht 
besachte  er  im  nächsten  Jahre  noch  das  Foljrtechniknm  zu  £arls> 
mbe  L/B.  Im  Jahre  1813  wurde  er  Lehrer  an  der  höheren  Bftrger- 
aebnle  zn  Ladenbnrg  nnd  im  Jahre  1844  Lehrer  an  der  gleichen 
Anstalt  zu  Sinsheim  an  der  Eisenz.  1849  wnrdeler  Vorstand  der 
höheren  Bftrgerschnle  za  Ettenheim  nnd  1850  Professor  der  Mathe- 
matik nnd  Vorstand  der  mathematischen  Schule  am  Polytechniknm 
za  Karlsruhe  i./B.  Nach  18  jähriger  erfolgreicher  Tätigkeit  sah  er 
sich  infoige  eines  Nervenleidens  genötigt,  seine  Stelle  niederzulegen. 
Von  seinem  schweren  Leiden  genesen  wid  iicte  er  von  Ende  18G3 
an  seine  iiienste  der  allgemeinen  Versorgungsanstalt  im  Grosshorzog- 
tum  Baden,  weicher  Austalt  er  bis  IbÖb  als  L^irector  angehörte. 

DasB  diese  Anstalt  auf  der  heutigen  Höhe  dastehti  kann  wesent- 
fieb  all  sein  Verdienst  angesehen  werden,  und  wird  ihm  in  der 
Geacbiebte  dieser  Anstalt  ein  bleibendes  Andenken  sichern. 

Seit  1888,  also  mit  Vollendung  seines  70.  Lebensjahres,  entsagte 
er  anf  Anraten  des  Arztes  jeder  wissenschaftlichen  Tätigkeit  und 
öuciiLu  in  stiller  Zuiuckgczogeuheit  mit  seiner  Gemahlin  die  Früchte 
seines  segeosreichen  Wirkens  zu  geuiessen.  Leider  war  ihm  dies 
nicht  lange  bescbiedai.  Ein  schweres  Herzleiden  stellte  sich  dn 
und  machte  seinem  tätigen  Leben  ein  rasches  Ende. 

Ardu  4.  Uaili.  «.  Pkja.  &  B«ili«.  T.  im.  S 
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Ausser  zahlreichen  Abba&dlaogeu  —  es  siad  deren  Uber  100  — 

in  Crelles  Joonwl  ftr  die  reioe  und  angewandte  Matbemntik  Band 
84-36,* 

in  GmnertB  Archiv  der  Mathematik  nnd  Physik,  84  Artikel  Ton 
Teü  7  Trfi  47, 

in  Terqnem  and  Geronos  Koavelles  annales  des  Math^matiqoes, 
in  der  TOn  Tortolini  in  Rom  herausgegebenen  Zeitschrift  Aunaii  dei 

scienze  mathematiche  e  fisiche, 
in  den  kritischcD  Anzeigen  in  den  Heideibeiger  Jahrbttchern  der 

Litteratur  1847— löüb, 
in  den  AbhaDdlungeu  der  köDiglich  böhmischen  Gesellschaft  der 

Wisseuscbafteu  m  Prag, 
in  den  Denkschriften  der  Wiener  Äkadomic  und 
in  Yersicherungszeitschriften  (Annalen  des  gesamten  Versichorangs- 

wesens) 

erscliienea  von  ihm: 

1)  Gruiidzüge  der  algebraischen  Auulysis,  Karlsruhe  1851, 

2)  Haudbuch  der  ebenen  Pulygunomctrie,  Stuttgart  1864, 

3)  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigouomotrie,  Stattgart 

1805  (iu  3.  Auflage  1867), 

4)  Ausgleichung  der  lieobachtung&fehler  nach  der  Methode  der 

kleinsten  Quadratsummcu,  Brannechweig  1857, 
6)  Handbuch  der  DiiTerentlal*  nnd  Integralrecbnuig,  Stuttgart  1857 
(in  8.  Auflage  1867  in  3  Bänden), 

6)  Abbildung  krummer  Oberflachen  auf  einander  und  Anwendung 

derselben  auf  höhere  Geodteie,  Brannschweig  1868, 

7)  Btudien  zur  analTtiachen  MechanU^  Stuttgart  1868, 

8)  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und  Funktionen,  Stuttgart  186Ö, 

9)  Theorie  und  Auflösung  der  höheren  Gleichungen,  Stuttgart  1867. 
10)  Grundris  der  Variatiationsrechnung,  Braunschweig  1867. 

Von  diesen  Werken  wurde  das  Handbuch  der  Differential"  nnd 
Integralrechnung  im  Jahre  1861  ins  Russische  übersetzt. 

Dieugers  Verdienste  um  die  Mathematik  Warden  auch  von  wiuea- 
icbaftlicher  Seite  gewürdigt,  denn 

1)  verlieh  ihm  die  Universität  Glessen  auf  Grund  seiner  er- 
sten von  ihm  veröffentlichten  Abhandlung  „die  Lagrange' - 
sehe  Formel  un  1  die  Rcihcnsummiruug  durch  dieselbe"  — 
öie  eracLicu  iiu  Jahre  1846  in  CrcUts  Juurnal  Uand  34. 
Seite  75—100  —  datj  iioctor- Diplom  summa  cum  laude,  und 

2)  ernannte  ihn  die  königlich  böhmiscbe  Gesellschaft  der 
WiMenschaften  zu  Prag  zu  Ihrwi  answArtigeii  Mitgliede. 

Karl  Dienger. 
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Litterarischer  Bericht 

LI. 


Lehrbücher. 

Anfangsgründo  der  Zahlen-  and  Baamgrösson-Lehre.  Im  Auf- 
trage der  frQheren  Königlich  Preassiscben  Genoral-Inspektion  der 
Artillerie  und  mit  Zastimmung  der  jetzigen  Königlich  PrensBlHcbon 
General-Inspektion  der  Fu8ä-ArtiUerie  zum  Gebrauche  als  Leiifadun 
bei  dem  mathematlscben  Unterrichte  in  den  Eegiments-Scholen  der 
ArCfllerie,  lowle  «irBenatzaog  beim  Selbttonterricht  bearbeitet  Ton 
B.  Foth,  Feaerwerke-Migor  a.  D.  Mit  186  in  den  Text  gedrncklen 
Holnchnittett.  Vierte  Auflage.  HannoTer  1894.  Garl  Meyer. 

Die  8l  Auflage  ist  im  25.  litt  Bericht  S.  1—3  besprochen. 
Zw  allgemeinen  Charakterisirung  mOcbte  wol  diesem  fierichte  nichts 
hinsozufügen  sein.  Der  Plan  des  Gaosen ,  die  Auffassung  der  dem 
besondem  Zwecke  entsprechenden  Aufgabe  and  die  didaktischen 
Grundsätie  sind  unverändert  festgehalten ;  dagegen  hat  der  Verfasser 
nicht  aufgehört  auf  Grnnd  iinmer  neuer  Erfahrungen  die  Lehrweise 
zo  TervoUkommnen ,  clufacher  und  einheitlicher  zu  gestalten.  Was 
im  vorigen  Berichte  als  verfehlt  bezeichnet  worden  ist,  kommt  in 
der  nenen  Autia<<o  nicht  vor.  Gemäss  dem  Grundsätze,  theoretische 
Lehren,  die  da.H  Erlernen  erleichtern  und  die  Orieutiruug  fördern, 
dem  Praktiker  nicht  vorzucuthaiLtiu,  mag  horvorgeboben  werden, 
dass  aach  an  den  vorgeschriebenen  Greosen  des  elementaren  Ge- 
bietes stets  die  jenseitigen  Begriffe  nicht  mit  Stillschweigen  Aber- 
gangen, sondern  enct  erUirt  werden.  H. 
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Methodisches  Lehrbuch  der  Elemcntar-Mathematik  von  Dr. 
Gttsta?  Holzmüller,  Direktor  der  Gewerbeschule  (Realschule 
mit  Fachklassen)  zu  Hagen  i.  W.,  Mitglied  der  Kuis.  Leop.  C&roL 
Akademie  der  Xatnrforscher.  Erster  Teil,  nach  Jahrgängen  geordnet 
und  bis  7ur  Abschlussprüfung  der  Vollanstalten  reichend.  Mit  !  12 
Figiii  tn  im  Text.  —  Zweiter  Teil,  für  drei  Oberklassen  der  hühcren 
Lehranstalten  bestimmt  Mit  2X0  Figuren  im  Text.  —  L^pzig 
1894  B.  G.  Teubner. 

Das  Lelirbneb  ist  in  hohem  Gnde  dgenartif,  doch  stellt  sieh  die 
Abweicbimg  vom  QewOhnliehen  nicht  sowol  in  neuen  leitenden 
Grandsfttsen,  tls  vielmehr  in  giniücher  Ungebnndenheit  der  Beband- 
Inng  des  Einzelnen  dar.  Zar  Rechenschaft  Aber  diese  ist  jedem 
der  beiden  Teile  eine  abgetrennte  (nicht  ftkr  die  Schaler  bestimmte) 
Schrift  beigegeben,  die  uns  indes  zur  Beurteilung  wenig  darbietet, 
da  die  Methode  mehr  mit  Schlagwörtern  als  mit  Gründen  verteidigt 
wird.  Was  das  Buch  selbst  betrifft,  so  zeugt  zunächst  der  Vortrag 
von  ausserordentlicher  Beherrschung  des  Lehrstoffs,  Gewandtheit 
und  Sicherheit  in  Gedanken  und  Ausdruck;  aiies  wird  sofort  ohne 
künstliche  oder  umständliche  Nachhülfe  vollkommen  exact  und  in 
bester  Form  ausgesprochen.  Mit  einer  so  hohen  Begabung  ist  je- 
doeh  nicht  immer  eine  erfreuliche  Wirksamkeit  verbunden;  ob  der 
Gebrauch,  den  der  V  tri  asser  von  seiner  vortrefflichen  Befähigung 
macht,  [eine  solche  erhoffen  lasse,  erscheint  in  hohem  Grade  frag- 
lich. £r  gehört  za  denjenigen  Autoren,  welche  den  mnthematiseben 
Unterricht  mit  einer  Propftdentik  beginnen  wollen.  Die  vorgängigen 
Unternehmen  dieser  Art,  welche  während  der  letston  80  Jahre  auf« 
getreten  sind,  haben  einen  gnten  Erfolg  nicht  so  flbenengend  dar- 
getan, dass  ihnen  die  Mehmbl  der  ersehienenen  Lebrbttcher  nach- 
gefolgt wBre.  Von  allen  Jenen  Yofgängern  nntersdi^det  sieh  nnn 
das  gegenwärtige  Lehrbuch  dadorcb,  daas  es  die  Grenze  swischen 
Propädeutik  und  strengem  Lehrcursus  ganz  fallen  l&sst  und  aus 
anfiln^ich  disciplinfreier  Vorführung  allmählich  annähernd  zur  eukli- 
disdien  Form  übergeht.  Hiermit  ist  offenbar  der  Doctrin  ihre 
Basis  entzogen;  sie  kann  nicht  mehr  als  notwendige  Folge  be- 
stimmter rrinr!])ion  begriffen  werden.  In  der  Tat  hat  der  Verfasser 
nicht.«  (iafur  getan,  dass  der  Schüler  die  Idee  apodiktischer  Erkennt- 
niss  gewinnt,  so  vielen  Lebren  er  nn  Ii  iSoweiso  folgen  lässt.  Er 
?a?t  selbst,  dass,,  was  im  Anfang  als  Beobachtungsergebuiss  vurge- 
kommen  ist,  später  als  gültiger  Satz  angewandt  wird.  Es  scheint 
ihm  also  zu  genügen,  wenn  üie  Beweise  als  Plaidoyers  zuguubleu 
der  BtLauptungen  augeseben  werden  und  das  Vertrauen  aof  deren 
Richtigkeit  erwirken,  deren  Begrändnng  dem  Lehrer  gewiss  bekannt 
sein  weide.  Qieleherweise  geringschätzig  wie  mit  dem  logischen 
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Zvtftmm^baiig  wM  mit  der  Systematik  vbMow.  Die  Lehnfttie 
siiid  siimteü  anigeiprocheii,  «mleü  in  «llgemeineD,  inmteil  in  spe* 
dell  DomeriBcbea  Ao^ben  ioTOhirt,  wo  man  eine  bestiaimte  Lohre 

zu  suchen  hat,  nicht  kenntlich  gemacht,  daher  auch  sncccsBiTer 
Fortechritt  und  jeweiliger  StaadpuDkt  nicht  zum  Bewusstsein  ge- 
bracht, vielmehr  nur  mit  grosser  Umsicht  durch  recht  reichliehen 
Lehrstoff  dafür  gesorgt,  dass  in  der  Gesamtheit  keine  Lehre  Ter- 
misst  werden  kann.    In  der  Bcglcitschrift  ist  davon  di»'  Tifle ,  dass 
der  Lehrgang  uicht  bindend  sein  solle,  Dfich  Ermessen  des  Lthtcrs 
manches  wegfallen  oder  iu  andrer  Ordnung  gegeben  werden  könne. 
Das  hätte  Sino,  wenn  das  Verhältniss  des  Oargoboteueu  und  des 
Freigeütellteu  das  umgekehrte  wäre,  d.  h.  wenn  das  gedruckte,  un- 
veränderlich iu  Aller  lliindon  befindliche  Lehrbuch  ein  für  allemal 
eine  deutliche  logische  und  systematische  Vcrbiuduag  auigestelil  uud 
es  dann  der  £insicbt  des  Lehrers  überlassen  hätte,  im  besondern 
Falle  Entbehrliches  zQ  ttbergehen.    Hier  wird  im  Qegeateil  dem 
Lehrer  geetatteti  den  logiichen  Zniammenbang  «ad  die  sTatemAtisehe 
OrdniHig,  die  er  etwa  vermiaat,  im  besondern  Falle  benroateUeD. 
Fenier  iat  der  Verfasser  beteiligt  an  der  Ansiebt,  der  geometrische 
Uoterriebt  mftsse  mit  dreidimensionalen  Gebilden  anfangen,  weil 
diese  sieb  der  unmittelbaren  Ansciianang  darboten.  Wir  wollen  diese 
Ansicht  nicht  voreilig  verwerfen;  man  kann  versuchen,  ob  fisctisch 
durch  Eörperbetrachtang  die  Geometrie  leichter  zusänglich]wird;  der 
Verfasser  beruft  sich  in  diesem  Punkte  nicht  auf  Erfahrung:  es  ist 
eben  nnr  sein  Gedanke,  der  ihm  natürlich  und  einwandfrei  scheint. 
Dass  er  sehr  mangelhaft  erwogen  ist,  findet  man  bald.   Er  setzt 
erstens  voraus,    dass  der  Schüler  mit  dem  allt&glich  gesehenen 
Gegenstände  bekannter  und   s.  z.  s.  befreundeter  sei  als  mit  dem, 
"Welchen  ihm  A\r>  Schule,  sei  es  auch  nur  auf  dem  Papiere,  neu  dar- 
bietet.   Ein  iiiiiil  L'f^Iit  gleichgültig  an  hundert  Dingen  vorbei,  niacht 
dagegen  mit  Lubt  und  Kifer  von  einer  neu  erworbenen  Fähigkeit 
bei  jeder  Gelegenheit  Anwenuuug,  ohne  zu  unterscheiden,  was  mehr 
oder  weniger  interessant  ist;  das  spätere  Alter  wirdjiifür  und  mehr 
wilhleriscb.    Daher  ist  es  oUeubar  vernualag,  die  unbedingt  not- 
wendigen Lehren,  deren  Wichtigkeit  der  Anfänger,  uicht  einsehen 
kann,  mit  den  jüngsten  Schalern  zu  treiben.  ^Nan  ist  aber  exacte 
Wissensebaft  nnr  möglich  dnrcb  IsoUrnng  der  einfachen  Elemente. 
Sollten  die  Schaler  dnrcb  eigene  Beobachtung  finden,  dass  der  Weg 
tat  Geometrie  Fizirung  von  Punkten  und  geraden  Linien  erfordert, 
so  mÜBsten  sie  in  wenigen  Jahren  vollenden,  was  die  Wissenschaft 
in  Jahrtansenden  erreicht  hat  Es  ist  eine  Errungenschaft  aus  alter 
Zeit,  die  durch  den  Unterricht  rein  aberliefert  wird  ohne  durch 
Motivimng  der  Methode  irgend  gewinnen  zu  kOnnen,  so  dass  heu- 
tige Pädagogen  auf  den  Gedanken  verlsUen,  die  ererbte  Methode 
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le!  ein  blosses  Herkommen.  Das  Znwerkegehen  des  Verfassers 
spricht  dafür,  dass  ihm  jene  wissenschaftliche  Forderung,  bewusster 
oder  uDbewusstermassen,  nicht  fremd  ist,  obgleich  er  den  Blick  da- 
Ton  ablenkt.  Seiner  Ansicht  znfolge  masste  nan  efninal  der  Mflter 
durch  eint  EflUie  yon  Beotwcbtnngen  an  einem  KOrper  in  die  An- 
firngsgrOnde  der  Geometrie  eiogefttlift  werden.  Er  wihlt  dam,  ohne 
den  Omnd  aniznq>recben,  den  Wllilel,  einen  Körper,  der  die  ein- 
Mien  Elemente  so  ieolirt  als  mOg^ch  vor  Angen  stellt,  indem  er 
du  Zn-Beaclitende  meltrfiscb«  Tom  KiGht-so-Beachtendmi  so  weidi 
als  mi^ieh  darbietet,  und  lisst  die  Schiller  eine  Beihe  Ton  Be- 
obachtongen  daran  machen,  d.  h.  er  sagt  ihnen ,  was  sie  edtennen 
sollen.  Hiermit  werden  zwei  Ziele,  jedes  mit  halbem  Erfolge,  aoge- 
strebt,  einerseits  die  Scbttler  an  der  Meinong  zn  verlocken,  als  ob 
sie  die  Wissenschaft  erfänden,  andrerseits  ihnen  die  elementaren 
Gegenstände  der  Gcornntrif  zunftchst  anzuzeipen,  ehe  sie  die  Lehre 
von  ihnen  in  gründlicher  Weise  empfangen.  Beides  möchte  ihnen 
data  schwerlich  von  Nutzen  sein.  Um  kurz  zusammenzufassen  ,  so 
ist  das  Bnch  sehr  reichhaltig,  im  einzelnen  correct  und  zuverlässig, 
seine  Einrichtung  aber  wenig  geeignet,  Anfängern  die  Mathematik 
fasslich  zu  machen.  Hoppe. 


Anfangsgrunde  der  ebenen  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehr* 
püneo  bearbeitet  Ton  Karl  Seh  worin  g,  Direktor  dea  stUUsehen 
Gymnasiums  in  Düren,  nnd  Wilhelm  Krimphoff,  Oberiehrer  am 
Gjmnaslnm  In  Paderborn.  Hit  160  Fignren.  — 

Stereometrie  für  huherc  Lehranstalten.  Karh  den  neuen  Lebr- 
plänen  bearbeitet  von  Karl  Schwering,  Direktor  des  stifüscben 
Gymnasiums  in  Düren.   Mit  41  Figuren.  — 

Anfangsgrflnde  der  analytischen  Geometrie  fflr  höhere  Lehr- 
anstalten. Nach  den  nenen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Karl 
Schwering,  Direktor  des  stiftischen  Gymnasiums  in  Düren.  Mit 
7  Figuren.  —  —  Freiborg  i.  Br.  1894.  Herder. 

Die  Lehrform  schliesst  sich  der  gewöhnlichen,  im  einseinen 
bessernd,  an.  Durchgängig  ausgesprochen  ist  eingeschaltete  „Be- 
sprechung^ jeder  Losung  einer  Aufgabe  nach  unmotiTirter  und  durdi 
keine  Analysis  vorbereiteter  Vorschrift  der  Construction.  Die  Be- 
qirechung  umihsst  die  Determination;  als  Hauptgc«enstand  aber  nnd 
Hauptsweck  erscheint'  die  Orientirung  durch  Hinweisung  auf  alle^ 
wenn  auch  grossenteUs  selbstverständliche  Punkte,  die  sum  Bewusst- 
seln  gesogen  werden.  Dagegen  weicht  der  Entwickelnngsgang  nicht 
nur  völlig  vom  gewöhnlichen  ab,  sondern  es  wurd  der  Leeer  nicht 
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einmal  mm  Mitwisser  dos  Princip'?  gemacht.  Der  Sch  iler  wird 
gleich  im  Anfang  in  ein©  Menge  verschiedener  verschiedenartiger 
gcometrisciieü  Erkenntnisse  eingeführt,  die  sich  auf  mannigfache 
Elemente  nicht  gerade  der  einfachsten  Gebilde  beziehen.  Einen 
Einblick  in  die  Zusammengehörigkeit  erhalt  er  nicht,  und  weuii  er 
wirklich,  was  nicht  wahrscheinlich  ist,  keine  der  Lehren  Tergisst, 
sa  Itt  doch  trin  Witm  vom  Einzelnes  we&ig  dmnf  vorber^tet 
ea  umwendeo,  vo  ee  nOtig  ist.  Nan  hat  bImt  der  Verfasser,  selbst, 
hei  seinem  unsystematischen  Zu  werkegeben,  eine  wichtige  nnd  vn- 
entbehrliehe  Lehre  mitsnteilen  oder  zum  Bewnsstsein  so  bringen 
Teigessen  —  wenigstens  ist  der  angenommene  Fall,  dass  er  es  ver^ 
gessen  hat,  der  einzige,  der  irgend  Entschnldigoog  znliesse.  Da  er 
in  Erldärnng  von  selbst  einlencbtender  Dinge  soweit  geht^  dass  er» 
bei  der  Anfgabe  der  Constrnction  einer  Figor  ans  gegebenen 
Stocken,  es  besonders  ausspricht,  dass  diese  Figur  an  beliebig  ver- 
schiedener Stelle  des  Papiers  gezeichnet  werden  könne  —  in  der 
Tat  dürfte  auch  diese  BetrarbtnnG:  bei  der  Determination  nicht 
fehlen  —  so  war  es  doch  mindestens  ebenso  wichtig  uml  zur  Klar- 
steliuDg  der  Bep:riffe  notwendig  die  geometrische  Addition  superpo- 
nirbarer  RaumgrOsscn  zu  Ichren.  Die  Addition  der  Strecken  anf 
einer  Geraden  kommt  im  Anfang  nicht  vor:  hier  war  gerade  kein 
Anlass  davon  zu  sprechen.  Die  Addition  der  Bogen  eines  Kreises 
ist  schon  in  auderm  Falle :  sie  liec^t  begrifflich  der  Teilung  des 
Kreises  in  Grade  und  Messung  der  Bogen  durch  Grade  zu  Grunde, 
von  der  im  Anfang  die  Rede  ist*,  doch  wird  ihr  auch  hier  keine 
Anfmerksarakeit  znteil.  Soll  man  dies  etwa  in  dem  Sinne  rerstehen: 
das  Nfthere  branche  der  SchOler  nicht  zn  wissen,  weil  er  znr  Bogen- 
messoog  ein  Instmment  hat?  Das  hiesse  denn  doch,  das  Ziel  des 
mathematischen  Unteiriehts  sehr  niedrig  stecken!  Schlimmer  wird 
das  Unterlassen  all«r  Erklfimng  bei  der  Addition  der  Winkel  Eine 
Definition  des  Winkels  wird  znn&chst  ansdrflcklich  abgelehnt.  So- 
weit ist  allerdings  das  Zuwerkegehen  ganz  correct:  der  Winkel  ist 
zunächst  die  ans  2  Geraden  bestehende  Fignr;  eine  Grflsse  wird 
er  durch  die  Addition  mittelst  Aneinanderlegen.  Letztores  ver- 
schweigt das  Lehrbuch;  es  bestimmt  die  Grösse  des  Winkels  durch 
Messung  des  um  seinen  Scheitel  beschriobenen  Kreisbogens.  Da 
soll  also  der  Leser,  um  den  Sinn  <^?or  .Aussage  zu  begreifen,  dass 
ein  Winkel  dopnlt  so  gross  als  eiu  andrer  ist,  erst  beide  in  Graden 
ausgedrtlckt  denken  (was  beiläufig  im  allgemeinen  gar  nicht  genau 
möglich  ist.  und  das  Zuerklärende  schon  vielfach  involvirt).  Bald 
darauf  viird  der  Satz  von  der  Winkelsunuao  des  Dreiecks  als  Lehr- 
satz aufgestellt,  und  es  folgt  ihm  unter  der  Bezeichnung  „Beweis" 
eine  Betrachtung,  von  der  man  leicht  genug  sieht,  dass  nnd  wamm 
sie  zur  Begrilndnng  nicht  genOgt  Da  freOidi  mher  alles  danmf 
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piBgericbtet  ist  keines  eiaeten  Begriff  voo  der  Miie  eines  WinbcAs 
Mfkommea  so  Issies,  so  kooste  derYer&SMr  sieh  wol  gegen  jede« 
Einwand  der  SehlUer  gesichert  gisnbeii.  So  wird  denn  der  Sdiiler 
«her  ein  ganies  Gebiet  dementer  geometrisefaer  BegrÜe  bebsfrlioh 
in  Unkenntnias  erhalten,  damit  er  die  Unrichtigkeit  eines  aogeblicheD 
Beweises  Dir  den  Sats  aber  die  Winkelsamme  des  Dreiecks,  der  ba- 
kaaBtlicb  gar  keine  notwendige  Folge  der  Toraosgebenden  Lehren 
ist,  nicht  fthig  sein  soll  za  bemerken  1 

Der  Vortrag  der  Stereometrie  besteht  inVorfahrang  und  freier 
Besprechnng  elnselner  KOrper.  ^e  nnirerselle,  geordnete  Lehre 
von  der  Lage  der  Ebenen  ond  Oeraden  felilt  ganz.  Es  wird  nnr 
Torttbergebend  einiges  daraas  mitgeteilt  ond  ein  anentbebrlicher  Sats 
exact  bewiesen.  BeTorzngt  unter  den  mannigfaltigen  Gegenständen 
sind  flberall  ^e  Inbaltsberechnnngen.  Die  Beobachtnngen  erstrecken 
sich  auch  anf  die  Kegelschnitte. 

Die  „Anfaiigsgrüudc  der  geometrischen  Geometrie"  bestehen  in 
der  Liüfulifuug  dt-r  cbcncu  Coordioateu  uud  deren  Anweuduog  äuf 
Gerade,  Kreisrund  Kegelschnitte.  Hoppe. 

Die  Grondlehren  der  ebenen  Geometrie.  Ein  Leitfaden  für  den 
Unterricht  mit  Uebangsan^ben .  Yon  Jos.  Lenganer,  Professor 
am  k.  alten  Gymnasium  an  Wflrzbnrg.  Vierte,  umgearbeitete  Auf- 
lage der  Ebenen  Geometrie  von  A.  Stege  mann.  Kempten  1898. 
Jos.  KOsel. 

Die  2.  Auflage  ist  im  231.  litterariscUen  Bericht  S.  30  be- 
sprochen.  Bei  der  NeobearbeituDg,  welche  dnrch  Lenganer  snerst  in  3. 
Auflage  in  Ausgabe  gekommen  ist,  haben  manche  nicht  anwichtige 
Aeuderungen,  Verbessernngen,  Ergäuzougen  und  Vermehrungen  statt- 
gefunden: Beweise  sind  gekürzt,  eine  reichhaltige  Sammlung  von 
Eechnuugs-  und  Constroctionsanfgaben  ist  hiuzugefllgt  worden.  Erst 
in  4.  Auflage  ist  eine  zu  misbilligende  Anordnung,  dio  bis  dahin  Im- 
stand,  durch  Rückkehr  zur  gewöhnlichen  verbessert  worden,  indem 
jetzt  die  Fundamentalanfgaben  zum  Lehrsystem  gehören.  Angezeigte 
Fehler  sind  berichtigt.  Dagegen  steht  auf  Seite  3  der  4.  Auflage 
die  unwahre  Behaiiptuug:  „Gebilde,  welche  für  einander  gesetzt  werden 
können,  werden  f^leich  genannt."  Wer  dies  stets  täte,  müsste  un- 
zählige absurde  Folgerungen  einräumen,  er  müsste  z.  B.  alle  Drei- 
cko  einander  gleich  nennen;  denn,  lässt  sich  irgend  ein  Drei- 
eck.^satz  an  einem  beliebigen  Dreiecke  A  beweisen,  so  kann  man  für 
dieses  Dreieck  auch  ein  beliebiges  anderes  Dreieck  B  setzen,  und 
JJ  iiiessü  dann  gleich  A.  Dass  ao  jeuer  Stelle  hinzugefügt  ist:  „Es 
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wird  stets  angegeben  werden;  unter  welcher  Bedinpuncr  ein  Gebildo  ein 
andere«  ersetzen  kann"  —  raacht  das  Unwahre  nicht  wahr.  ,.1ts(  tzon" 
ist  ein  relativer,  aber  nicht  mehrdeutiger  Begriff.  Seine  Beh(  liänkuiig 
anf  Fälle  quautitativrr  Gleichheit  ist  als  Verstoss  g^^Ren  anerkannten 
Wortgebrauch  unzulässig  und  würde,  wenn  man  sie  galten  Hesse,  die 
gegenwärtige  Erklärung  der  Gleichheit  zu  null  machen.  Sollte  eine 
Definitioo  der  Gleichheit  schwierig  acbeioeo,  so  ist  zu  beachten,  dass 
alle  niMTO  Kande  von  geometriicher  Gleieblieit  doreb  CoiMPveiis 
Termitteit  »t  Innerhalb  der  linearen  Geometrie  besteben  je  zwei 
gleiche  Gebilde  ans  congmenten  Teilen,  and  alle  Beweise  der 
Gleicbbeit  nach  gewöhnlicher  Methode  bernhen  auf  diesem  Um- 
«tande.  Felgende  Definition  trifft  daher  das  Wccen  der  Sache: 
Zwei  Gebilde,  deren  entsprechende  Teile  einander  congruent  sind, 
beissen  einander  gleich.  Will  man  aber  den  Begriff  der  Gleichheit 
in  seiner  Totalität  zum  Aasdmck  bringen,  d.  b.  so,  dass  krumme 
Linien  nicht  ausgeschlossen  sind ,  so  darf  mau  auch  die  Gleichheit, 
sofern  sie  nur  einfachster  Fall  der  Grösscnvergleichung  ist,  uicht 
gesondert  von  drr  Ungleichlif  if  (Grössen-Comparation)  behaudelo. 
Sind  die  Begritie  Grösser  und  Kit  nior  detinirt,  so  wird  nach  dem 
bekannten  Verfahren  der  Greuzeueiüscbliessuog  die  Gleichheit  in 
Fällen,  wo  sie  nicht  direct  evident  ist,  daraus  deducirt.  Auch  dies 
stimmt  mit  der  gebräuchlichen  Lehrmethode  tiberein.  Endlich  ist 
aucli  (iio  hier  erforderte  nachträgliche  ErweiLeruug  anfangs  nur  in 
engerem  Umfange  aufgestellter  Begriffe  ein  bereits  anerlcanntes 
Lehnrerfshren,  gans  analog  dem,  welches  beim  Begritb  der  Haiti* 
plication  gellbt  zn  werden  pflegt  Hoppe. 

Anfaugsgrüudc  der  Trigonometrie.  Ponsam  der  Uutersccunda. 
Herausgegeben  von  Dr.  H.  Lieber,  Professor  am  Friedrich- Wilbelm- 
Real-Gymnasinm  in  Stettin,  und  F.  von  Lflhmann,  Professor  am 
Gjmnasittm  in  Königsberg  i.  d.  Nenmark.  Mit  6  Figuren  im  Teit 
Berlin  1893.  Leonhard  Bimion. 

Das  Buch  erteilt  eini£»e  Kountniss  von  der  Trigonometrie, 
hinreichend  nin  »iie  liiehtprn  Kochnungsaufgaben  tu  lösen;  doch  ist 
die  Begrenzung  des  Gegebeneu  weder  ausgesprochen  noch  ein  Priucip 
ersichtlich,  nach  dem  sie  sich  richtet.  So  kumnicn  zwar  Winkel  > 
1  Rechttr  und  licgalive  Functionswei te  vor,  doch  wird  nur  bezüglich 
auf  diese  Fälle  das  Nötige  angegeben,  das  Allgemeine  darüber  und 
die  Periodidtftt  nicht  als  Gegenstand  der  Lehre  betrachtet  Gonio- 
metrische  Bdationen  fehlen  nicht  ganz,  wol  aber  die  Formeln  für 
die  Functionen  der  Summen  Ton  Winkeln.  Soviel  indes  Aufnahme 
gefunden  hat,  ist  correct ,  in  guter  Ordnung  und  leichtfassUch  be- 
handelt, so  dass  das  Pensum  wenigstens  nicht  grosser  scheint,  alt 
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es  Ton  Natur  ist.  Die  AuforderunRen  an  das  Rechnen  sind  äusserst 
gering,  die  Erklärangen  recht  aasführlich  und  maanigfaltige  Beispiele 
rar  üebnng  beigefügt  Das  Boch  enthält  als  swei  getrennte  Teile 
die  Berechnnng  des  rechtwinkligen  nnd  to  MhiefvinkUgen  Dreiecks. 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  höhere  Lehran«;f!\1ten.  Von  Pr. 
II.  Rumpen  und  Dr.  Aug.  Blind.  I.  Teil.  Piauimetrie.  Zweite 
nach  den  „Lehrplänen  der  höheren  Schulen**  verbesserte  Auflage, 
Köln  u.  Leipzig  1893.   Albert  Ahn.  ^ 

Das  Buch  war  anfänglich  für  höhere  Bürgerschulen  bearbeitet, 
wird  aber  in  jetziger  Gestalt  für  alle  böhern  Schulen  bestimmt. 
Der  Charakter  entspricht  indes  noch  immer  der  Mittelstufe  mathe- 
matischer Aosbildnng.  Auf  Selbstdenken  und  stren^io  Schlüsse  wird 
wenig  Wert  pflegt ,  dagogeu  durch  Eincrehon  auf's  Kleinste  recht 
fleissig  gesorgt  den  Schüler  mit  vielem  doctriuiU-ea  Wissen  bck  iimt  zu 
machen.  Hoppe. 


Lehrbnch  der  Geometrie  fbr  Höhere  Lehranstalten.  Von  Prof. 
Dr.  Rnmpen  nnd  Prot  Dr.  Blind.  U.  nnd  IIL  Teil.  TrigonO' 
metrie  und  Stereometrie.  (£rste  Auflage.)  Kdln  n.  Leipsig  1893. 
Albert  Ahn. 

Die  Trigonometrie,  geteilt  in  die  Lehre  vom  rechtwinkligen 
nnd  schiefwinkligen  Dreieck,  zeigt  kaum  eine  charakteristische  Eigen* 
tAmlichkeiti  eie  ist  geeignet  die  Scbfller  dnrch  anhaltende  Be* 
schaftignng  in  vielseitiger  Weise  mit  der  nnmerisch  trigonometrischen 
Bechnnng  Tcrtrant  an  machen;  som  Verstftndniss  ist  das  Nötige 
reichlich  gegeben.  —  Die  Stereometrie  nach  vorliegender  DarsteUnng 
lehrt  einige  Eigenschaften  einiger  KOrper  nnd  gibt  gelegentiicb 
einige  allgemeine  Sfttse  Aber  die  Lage  der  Oeraden  nnd  Ebenen. 

Hoppe. 

Der  CourUinattjnbL'gritf  und  einige  Grundeigenscbaften  der  Kegel- 
schnitte. Zum  Gebrauche  an  Gymnasien  uacli  <len  neuen  preussi- 
schen  Lehrplänen  bearbeitet  von  Hermann  Reeder,  Oberlehrer 
am  Lycenm  I  zn  Hannover.  Mit  86  Figoren.  Breslau  1S98.  Ferdi- 
nand Hirt 

Die  Lehre  von  den  Coordinatcn  sowol  wie  die  von  den  Kegel- 
schnitten sind  beide  nach  synthetischem  Princip  entwickelt  und 
fügen  sich  deswegen  ganz  harmonisch  in  den  SchnlnDterricbt  ein. 
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Wenn  daher  auch  maocbes  in  analytiseber  Weise  hätte  einfacher 
erklärt  und  hergeleitet  werden  können,  so  ist  doch  der  darauf  ver- 
wandte Fleiss  alies  selbst  bei  grösserer  Inanspruchnahnie  der  Yor- 
Btellangskraft  vollständig  deutlich  zu  machen  als  zweckmässig  anzo- 
•l1^6ll1Mll.  GoDfltnifitioii  Beehniing  sind  gleicbenriiie  berflek- 
liebtigt  Die  KegelBebnitte  werden  als  OerCer  deinirt,  denn  auch 
Mia  dem  Kefel  beigeleitet  H. 


Lettfaden  der  elementaren  Mathematik.  Ton  Adolf  Sieken- 
berg er,  k.  Gymnaiialprofeesor  nad  Beetor  der  Lni^ld-Kreieroel- 
aebnie  in  Hllnehen.  Zweiter  Teil.  Zweite  Aaflage.  HttocLea  1898, 
Tbeoder  Aekermann. 

Die  1.  Auflage  ist  im  25.  litt.  Bericht  bp?prochf»n.  Die  zweite 
ist  im  wesentlichen  nuTerändert.  Einige  Uehuagsbeispiele  sind  hin- 
zugekommen. H. 


Leitfaden  für  don  Unterricht  in  der  Kaumlehro.  Von  Prof. 
H.  Mar  tue,  Director  des  Sophien-Bealgymnasiums  in  Berlin.  1. 
Teil:  Ebene  Fi^nren.  — 2.  Teil:  Dreiecksrecbnang  nnd  Körperlebre. 
Bielefeld  und  Leipzig  1893.   Yelbagen  o.  Klaaing. 

Der  Leltfideii  ist  alt  Ansing  ane  dem  Hauptwerke  dei  Yer^ 
ÜMsers,  „Raumlehre  fär  bObere  Schulen"  (ertchienen  18d0  und  1892, 
besprochen  im  37.  litt.  Ber.  S.  8  nnd  im  46.  litt  Der.  S.  21)  in 
Rficksicht  auf  solche  Schnlen  herausgegeben,  welchen  eine  geringere 
Zeit  für  matbematiacbeQ  Uoterricbt  an  Gebote  steht  H. 


Leitfaden  der  Stereometrie  nebst  einer  grossen  Anzahl  TOn 
Uebungsaufgahen.  Zorn  Gebrancbe  an  höheren  Lebranstatten  bear- 
beitet von  Br.  £.  Wrobel,  L  Lehrer  der  Mathematik  am  Gym- 
naainm  in  Boetoek.  Zweite,  Terbesaerte  Auflage.  Roabutk  1895. 
Wilb.  Werther. 

Die  1.  Aoflage  ist  im  13.  litt  Beriebt  S.  9  besproeben.  In  der 
2ten  ist  Charakter  nnd  Tendens  nnverändert  geblieben,  manches 
einzelne  verbessert  worden,  der  gerflgte  Frhlrr  aber  im  Beweise  des 
2.  Lehrsatzes  ist  nicht  berichtigt.  Der  Verfasser  hält  es  nämlich 
far  unmöglich,  dass  in  versehiedenen  Ebenen  sich  eine  nnd  dieselbe 
Gerade  sieben  läset l  Hoppe. 
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Leliibuch  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Dr.  Karl  Rohn^ 
Professor  der  Mathematik  au  der  k.  s.  tcchuisclieu  Hochschule  zu 
Dresden,  uud  Dr.  Erwin  PappcriU,  Professor  der  Mathematik 
und  darstellenden  GeooieCrie  an  der  k  8.  Berg- Akademie  kii  Frei* 
berg.  In  Ewei  Binden.  Erster  Band.  Mil  sahlreichen  Figuren  im 
Teit  Leipzig  189S.  Yeit  n  Comp. 

Die  Bedentuufr  der  darstellenden  Goomotrie  kann  mau  unter 
drei  Gesichtspunkte  slelien.  Sie  löst  erstens  em  geometrisches 
Problem,  das  sich  wenn  man  will  auch  erweitern  und  voriiudcrn 
Iftsst.  Zweitens  ist  sie  ein  Organ  Stereo  metrisch  er  Forschung,  durch 
welches  innerhaib  dreifacher  Variation  eiuu  zweifache  isolirt  er-  . 
Bcheiut.  Drittcus  dient  sie  als  aiigewaudte  Geometrie  technischem 
Zwecke.  Im  vorliegenden  I.  Bande  waltet  der  «weite  Gksichtepunkt 
vor.  Es  soll  mittelst  der  Darstell  uug  eine  nmftetende  rftnmlicite 
Aoscbaoung  gepflegt  werden.  Pas  Mittel  der  Darstelinng  ist  die 
Projeetion.  Die  Projectionslehre  ist  in  vortreiRicber  Weise  so  be- 
arbeitet, dass  sie  von  Anfftngern  ebne  Mftbe  verstanden  wird:  die 
bObere  projeetive  Geometrie  wird  nicbt  als  bekannt  voransgesetst, 
sondern  die  Projeetion  von  Ebene  auf  Ebene  ganz  ansfQhrlieh  be- 
baudelt  nnd  dabei  die  grundlegenden  Begriffe  entwickelt,  alle  Lehren 
uud  Erklärungen  jedoch  coucinn  nnd  ohne  Umschweife,  entspreebend 
dem  Standpunkte  vollendeter  elementarer  Vorbüdnng,  ansgesproeben. 

H. 


Lebrbncb  der  ebenen  Elementar-Geometrie.  Sechster  Teil: 
Proportionalität  der  Strecken.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  und 
ungelöster  Aufgaben,  mit  den  Ergebnissen  der  ungelösten  Aufgaben. 
Mit  378  ErkläroDgen  nnd  90  in  dem  Text  gedruckten  Figuren.  Fttr 
das  Sdbststndinm  und  zum  Gebranehe  an  Lehranstalten  bearbeitet 
naeb  System  Kleyer  von  Prof.  Dr.  J.  Sacbs.  Stuttgart  1883.  Julius 
Maier. 

Das  Eigcntuiiilicho  der  Abfassung  besteht  darin,  dass  jeder 
Lehre  eiue  Frage  Yorausgeht.  U eher  deren  Zweck  lassen  sich  höch- 
stens Vermutungen  aufätelleu.  H. 
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plftnen  bearb.  £bd.  80  Pf. ;  gbd.  1  Mk.  20  Pf. 

Waeisch,  Emi  I,  ftb.  Flüchen  eonstauter  Krammung.  Wien, 
F.  Tempskj.  40  Pf. 

Weiss,  Wilh.,  Ueb.  e.  algebraische  Theorie  der  Scbaaren 
ntchtadjnngirter  Berahrnngsenrven,  welche  zu  e.  algebraischen  Carve 
gehAren.  Ebd.  au  Pf. 

Zwickj,  M.,  Grundris  d.  Planimetrie  u.  Storpomotrie  nebst 
Uebungsaufgaben.  2.  Tl.:  Stereometrie.  Bern,  Schmid,  Francke  & 
Co.  iUrt.  1  Mk.  20  Pf. 

Trigonometrie« 

Focke,  M.  u.  M.  Krass,  Lehrb.  d.  ebenen  Trigonometrie, 
nebst  den  OrandsOgen  der  sph&r.  Trigonometrie,  zum  Gebrauch  an 
Gymnasien,  Beal^ymuasien  o.  anderen  höh.  Lehranstalten.  7.  Anfl. 
Mftnster,  Coppenrath'sche  B.  1  Mk.  20  Pi ;  geb.  1  Mk.  56  Pf. 

Mehl  er,  F.  G.,  Trigonometrie.  Berlin,  G.  Beimer.  20  Pf. 
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FrikttMhe  CtoraMtrt«,  CMUUl«, 

Arbeiten,  astronomische,  des  k.  k.  Gradmessungsbnreanx, 
»ttsgeführt  unter  d.  Leitg.  Theod.  v.  Oppol/or  s  Nach  dessen  Tode 
brsg.  V.  Edm.  Weiss  n.  Bo!».  Schräm.  5.  Bd.  L^ügdubdstinungn. 
Leipzig,  6.  Freytag.  16  Mk. 

Dreieeknetf,  du  aebweiMriscIie,  (der  latenat  Erdmessong) 
bng.  der  Schweiler,  geodät  Commissioii.  6.  Bd.  (LotabweidigD. 
in  der  Westsehweii.  Bearb.  y.  J.  B.  Messenehmitt)  Zikrieb,  Fftsi 
«Beer.  10  Mk. 

Eesslits,  Wiib.  n.  S.  Schlaet  ScUaeteoberg,  "tic^^tflbft 
Aofnabme  von  Bosnien  u.  d.  Herzegowina,  ansgefünt  i.  J,  1898  i. 
Anftr.  der  Kaiser].  Akademie  der  Wissenschtftea  in  Wie«.  Wien« 
F.  Tempsky.   2  Mk.  70  Pf. 

Vogler,  Ch.  Aug.,  Lehrb.  der  prakt.  Geometrie.  2.  Tl. 
Höhenmossgn.  1.  Ilalbbd.  Anleitg.  zum  KiveUirea  q.  £mwAgeii. 
Brauobchwei^^,  F.  Vieweg  <fe  Sohn.    11  Mk. 

Wörmauü,  ß.  W.  A.,  u.  H.  Godemann,  das  prakt.  Feld- 
messcn  n.  seine  Anwendung  in  der  Gärtnerei  u.  Landwirtschaft. 
2.  Aoä.   Leipzig,  U.  Voigt.   3  Mk. 


Teehnik. 

Bauer,  J.  B.,  Hemmungen  u.  Pendel  f.  Praeeiäiousubreü  u.  die 
Uhren  des  Riefler'schen  Systems.  Manchen,  Literar.-artist  Anstalt. 
rHk.  50  Pf. 

Bisean,  Wilh.,  die  Bogenlampe.  PhyaOadisehe  Gesetze, 
Faaktionen,  Ban  n.  Kenstraktion  derselben;  für  Mechaniker,  In- 
staUateu«,  Masehinensehlosser,  Monteare  sowie  ak  Anleitaag  aar 
Anfertigimg  T.  Bogenlampen  letchtissslich  dargestellt  Mit  74  Ab* 
blldgn.  Q.  Konstroktionsaeicbnangen.  Lei|isig»  0.  Leiner.  8  Mk.; 
geb.  3  Mk.60  P£ 

—  die  Bynamonasehine.  Zum  Selbststndiom  für  Mechaniker^ 
Installateure,  Maschinenschlosser,  Monteare  etc.,  sowie  als  Anleitg, 
mr  Selbstanfertip:  von  Dynamomaschinen  leicht  fasslich  dargestellt. 
3  Auü.  Mit<j:>  Abbildgn.  u.  KonstroktioasseiohABngea.  Ebd.  AMk.{ 
geb.  2  Mk.  50  Pf. 

Debio,  G.,  Uütersucbgn.  üb.  das  gleichseit  Dreieck  als  Norm« 
gotischer  Bauproportionen.  Stuttgart,  J.  G.  Cotta'eche  B.  I^achf. 
3  Mk. 

Fortschritte  der  Elektrotechnik.  Vierteljährliche  Benchtö 
tib.  d.  neueren  Erscheingn.  auf  d.  üesammtgebiete  der  angewandton 
Elektridtätfllehro  m.  Einschl.  d.  elektr.  Nachrichten-  u.  Signal wesena 
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hng.  V.  Dr.  Karl  Strecker  6.  Jalurg.  J.  1893.  1.  n.  i.  Eft. 
Berlin,  J.  Springer.   11  Mk. 

Grünwald,  F.,  der  Bau,  Betrieb  u.  d.  Reparaturen  der  elektr. 
Belencbtuug&aiilageu.  Ein  Laiüä^deü  i.  MouUture,  Werkmüiiidr,  Xecb« 
niker  etc.  i.  Aufl.   Halle,  W.  Knapp.  3  Mk. 

dl«  Heniplliag  o.  T«rw«iidg.  te  AJikaamlatafm  in  Xlieoiie 
«.Pinit.  EM.  3Mk. 

Hilfabveh  nr  Aalnrtigiuig  t.  Pn|«kt«i  il  Koifgwiiichligee 
f.  6lektr.  Beleachlmigai  v*  Krtflflbartmgoiig.  Hng.  m  4er  allg««. 
ElekIrifliCtta-GeMUMhaft,  Bariiii.  Bcriii,  Jil.  Spili««.  Geb.  10  Mk. 

Naareiter,  F.,  die  Yertettiiag  d.  elektr.  Energie  io  Beleneb* 
timgaanlagen.  Leipzig,  0.  Leioer.   6  Mk.i  geb.  7  Mk.  50  Pf. 

Bein  b  erti,  0.,  Mitteilgn.  einiger  Beobacbtgn.  ttb.  die  Scb&tzangt- 
genaaigkeit  an  Maassstabea,  iaabeeoadere  aa  HiTeUirakalea.  JUeipiig, 
W.  Engelmann.    10  Mk. 

Eaetz,  Tb,  Geometrie  u.  deren  Anwendg.  anf  d,  tecbü.  Ge- 
werbe f.  Kttüstler  u.  Handwerker.  Ein  Lehrbuch  für  den  Schul-  u. 
Selbstuuterr.  Mit  e  Atlas  10.  AuÜ.  Straasburg,  Drackerei  a. 
Yerlagsa&fitalt   Kart.  4  Mk. 

Schwartze,  Thdr.,  Katochisma»  d.  Elektrotechnik.  5.  Aufl. 
Leipzig,  J.  J.  Weber.    Geb.  4  Mk.  5ü  Pf. 

Vademecnmfür  EJektrot^cbniker.  Prakt.  EUfs-  a.  Notizbuch 
fOr  Ingenieare,  Elektrotechniker,  Mechaniker,  Werkmeist«  etc.  Be- 
grftndel  Toa  F.  Bobrbach,  fortgesetit  t.  Arth.  Wüke.  4.  Aufl.  HaUe, 
If.  Knapp.  4  Mk. 

Zeitschrift  f.  ElekCroteehnik  n.  ElektrofllieBiie.  Eng.  T.Artb. 
Wüke    W.  Bondiera.  1.  Jahig.  13  Km.  Ebd.  13  Mk. 

Optik»  Akastik  and  Slastieitlt. 

Heatb,  R.  S.,  Lehrb.  der  geometr.  Optär.  Dentaehe  Anagabe 
YOn  R.  Eanthaek.  Berlin^  J.  Springer.  10  Mk. 

Kayser,  B.  n.  (X  Bange,  flb.  die  Spektren  des  Elemealea» 
7.  Abicha.  [Ana :  „Abhandlgn.  der  kgl.  prensa.  Akademie  der  Wissen« 
scbaft^j.  Berlin,  0.  Beimer.  Kart  3  Mk. 

Maeh,  Lndw.y  üeb.  eu  Interferensrefractometer.  (H  MIttIg.) 
Wien,  F.  Tempsky.  90  Pf. 

Sehnmann,  Vi  ct.,  üb.  ein  neues  Verfahren  zur  Herstellg, 
lütraviolettempfindlicher  Platten.   Wien,  F.  Xempsky.   60  Pf. 

Wanka,  J.4  IIb.  Oondenaattonaschwlngangen.  Ebd.  60  Pt 

£rd-  and  filBunelakande. 

Albreeht,  Tb.«  Formeln  n.  Httlfatabellen  f.  geograph.  Ortabe- 
atimmg.  8.  Aai«  Mpsig,  W.  Engebnann.  17  Mk.|  geb.  19  Hk. 
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Aus  dem  Archiv  der  dentsclua  Soewarte.  XYI.  Jahrg.  1893. 
Uamburg,  L.  Friedcrichsen  &  Co.    15  Mk. 

Ballif,  Ph.,  Ergebnisse  der  meteorologischeu  BeobachtuDgea 
über  Temperatur)  Niederschlag  u.  Bewölkung  in  Bosnien  u.  d.  Herze- 
gowina 1889.  (Ans:  „WisBonsch.  Mittdlgn.  ans  Bosnien  n.  4.  Hense- 
gowina'*  1.  Bd)  Wien,  C.  Gerold's  Sohn.  40  Pf. 

Beobachtungen,  deutsche ttbeneeische meteorologische.  Ge- 
sammelt  n.  hersg.  von  der  deutschen  Seewarte.  VI.  Hft.  Hamborg, 
L.  Friederichseil  St  Co.  7.  HDc 

Cohn,  Fritz,  die  klimatischen  YerhAltnisse  t.  EOnigsbeng, 
nach  45  jähriger  meteorolog.  Beobachtg.  dargestellt  Ktoigsbei^ 
W.  Koch.  3  MIl 

Elster,  J.  u.  H.  Geitel,  Beobachtgn.  d.  normalen  atmoephii- 
rischen  Elektricität  auf  d.  Sonnblick.   Wien,  F.  Tempsky.    60  Pf. 

Förster,  W.  u.  E.  Blenck,  populäre  Mitteilgu.  zum  astro- 
Doraischeu  u.  chronologischen  Teile  des  preussischeu  Normalkaien» 
ders  f.  1895.    Berlin,  Verlag  d.  kgl.  Statist.  Bureaus.    1  Mk. 

—  u.  P.  Lehraaau,  die  veräuderlichen  Tafeln  des  astrono- 
mischen u.  chronologischen  Teils  des  preussischen  Norroalkalenders 
L  1895.   Nebst  e.  allgcm.  Statist.  Beitrag  v.  E.  Blenck.  Ebd.  5  Mk. 

Fritsche,  H.,  iiiagnctischc  Lokalabweichgn.  bei  Moskau  u. 
ihro  Beziehungen  zur  dortigen  Lokal- Attraction.  St.  Petersburg, 
Selbstrerlag.  8  Mk. 

Gyldön,  Hugo»  trait6  analytique  des orbites  absolaes des  htiit 
plandtes  principales.  Tome  I.  Th6orio  g^ntoUe  des  orbilea  ab- 
solaes. Berlin,  Mayer  n.  Maller.  28  Mk. 

Hann,  J.,  Beitrage  2am  tigl.  Gange  der  meteorologischen  Ele- 
mente in  den  höh.  Lnftscbicbten.  Wien,  F.  Tempsky.  90  Pf. 

Hoppe,  0.,  oberirdische  u.  unterirdische  Wirkongen  eines 
Blitzstrahls.   Leipzig,  W.  Engelmann.   75  Pf. 

Jahrbuch,  Berliner  astronomisches  f.  1896  m.  Angaben  f.  die 
Oppositionen  d.  Planeten  (1)— (,'534)  f.  1894.  Hrsg.  von  d.  Rechen- 
institute d.  kgl.  Steruwarto  zu  Berlin  unter  Leitg.  v.  F.  Tiegen. 
Berlin,  F.  Dümmler's  Vlg.    12  Mk. 

Jahrbuch  f.  Astronomie  u.  Geophysik.  Enth.  die  wichtigsten 
Fortschritte  auf  d.  Gebiete  der  Astrophysik,  Meteorologie  u.  phy- 
sikal.  Erdiiuiiäe.  Uuler  Mitwirkuug  v.  Fachniauueru  hersg.  v.  J. 
Herrn.  Klein.    -1.  Jahrg.  Iby3.    Leipzig,  E.  H.  Mayer.    Kart.  7  Mk, 

J  a  Ii  r  b  ach,  dt  utsches  meteorologisches  f.  1892.  Beobachtungs- 
System  der  deutächeu  Seevvarte.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Be- 
obachtgn. an  10  Stationen  II.  Ordng.  u.  an  45  Signalstelleu ,  sowie 
standl.  Aufzeichngn.  an  2  Normal-Beohachtgs-Stationen.  XY.  Jahrg. 
hersg.  von  der  Direktion  der  Seewarte.  Hamburg,  L.  FHederichsen 
A  Co.  13  Mk. 
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Jahrbnrb,  m.  teorologisches  f.  1890.  lieobachtnnpRsytom  des 
Eönigr.  Preusseu  u.  benachbarter  Staaten.  Erccbnisso  der  mcteorolog. 
Beobachtgn.  i.  J.  18U0.  3  Uft.  Hrsg.  von  d.  kgl.  preass.  meterolog. 
Institnt  dnrch  Wilb.  von  Bezold.    Berlin,  A.  Asher  <&  Co.   22  ^Ik. 

Jahrbuch  U.  meteorolog.  Beobachtgn.  der  Wetterwarte  d. 
Magdeb.  Zoitg.  Herausg.  v  .A.  W.  GrUt2oiaclicr.  XI.  Bd.  XII.  Jahrg. 
1898,  Migdeborg,  Fi^iclie  B.  Kart  6  Mk. 

InBirnktioa  f.  die  Beolmebtar  d.  meteorolog.  Statioieii  der 
Sdiweis.  9.  Aufl.  Zflricb,  Fäsi  &  Beer.  2  Hk. 

Klein,  Herrn.  J.,  Eateehismns  d.  mathem.  Geographie.  S. 
Aufl.  Leipng,  J.  J.  Weber.  Geb.  2  Mk.  60  Pf. 

Knippiag,  Erwin,  die  jabrlieke  Periode  der  mittieren  Bich- 
tun e  d.  Winde,  unteren  n.  oberen  Lnftotrömgn.  in  Japan.  Leipzig, 
W.  £ngeimanD.   7  Mk. 

Lerscb,  B.  Max,  Notizen  üb.  KometenerscheiiigD.  in  frftheren 
Jahrhondertcn.   (II.  Mitteilg.)   Wien,  F.  Tompsky.   40  Pf. 

Margnlcs,  Max,  Luftbewegungen  in  e.  rotirenden  8p&roid- 
SChale.   3.  Tl.   Ebd.   1  Mk.  20  Pf. 

Martin,  Paul,  Untersachungen  üb.  die  wabracheinlicbsto  T'>ahn 
des  Cometen  1825.  I.  n.  üb.  seine  Identität  m.  dem  Cometen  1790. 
UL   Gflttingen,  Vandenhoeck  &  Ruprecht.   3  Mk.  60  Pf. 

Mayer's,  Tobias,  Sternver/eichnis.  Nach  deu  Beobachtgn. 
auf  dt-r  Güttiuger  SLeruwarte  in  d.  Jahren  175G-1760.  Neu  bearb. 
T.  Arth.  Aawcrs.   Leipzig,  W.  Engelmaun.   22  Mk. 

Kendrncke  t.  Scbdftea  u.  Karten  üb.  Meteorologie  n.  Erd- 
magnetisnins,  hrsg.  r.  G.  Hellmann.  Kr.  3:  ,4<nke  Howard,  on  the 
»odificationa  of  donds.  London  1803'*.  Berlin,  A.  Äther  A  Co. 
3  Mk. 

Oerter,  mittlere,  von  632  Sternen  n.  scheinbare  Oerter  TOn 
460  Sternen  nebet  Bednktions-Tafeln  t  d.  J.  1896  n.  e.  Anbg ,  entb. 
mitU.  Oerter  308  slldl.  Sternen  f.  1896^  0.  Berlin,  F.  Üflmmler's 
Terlag   6  Mk. 

Pernter,  J.  M.,  zur  Erklärung  des  tägl.  Ganges  der  Wind« 
geschwindigkeit.   Wien,  F.  Tempeky.   30  Pf. 

Sack,  Guat,  üb.  d.  tägliche,  jährlicho  u.  olQübrigo  Periode 
d.  Variationen  d  erdmagnetischen  Kraft  zu  Greenwich.  GöUiogen, 
Vandenhoeck  &  Ruprecht.    3  Mk.  60  Pf. 

Schmid,  Rud.,  Wandtafeln  zar  malhem.  Geu^'raphie.  3  Blatt 
ä  61  X  81,5  cm  Leipzig,  Leipziger  Schuibildemrlag.  F.  E.  Wachs- 
moUi.   k  1  Mk  4U  Pf 

—    dasselbe.    Erläuterungen.    Ebd.    20  Pf. 

Schuck,  A.,  iimguetische  Bcobacbtgu.  au  der  Lnterelbe.  An- 
gestellt i.  J.  1893.   Hamburg,  Selbstverlag.   1  Mk. 

X ischner,  Aug.,  le  systime  solaire  se  monvant  Leipzig, 
G.  Fock.  80  Pf. 
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Veröffentlich  uDgen  d.  Commission  f.  Krfonclning  (f,  öitl. 
Mittelmeers.  Vorläufiger  Bericht  üb.  d.  pbysik&liBch-oceauograpb. 
Arbeiten  ].  Sommer  1898    J.  Lnkseb.  Wien,  F.  Tempsky.  80  Pf. 

Vierteljahrsscbrift  4.  Mlioiion.  GeseUtdiaft.  S8.  Jahrg. 
l.  Hfl.  Leipzig,  W.  EngelmaniL  11  Uk 

Nautik. 

£f femer idi  aBtronomieo^iiaiiticlie  per  Vtmo  1895,  pvbüoite 
per  inearieo  diU'  i.  r.  gOTemo  merittimo  dall'  i.  r.  ofennratorio 
astroDomico  meteorologico  in  Triette.  Ediiinne  itillafia  ledatta  da 
Ferd.  Aaton.  Anaata  IX.   Triest,  F.  H.  Sehimpf.   Kart  9  Hk. 

70  Pf. 

Jahrbuch,  klcinef!  nautisches,  f.  1894  3g.  Jahrg«  Hng. 

W.  Ludolpb.    Bremen,  M.  Hoinsius  Nacbf    75  Pf. 

L  n  d  0 1 1)  b  ,  W ,  Leuchtfeuer  u.  SchailsigiuUe  d.  Erde.  23.  Jalirg. 
7.  Auü.   Ebd.    geb.  7  Mk.  50  Pf. 

—  dasselbe  iu  Ostsee,  Nordsee  u.  KaoaL  23.  Jahrg.  7.  Aufl. 
Ebd.  3  Mk. 

Richter,  M.  M.«  die  Lehre  ?on  der  Welleuberuhigang.  Bar* 
lin,  K.  Oppenheim.   2  Mk. 

Verzeichnis  der  Leuchtfeuer  o.  Nebelsigoalatatiooea  aller 
Heere.  Hrsg.  T.  dem  bydrograph.  Amt  dei  Beicht-Marine-Amtei 
1.-5.  Hit  AbgeieUoHea  Hitte  Febr.  1894.  Berlin,  E.  8. 
JGtÜer  A  Sohn.  4  Mk.  60  Pf.;  geb.  5  Mk. 

dasselbe.  Anhang  sam  6.— 8.  Hell  AbgeseUoisen  a.l.MiR 
1894.  Ebd.  60  Pf. 

Zeitschrift  l  Loftsebiffiüirt  u.  Physik  der  Atmosphin.  Eng. 
T.  dem  dentscben  Vereine  zur  Förderung  der  Lnflsehifffahrt  iaBetlia 
n.  dem  flugtechn.  Vereine  in  Wien.  Bed.  von  Dr.  V.  Kremser.  IZ» 
Jahrg.  1894.   12  Hfte.    Berlin,  Mayer  u.  Mttlier.   12  Mk. 

—  dasselbe.  Vollst.  Inbaltsverseichn.  d.  Jahrgiage  Vl-x-JL 
1887  bis  1891).  Ebd.  40  Pf. 

Physik. 

Aunaien  der  Physik  u.  Chemie.  Neue  Folge.  Hrsg.  y.  O.  u. 
£  Wiedemaan.  Nameasrei^ter  anm  151.-^160.  Bd.  (1874—1877), 
ne1»st  Efi^snngsbftaden  VU  i.  VIII  der  Paggandoribchea  Beihe  «. 
an  Bd.  1— SO  (1877—1898)  der  Beihe  y.  Wiedemaan.  Zosammea- 
gestellt  T.  P.  Spindler.  Leipsig,  J«  A.  Barth.  4  Mk. 

Annalan  das  idiysiknL  (^sntrtl'^baerTatorinmi«  hng.  von  H. 
Wild.  (Bttssiseh  i.  dantsch.)  JaJug.  1898.  8  Tie.  Ldpsig,  Toaa' 
Soft  86llk.€OPl 
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Baenitz,  C,  Leitf.  f.  d.  Unterr.  in  d.  Physik.  Nach  method. 
Gnindsätzeii  unttr  Mitwirkg.  v.  W.  Weiler  bearb.  6.  Aofl.  Biete- 
Md,  Yelhagen  ä  Klasiug.    Geb.  1  Mk.  60  Pf. 

Benischke,  Gast.,  zar  Frage  der  Wärmestörg.  durch  die 
eiektrischo  Folarisatioo.   Wien,  F.  Tempsky.   20  Pf. 

Boii,  H.  da,  roaguetiscbe  Kreise,  derea  Theorie  a.  Anvendg. 
München,  R.  Oldcnboiirg.   Geb.  10  Mk. 

Cantor,  Malliias,  üb.  d.  Zurslreuuug  d.  l^eklriaUt  durch 
das  Licht   Wien,  F.  Tempsky.   20  Pf. 

Dechant,  J,  ftb.  magaet.  Venögerga.  in  EiatnkaniMi  Infolge 
perloditdi  woohselttdir  magnetisirender  Krifte.  Ebd.  1  Mk. 

Foraehnngen  In  der  Agrikaltarphysik.  16.  Bd.  &Hft  Hei- 
«cUMfi,  Wiateeache  Univefa.  Bh]g.  6  Mk. 

Fiii-eke,  A.«  LdCfulen  fftrden  Unterricht  in  der.Pbyilk.  In  2 
konaaotr.  Kuaen  f.  gehobene  Bttiger*  n.  höh.  Mideheaaehnlen  benib. 
S.  Kart.  4.  AnH  Bnanachweig,  Appalhana  d  PfoanigatoriL  Geh. 
1  Mk.  75  Pf. 

Handbuch  der  Fbyaik.  sa  L%.  Biealaa,  £.  Treweadt  3 Mk. 

60  Pf. 

Hoppe,  Edm.,  T^ehrb.  d.  Pbysik  t  höh.  Lehranstalten.  Mit 
1  £arte  d.  iBogoaen  n.  Isoklinen.  Leipzig,  J.  A.  Barth.  2  Mk.  20  Ff. 

Kirch  hoff,  Gnst,  VorleBUDgen  üb.  math.  Physik.  4.  Bd. 
Vorlesg.  üb.  d.  Theorie  d.  Wärme.  En^.  von  Max  Planck.  Leip- 
lig,  B.  G.  Tenbner.    8  Mk,  (kpit,:  39  Mk.) 

KoppO  B  Anfangsgründe  d.  Physik  m.  Einschluss  d.  Chemie  n. 
mathem.  Gco^'raphie  Für  d.  Uuterr.  an  höh.  Lehranstalten,  sowie 
zur  SeibstbelöLrg.  Ausg.  A.  19.  AuÜ.  bearb.  t.  H.  Koppe.  £sseo, 
a.  D.  Baedeker.  4  Mk.  80  Pf.}  geb.  6  Mk.  46  Pf. 

M  Aller  »Po  ni  Hefa  Lefarb.  der  Physik  n.  Heteofoleiia.  9. 
Ali.  Iie<H^  Pfinudler  nnter  Mitwirkg.  v.  Otto  Lnmmcr.  (In  S 
Bdn.).  8.  Bd.  1.  Abt  1.  Lfg.  Brannachweig,  Fir.  ?leweg  u.  Sohn. 
4Mk. 

Mflnch,  Arth.,  flb.  e.  exaetea  Tedhhren  aar  £nnittkng  der 
EaMndiagatanperatnr  brennbarer  Oasgeariaahe.  Berlin,  B.  Fried- 
ItodcrABohn.  1  Mk. 

Nenmnnn,  Fra.,  Vorleego.  ib.  die  Theorie  der  Capillaritat. 
Hrsg.  Ton  A.  Wangerin.  Vorleagn.  flb.  math.  Physik.  VII.  Heft. 
Leipzig,  B.  G.  Teubncr.   8  Mk. 

ÖBtwald,  Wilb  ,  Elektrochemie.  Uire  Oeachtchte  n.  Lehre. 
1.  Lfg.    Leipzig.  Veit  &  Co.    2  Mk. 

Scherling,  Chr.,  Gmndris  d.  Ezperimentalpbysik  f.  hdhere 
ünterrichtaanstalten.  6.  Aufl.  bearb.  t.  W.  Scheper.  Leipaig,  H. 
üaessel.   4  Mk.;  geb.  4  Mk  10  Pf. 

SchoUmeyer,  G.,  was  jmass  der  Gebildete  y.  d.  Elektrizität 
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wissen?  Gemeinvorständl.  Belehrg.  üb.  die  Kraft  der  Zukuoft.  2. 
Aufl.   Ncnwied,  Heuser's  Vlg.    1  Mk.  50  Pf. 

ThompRon,  S.  P.,  der  Elektromagnet.    3.  Hft    Halle,  W. 

Kuapp.    ■'>  Mk. 

Tuiii.i,  Jos.,  Zur  Theorie  d.  Herstellung  hocbgcspauuter  Ströme 
hoher  Frequenz  mittelst  oscillatoriscber  Condensatoren-EDtladun- 
gen.  Wien,  F.  Tcmpsky.   30  Pf. 

Urbanitzky,  die  £lefctri2itit  2.  Aofl.  7.--12.  Lfg.  Wien, 
A.  Hartleben.  k  WBt 

Tolksbibtiothok,  wiBsenschafüiebe.  Nr.  21—25.  (Experi- 
mentalphysik. Leicht  ansfUhrbare  Experimente  ohne  Apparate, 
Belehrende  Unterhaltung  im  Ii&nal.  Kreise.  Von  James  Gary.)  Leip- 
zig, S.  Schnnrpfeil.   Geb.  1  Mk.  40  Pf. 

Wiedemann,  Gust.,  die  Lehre  von  der  Elektricität.  2.  Aufl, 
2.  Bd.   Braunschweig,  F.  Vieweg  &  Sohn.   28  Mk.;  geb.  30  Mk 

Wiesengrund,  Beruh.,  die  Elektricität.  Ihre  Erzeugung, 
prakt.  Vrrwcüdgn.  v.  Mcssg.  Für  Jedermann  verständlich  kurz  dar- 
gestellt Fraukfurt  a.yM,  II.  Bechhold.   1  Mk. 

Tenateehte  Sehrlftea« 

A  b  h  a  II  d  1  u  u  g  c  u  der  kgl.  bayer.  Akademie  d.  Wissenschaften. 
Hathematisch-physikal.  Klasse.  18.  Bd.  2.  Abt  Manchen,  G.  Frans' 
Verlag.   8  Mk. 

Berichte  IIb.  die  Yerbaadlnngen  der  kgl.  säcbs.  Geeellschafit 
4er  Wissensehaften  zn  Leipzig.  Mathematiseh-physikal.  Glasse.  1893 
TU—IX.  Leipzig,  S.  Hirzel.  3  Mk. 

Anzeiger,  Gottinger  gelehrter,  unter  d.  Aufsicht  der  kgl.  Ge- 
sellschafl  der  Wissenschaften.  Red.:  Dr.  Bechtel.  Jahrg.  1894. 
]2  Nrn.  Mit  Nachrichten  von  d.  kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 
Göttingcn,  Dietrich's  Verlag.  3ü  Mk.;  Nachrichten,  mathem.*phy- 
sikal.  Klasse  allein  5  Mk. 

Berichte,  math.  aus  Ungarn.  10.  Bd.  2,  Hlfte.  u.  11.  Bd. 
1.  lüfte.   Budapest,  F.  Kilian,   ä  i  Mk. 

Blank,  Frz.,  mathem.  Unterrichtsbriefe.  Für  das  Selbst- 
studium Erwachsener.  Mit  besoud.  Berücksicht  der  angewandten 
Mathematik  bearb.  65.— 81.  Brief.  Gera,  (J.  B.  Gncbhach  s  Verlag, 
a  bü  Pf. 

Blatter,  periodische  fttr  natarkandl.  n.  mathemat  Schnlnnter* 
rieht.  Hrsg,  unter  Mitwirkong  hervorrag.  Fachleute  d.  Bob,  Neu- 
manu.  1.  Jahrg.  1894.  8  Hfte.  Znaim,  Fonrnier  A  Haberler.  5  M|c 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Mathemat-naturvlss.  Klasse.  60.  Bd.  Wien,  F.  Tempsky.  Kart 
60  Mk. 
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Litterarischer  Bericht 

LU. 


Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  darstfllcudcii  Gcometri©  Von  J.  Schlotko, 
Lehrer  der  allgemeiucii  üewerbcschulo  iu  Hamburg.  —  IL  Tcü. 
Schatten-  und  Bcleucbtuugsichre.  Mit  79  Figuren.  1Ö03.  —  IIL 
Teil.  Perspective.  Mit  183  Figuren  1894.  —  Dresden,  Gerhard 
Kfibtmann.   60  +  381  S. 

Die  Einleitung  zur  Scbatü'nlehre  hätto  allen  Grnnd  r^ehabt  hier 
exacto  Rede  7u  führen,  weil  der  all^rcnieiiu'  AVortrcl)! auch  hier  ge- 
rade nicht  exact  ist.  Aber  fieradc  hier  lässt  es  der  Verfasser  am 
Nötigen  fohlen.  Die  Nominalerkiaruugeu  sind  unzureichend,  „Schat- 
ten" und  Eigenschatten"  werden  gar  nicht  definirt,  Schlagschatten" 
etwas  undeutlich.  Anstalt  der  Coufusiou  der  Degriüe  zu  wehren, 
macht  sich  der  Verfasser  selbst  derselben  schuldig,  sagt  z.  B.  Seite  2, 
Zeile  8  Baum  sUtt  Flftchenstttck,  Zeile  11  Schatten  statt  Schlag- 
schatten. 

Der  Teil  hrbandelt  die  Projt'ction  räumlicher  Gebilde  aus 
endlich  fernem  Ueutrum  und  zwar  iiauptsächlich  von  Geraden  und 
Ebenen  begrenzter  Körper,  ausserdem  auch  Rotationskörper  berück- 
sichtigend. Die  allgemeinen  Grundsätze  der  Bearbeitung  sind ,  darf 
mau  annehmen,  aus  dem  1.  Teile  zu  erkennen.  Nur  soviel  ist  hier 
im  Vorwort  ausgesprochen,  dass  Versuche  die  mathomatische  Vor> 
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biidung  entbebrlicli  zu  nmi  Leu,  wie  sie  Öfters  aufgetreten  sind,  gänz- 
lich vcrworfew  werden  müssen  uu(J  sich  als  verfehlt  erwiesen  haben. 
Es  werden  Beispiele  aus  einer  ohne  Maliit-uiuiik  auf  blosse  Anschauung 
gebauten  Belehrung  angeführt.  Die  Verfasser  scheinen  stets  vor- 
Muiuetzen,  dasB  die  Sdittler  freandlichst  saYorkommend  die  Worte 
nicht  wie  gesagt  sind,  sondern  wie  sie  gemeint  sind,  za  verstehen 
suchen  werden.  Hoppe. 


Elementarpbysik  anter  Zugrandelegnng  des  Grandrisses  der 
£!zperinientalphysilc  von  E.  Joch  mann  nnd  O.  Hermes  für  den 
Anfangsnnterricht  in  höheren  Lehranstalten  herausgegeben  von  V. 
Her  mos.  Mit  186  Holzschnitten.  Berlin  1893.  Winkelmann  n. 
Söhne.  188  a 

Das  Lelirbuch  vorfolgt  nur  das  eine  Ziel ,  die  Gesetze  der  Er- 
scheinungen in  der  leblosen,  uuurganischen  Natur  klar,  unumwunden 
und  exact  darzulcj?en  und  leistet  in  dieser  Beziehung  vui/ügliches. 
Die  Wege  der  Kaivieckuug  uud  Forschung  durch  Beobacbluug,  Ex- 
periment und  Rechnung  lässt  es  nnherahrt,  auch  die  theoretischo 
Begründung  macht  es  sich  nicht  allgemein  zur  Aufgabe;  was  zu 
ganz  einfacher  Begründung  der  Lebren  hinzugefügt  ist,  erreicht  noch 
lange  nicht  die  Grenzen  elementarer  Mathematik.  Die  Lehren 
werden  auch  nicht  zu  Systemen  gestaltet,  sondern  in  Gruppen  der 
Erscheinungen  geordnet  und  werden  sich  wol  so  am  besten  einprSgen. 

H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,  sowie  zur  Ein- 
ftthmng  in  das  Studium  der  neueren  Physik.  Von  Dr.  H.  Börner, 
DIrector  des  Realgymnasiums  in  Elberfeld.  Mit  470  in  den  Text 
gedruckten  Abbildungen.  Berlin  1892.  Weidmann.  584  S. 

Dan  liuch  stellt  sich  als  ein  pädagogischer  Thesaurus  dar,  der 
den  Lehrstoff  des  physikalischen  Uutcrrichts  im  weitesten  Umfang 
für  eine  Reihe  von  Glessen  zur  Auswahl  nach  Ermessen  des  Lehrers 
fertig  bearbeitet  darbietet  Da  auf  sehr  verschiedenen  Standpunkt 
der  Yorbilduttg,  namentlich  der  mathematischen,  gerechnet  werden 
mnsste,  so  hat  es  der  Yerfasser  fflr  nötig  befunden,  das  Lehrbach 
in  S  Teile:  erste  und  zweite  Stnfe,  zu  teilen.  Mechanik,  Akustik, 
Optik,  Wärme,  Elektricität  nnd  Magnetisismas  werden  im  zweiten 
Teile  aufs  neue  behandelt,  doch  betreifen  die  einzelnen  Lehren  nicht 
dieselben  Gegenstände  wie  im  ersten.  Um  auch  dem  Bcdürfnisa 
mehr  als  gewöhnlieh  begabter  ScUtt  ler  zu  genfigen,  gebt  der  2.  Teil 
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ziornlkh  weit  auf  Theorien  ein,  die  eipcntliLh  noch  Gegenstand  der 
Forschung  sind.  Was  diese  betriöt,  hätte  der  Verfasser  wenitistons 
nicht  es  bei  Darstellungsweison,  wie  er  sie  vielleicht  iü  Üriginal- 
schriften  gefunden  hat,  belassen  dürfe»;  in  einem  Lehrbuchc  für 
Schulen  musste  gründliche  Aufklärung  über  die  Begriffe  gegeben 
werden.  So  sind  z.  B.  Arbeit  und  lebendige  Kraft  der  Erklärung 
zafolge  idoello  Begriffe,  die  sich  auf  absolute  Wegstrecken  beziehen 
und  auf  ralative  Wegstrecken  und  Geschwindigkeiten,  wie  sie  in 
Wirklichkeit  allein  existireu,  gar  nicht  bezogen  werden  kOnnen. 
Dennoch  gibt  das  Lehrbuch  Aber  diesem  Punkt  keinen  Anftchlnss. 
Bei  EinfOhrnng  des  Begriffs  der  Entropie  ist  von  Summen  derselben 
die  Rede,  und  sie  kommt  als  positiv  und  negativ  in  Bechnung.  Beides 
hat  ofitsuhar,  so  lange  ihr  keine  Qnantit&t  tngeschrieben  wird,  keinen 
Sinn,  und  von  ihrem  Quantum  steht  kein  Wort  im  Buche.  Dies  ist 
am  so  verwirrender,  weil  es  zu  dem  Irrtum  verleitet,  das  Quantum 
verwandelter  Energie  als  Quantum  der  Entropie  zu  betrachten,  was 
zu  Widersprftohen  führt.  Hoppe. 


Leitfaden  für  den  Anschaniniu^uiiterricht  in  der  Physik.  Von 
Dr.  Max  Pieper,  Oberlehrer  am  Ii  r/  'jüchoi  Friedrichs-üymnasium 
zu  Dessau.   Dessau  lb91.    Paul  Buuiuaiin.   5.')  S. 

Die  Lelurweise  ist  die  beschreibende.  Ueberdies  ist  sie  mehr 
darauf  bedacht,  auf  Naturvorgäugc  aufmerksam  zu  macheu  und  deren 
gebräuchliche  Benennung  mitzateilen  als  auf  den  i^usammcnbaug 
der  Vorgänge  hinzuleiten.  Dass  mau,  selbst  für  den  sehr  niedrigeu 
Standpunkt  der  Lernenden,  wie  ihn  der  Verfasser  voraussetzt,  sehr 
viel  zu  sagen  hat  um  deu  Siuu  für  die  Aufgabe  der  Physik  zu 
weckeu,  ist  leicht  zu  selieu.  Es  brauchte  sich  also  auch  dieser  Leit- 
faden nicht  auf  die  einzelnen  mit  binnen  wahrnelimharen  Erschei- 
nungen zu  beschriiukeu,  vielmehr  hütte  es  ihm  in  der  Tut  auch  ob- 
gelegen, das  Sichtbare  durch  das.  was  wir  zur  Erklutung  unuchmeu 
müssen,  zu  einer  ursachlich  zusammhaugendou  Vorstellung  zu  er- 
gänzen. Hoppe. 


Sammlangen. 

Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  und 
Aufgaben,  verbunden  mit  einem  systematischen  Aufbau  der  Begriffe, 
Formeln  and  Lehrsfttze  der  Arithmetik  Itlr  höhere  Schulen.  Von 
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Dr.  Herrn  Ann  Schnbert,  Profostor  nn  der  Oelehrtenflchnle  dei 
Johanneams  in  Hamborg.  ErsCea  Heft:  Fttr  mittlere  Classen.  Dritte 
Auflage.  1890.  2Si  S.  —  Zweites  Heft:  FOr  obere  Glaaaen.  188& 
Zweite  Auflage.          228  8. 

Aufgaben  aus  der  Arithmetik  uud  Algclira  für  Keal-  uiui  Üurger- 
schuleii.   Eiu  Auszug  aus  der  Sammlung  von  aritbmetischea  und 

algebraischen  Fragen  nnd  An^saben.  Erstes  Heft  1898.  — 

Zweites  Heft  1893.  —  194  S. 

Kesultate  zur  Sarniuluug  vnti  nrithmetiscbcu  und  alg'^brnischen 
Aufgaben  tür  bübcro  Scbulcu.  Ausgewählte  Resultate  zu  beiden 
Heften.  Zweite  Auflage  1802.  —  Von  Dr.  Hormana  Schobert. 
 Potsdam.  Aagost  äteio.   77  S. 

Dies  in  5  Heften  enthaltene  Werlc  zeichnet  sieh  dadurch  aus» 

dass  es  die  Einübung  der  Lehren  der  Arithmetik  und  Algebra,  d.  b. 
des  nnmeriscbon  und  algebraischen  Rochncus,  in  allen  erdenklichoa 
Formcu  zum  Ziele  nimmt.   Der  Umfang  ist  den  höhem  Unterrichts- 

anstalten  angemessen.  Vie  Uebnngsbeispiolo  schlicssen  sich  in  grosser 
Anzahl  dorn  Lehrgange  an.  Die  Lehren  selbst,  Erklärungen,  Sätze 
und  Fürinelu  ohne  üeweise,  gcbcu  jedem  AbscLuitt  voraus.  Resul« 
täte  sind  im  betreffenden  iioflo  nur  vou  solchen  Autgabcn  aufgestellt, 
„bei  welchen  eine  lii  nibigunf?  des  Bchtih  rs  über  die  Richtigkeit  der 
gefundeuen  Lösung  uuü&cheuswert  erscheiut,  bei  welchen  jedoch  die 
Kenntniss  des  Resultats  ihm  die  Denkbarkeit  nicht  abnimmt". 
Wünschenswert  bleibt  freilich  immer,  dass  der  Schüler  »ich  die  Be- 
ruhiguug  und  Yergewisscrung  durch  Probe  selbst  geben  uod  sich 
von  einer  fremden  Hülfe,  die  er  im  spfttem  Leben  doch  entbehren 
mass,  nnabhäugig  machen  lerne.  H. 

Matlicmatisches  Uebuugsbucb,  Erster  Teil.  Für  den  Gebraach 
in  deu  mittleren  Classen  höherer  Lehranstalten  (Untertertia  bis 
üntersocuuda).  Zusammenpjestellt  von  Fr.  Bussler,  Professor  am 
Sophieu-Ujrmnasium  zu  Borliu.  Dresden  18Q4.  L.  Ehlormann.  80  S. 

Sammlong  mathematischer  Aufgaben.  Ein  Uebnngsbnch  Ihr  die 
oberen  Classen  höherer  Lehranstalten.  Zusammengestellt  von  Fr» 
Busslor,  Professor  am  Sophien- Oymnasinm  sn  Berlin.  Dresden 
1894.  L.  Ehlermann.  120  8. 

Beide  Sammlungen  sind  durchgehende  nach  den  Gymuasialclassen 
eingeteilt,  sn  deren  Pensen  die  Angaben  gehören.  Za  jeder  Lehre 
gehören  4  Aufgaben.  Die  Aufgaben  sind  arithmetische  (mit  Buch* 
Stäben),  Gleichungen,  trigonometrische  (mit  Logarithmen),  geome* 
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trifcbQ  (8&t26  nad  GosstrocUoiieii^.  Bei  des  Sätzen ,  wo  die  FVage 
tiicbt  dabei  »tebt,  darf  mas  wo!  BOoebnieD,  dMt  der  Beweis  rerUngt 
wird*  H. 


Arithmetische  Äafgabcn.  HoraoBgegeben  ?oa  Dr.  H.  Lieber, 
Profcüsor  am  Friedrich'Wilheliii-RealgjmDasium  za  Stettlo,  ond  Dr. 
A.  Kühler,  Oberlehrer  MD  Friedrich  WinicIm-RealgymaaaiillD  sv 
Stettin.  Berlin  18d4.  Leoobard  Simion.  222  S. 

AiiilÖraBgeii  zn  den  arltbmetiidien  AufgabeD.  Herausgegeben 
▼oa  Dr.  H.  Lieber,  Profeesor  am  Friedrich- Wilbelm-Rcalgymna- 
alam  an  Stettin  nnd  Dr.  A.  Köhler,  Oberlehrer  am  Friedrieh- 
irilbelm-BealgjrmBasiam  n  Stettin.  Berlin  1894.  Leonhard  Simion. 
79  & 

Die  Aufgaben  schliessen  sich  an  den  Leitfaden  der  Arithmetik 
TOn  Lieber  und  Lüliiiiaun  an  und  sind  für  die  Classen  üdtertortia 
bis  Übcrsecuuda  bestimmt.  Es  sind  vürzüglich  solche  gewählt,  die 
einfache  Resaltate  ergeben,  hie  ^^Auflösungcu''  gebeu  die  licsuUate 
aller  Aufgaben  ohne  irgend  welche  Bemerkung.  H. 

Becoeil  de  probiftmee  de  matbematiquee.  Arithmdtiqae,  alg6bre 
^l^mentaire,  trigonoro^trie.  A  rosngo  des  classes  de  mathematlqneg 
^imentaires.  Per  G.  A.  Laisant,  Doctenr  Ös  eciences,  Ancien 
6ttve  de  r^cole  Polytechniqne.  Paris  1893.  Gaothier  Tillars  et 
Iiis.  86  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  geordnete  Sauuiiluiig  der  interessante- 
8tcn  Aufgaben,  welche  der  Herausgeber  in  Zeitschriften  aus  dcu 
Jahren  1842  bis  jetzt  gefunden  bat,  nebst  Augabc  der  Autoren  nnd 
Yerweisong  anf  die  Ldsongen,  soweit  sie  bekannt  sind,  ohne  Unter- 
sebled,  ob  die  Aufgaben  sich  znm  Qebraach  an  Scholen  eignen. 

H. 

Geometrische  Analysis  und  Synlhesis.  Kinn  Sammlung  von  636 
planimctrischen  Constructions-Auffrahcn  mit  rein  ^reometrischer  Lö- 
sung. Für  höhere  Lthraustalfen  sowie  /um  Gebrauch  beim  Selbst- 
unterricht systematisch  geordnet  und  bearbeitet  von  W.  Adam, 
Küuigl.  Seniinarlehror  a.  D.  Zweite  Auflage.  Potsdam  Iti^a.  Aug. 
Stein.   219  S. 

Die  mte  Auflage  ist  in  1.  Koihe,  219.  litt  Beriebt  S.  8  be- 
•prochen.  Die  2te  scheint  nnverindert  zn  sein.  Insbesondere  lassen 
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die  cinloitrnden  Erklärungen  noch  ebensowenig  Geschick  in  vcr- 
ständlicher  Rode  erkennen.  Sämtiche  Aufgaben  sind  mit  wptngstcna 
angedeuteter  Lösung  nebst  Beweis  versehen,  so  dass  der  Schaler 
dea  Weg  der  Lösung  nie  zu  lucbcn  braucht.  Hoppe. 


Analytische  Geometrio  der  Ebene.  Sammlung  von  Lehrsätzen 
und  Aufgaben  nebst  Eiläutcruugen  und  Resultaten.  Von  J.  Schlotkc, 
Lehrer  der  Allgeuieiiien  GcwcrbcschuJe  in  Hamburg.  Mit  37  Fi- 
guren. Dresden  1891.   Gerhard  Ktthtmann.   217  8. 

Die  Aufgaben,  welche  sich  der  Lehre  von  den  Geraden,  Kreisen 
und  Kegelschnitten  mit  Gebrauch  der  Coordinaten  anschliessen,  sind 
im  Buche  ausfubrlicli  allgouieiu  gelöst,  und  es  bleibt  für  den  Schüler 
nur  die  Arbeit  Übrig,  uumehsch  gegcbeuo  Bcispielo  danach  aus2.u- 
rechneu.  H. 


Lehrbach  der  planimetrischen  CoDstmetioaiaDfgahen  gelöst  durch 
geomotrischd  Analysis.  Dritter  Teil:  YerwandluDge-  and  Toilooga^ 
aufgabea  Ober  ein-  und  nmbeBchriebene  Figuren,  Mit  519  gelösten 
und  angelösten  Aufgaben,  40  Anmerkungen,  7:2  Erklftrnngen  and  54 
in  den  Text  gedruckten  Fignren.  Fttr  das  Selbststudium  nnd  anm 
Gebrancb  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach  System  Klejer  Ton  E. 
R.  Hill  1er.  Stuttgart  1893.   Julius  Maier.  86  S. 

Die  zu  den  genannten  Gebieten  gehürcuden  Aufgaben  hat  der 
\  ei  tasser  systematisch  behandelt.  Reihen  von  Anmerkungen  geben 
die  Gesichtspunkte  der  Anordnung.  Zu  jeder  Aufgabe  wird  der  Weg 
der  Lösung  nebst  Verweisung  aaf  die  anznwendenden  frflhcm  Anf- 
gaben  angezeigt.  H. 


Bocueil  d'  exercices  snr  la  m^caniqae  rationnelle  k  Fasage  des 
candidats  k  la  lioence  et  k  V  agr6gatien  des  sciences  raatb^matiques. 
Par  A.  deSaint-Oermain,  Professcur  de  M6eanique  &  la  Facaltd 
des  Sciences  de  Caen.  Denxtöme  Edition,  entiftrement  refondue. 
Paris  1889.  Gautbier  Villars  et  fils.  560  S. 

Das  Buch  enthält  eine  sehr  reiche  Sammlung  von  Uebuugsaof- 
gaben  aus  der  Statik,  Kinematik  nnd  Dynamik,  jede  mit  ausfahr" 
lieber  Lösung.  Obgleich  vor  jedem  Abschnitt  die  Theorie  entwickelt 
wird,  so  bilden  die  Aufgaben  den  Zweck  der  Herausgabe.  Der  Ver- 
fasser spricht  sich  dahin  aus,  dass  es  bei  der  Lösnng  weniger  auf 
ein  forninHites  Resultat,  als  vielmehr  darauf  ankomme,  dass  die 
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Natur  der  Bewegang  in  allgemeinster  Wein  au  Lichl  geitaUt  8^, 
die  öfters  ans  der  Differentialgleichiuig  besier  als  ans  dem  Integral 
erkennbar  sei.  H. 


T  a  b  e  Ii  e  D. 

Logfarithmisch-trigonomctrische  Tafeln  für  nouc  (centcsimale) 
Teilnog  mit  sechs  Decimalstcllon.  Von  W.  Jordan,  Professor  an 
der  Kgl.  techn.  Hochschule  zu  Uaauovcr.  Stuttgart  1894.  Konrad 
Wittwer.   420  S. 

Mit  Herausgabe  dieses  Werkes  ist  ein  neuer  Schritt  tn  dem 
ersehnten  Ziele  getan  die  3  überflüssigen  goniomctrischen  Benen- 
nungen, Grad,  Minute,  Secundc,  abznsibaffeu  uuj  dem  Rechner  die 
dadurch  aufgebürdeten  Rcduelionen  zu  ersparen.  Laut  Vorwort  steht 
der  ,.Ticnen"  .,ccntesimalen"  Winkclteilung  noch  sehr  der  Mangel 
an  ausreit-beudeu  trigonometris  -bon  Tafeln  entgegen.  Die  7  stelligen 
sind  vergriffen,  nui  5  stellige  sind  lu  haben.  Der  Verfasser  enthüllt 
indes  den  Stand  der  Sache  nur  sehr  oberflächlich.  Nachdem  schon 
solange  Zeit  das  Ziel  ins  Auge  gefasst  uu^i  dauu  uud  wauu  eiu  Bei- 
trag dafür  geliefert  worden  ist^  sind  wir  noch  nicht  einmal  so  weit, 
dass  das  Unternehmen  überhaupt  als  gesichert  erscheint.  Alle,  die 
daran  arbeiten,  treten  noch  so  anf,  als  böten  sie  neben  der  ge- 
brftnchlicben  Rechnnngsweise  eine  zweite  dar,  die  Manchen  besser 
gefiele,  nnd  als  käme  es  niemandem  in  den  Sinn  die  alte  Winkel- 
teünng  in  Wegfall  zu  bringen.  Wenn  selbst  diejenigen,  in  deren 
Interesse  es  liegt,  die  Annahme  der  Decimalteilnng  soweit  als  mög- 
lich anssnbreiten ,  einen  so  tranrigen  Prospect  eröffnen,  wo  Jeder, 
der  Decimalteilnng  anwendet,  fttr  alle  Zeit  mit  beiden  Rechnungs- 
weisen vertrant  bleiben  und  für  beide  die  nötigen  Tafeln  besitzen 
muss,  so  kann  man  sich  nicht  wundern,  dass  die  Beteiligung  von 
Seiten  der  Anwender  und  der  Herausgeber  bis  jetzt  so  gering  ge- 
blieben ist.  Das  Gesapto  triiVt  auuli  das  vorürc^cnde  Werk.  Die 
Einrichtung  lehnt  sicli  an  die  alf(*  Winkclteilung  an,  gleich  als  sollte 
letztere  durchaus  erhalten  bleiben.  Die  ilrfifaehe  Benennung,  Grad, 
Minute,  Secuudo,  die  jetzt  tranz  uberÜiissig  ist,  wird,  noch  dazu  mit 
störender  Bedentungsauderuug,  auf  das  neue  System  übertragen. 
Anf  dem  Titel  steht;  .,Für  neue  (centcsimale)  Teilung'*  statt  ein- 
lach zu  sagen :  „Für  decimale  Teilung  des  rechten  Winkels."  L'ebcr- 
eiostimmend  nämlich  ist  zwischen  beiden  Systemen  die  oberste  Be- 
nennung R  1  rechten  Winkel,  nnverrllckbar  als  volles  Intervall 
fflr  alle  Zablenwrrte  aller  Kreisfnnctioueu.  Eine  fernere  Beet&tigung 
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des  obigen  Urteils  Uber  dio  vorliegende  Eiuricbtung  biotot  eiue  Rf- 
ductionstafol  zwischen  der  altoü  und  uenon  Tafel ,  am  Scbluss  hin- 
zugefügt. Wenn  diese  einen  Zweck  haben  soll ,  so  kauu  es  doch 
nur  im  Dienste  der  alteu  Taleiu  sein.  Dass  die  gegenwätigo  Tafel 
dio  Logarithmen  nur  auf  6  Stollen  gibt,  (eine  Zahl  die  rücksichtlicb 
des  Volumens  im  ganzen  unvorteilhaft  ist)  niat,'  durch  die  besondere 
Bestimmung  lur  Laudesvermessor  motivirt  erscheiucu.  Handelt  es 
sich  aber  um  Ueberwinduug  der  ilerrscbaft  eines  unpraktischen  Her- 
kommeis,  so  ist  itfn  Stahenbleiben  aaf  halbem  Wege  gaos  «nsweck- 
BiABsig.  Soll  die  Dedmalteilang  der  Winkel  in  Anfnabrae  kommen, 
so  darfen  die  klUiflicben  trigonometrisehen  Tafeln  in  keiner  Hin- 
sicht, weder  in  Stelleniabl  noch  in  Detaillimng,  hinter  den  7  stel- 
ligen  von  Vega-Bremiker  snrackstehen.  Von  dieser  Bedingung  bftngt 
nicht  nur  die  freie  Wahl  der  einzelnen  Rechner,  soDdera  ancb  die 
Möglichkeit  der  Einführung  anf  allen  liObraDstxüten,  auch  derer,  die 
nnr  5  stellig  rechnen,  ab.  Denn  wenn  die  Srhüh  r  im  spfttern  Beruf 
genötigt  wären  Tafeln  mit  alter  Teilung  zu  Hülfe  zu  nehmen,  so 
mttsste  deren  Gebrauch  auch  gelehrt  werden.  Wenn  endlich  ein 
Zweifel,  ob  Mühe  uud  Kosten  durch  reichlichen  Absatz  ihren 
Lohn  finden  worden,  die  Unternehmer  von  der  Herausgabe  erös?(>rer 
Tafeln  zurückhielte,  so  wäre  die  Bcsorgniss  ganz  ohne  Grund.  Zu- 
nächst ibt  durch  die  mehr  als  GO  Auflagen  der  Veja'schen  Tafeln 
die  Häufigkeit  des  7  stelligen  Rechnens  und  das  Bedürfniss  7  .stel- 
ligcr  TafülD  überhaupt  geuügcud  dargetau.  Der  Umstaud,  dass  die 
7  stelligea  trigonometrischen  Tafeln  mit  Decimalteiluug  Hämtlicb 
Tergriifen  sind,  spricht  sehr  dafBr,  dass,  wenn  nnr  solche  torbanden 
wftren,  es  an  deren  Anwendung  nicht  fehlen  wflrde.  Ausserdem  ist 
ersichtlich,  dass  Einschaltung  von  Zwischenstufen  keine  Erldchternng 
des  Unternehmens  im  ganzen  gewähre,  sondern  es  nnr  weniger  ein- 
träglich und  mflbeToller  machen  kann.  Haber  ist  mit  der  gegen- 
w&rtigen  Herausgabe  von  6,  vorläufig  statt  7  stelHgen  Tafeln  der 
eigene  Vorteil  gar  nicht  wol  bedacht  Nur  zu  orwAbnen  ist  noch 
der  ganz  nichtige  Einwand,  den  man  noch  öfters  hört:  um  die  alte 
Wiukülteiluug  entbehrlich  zu  machen,  müssten  erst  alle  darauf  einge- 
richteten Instrumente  und  Apparate  abgeändert  werden.  Die  Scalen 
der  Apparate  sind  meistens  unabhängig  von  der  Benutzung  der 
Bcobachtungsdaten  gew  ählt,  und  niemand  sieht  in  ihrer  Reduction  eine 
beträchtliche  Mehrarbeit;  jedenfalls  ist  letztere  viel  gerinrrr  als  dio 
beständige  Reduction  während  jeder  Rechnung.  —  In  dem  voriie- 
genden  Werke  gebt  der  Tafel  der  Logarithmen  der  Ercisfunctioncn 
dio  gleichfalls  G  stclligc  Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  voraus, 
sie  selbst  ist  detaillirt  bis  auf  die  hundortel  Rechte,  ihr  folgen  noch 
Titlstellipe  Talein  für  die  Logarithmen  gewisser  besonders  bedeut- 
samer Zahlen. 
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Mathenmtiscbc  und  geodätische  HülfstaWn  Nennte  Auflage. 
Herausgegeben  von  Dr.  W.  Jordan,  Professor  an  der  technischen 
Hochschale  in  üaunover.  Hannover  1895,  Holwing.   120  8. 

Bas  Ganze  ist  eine  Zneammonstellnng  tob  34  kleinen  Tafeln. 
Das  Boch  ist  bereits  durch  seinen  praktischen  Gebraacb  so  bekannt, 
dass  der  Heraosgeber  nicht  fftr  ndtig  befunden  hat,  die  Bedeatnnf 
der  Tafeln  zn  erklftren. 


Tafel  des  Integrals 


zosammengestellt  von  Brnno  Kämpfe.  Leipzig  1899.  Wilhelm 
Engelmann, 

Die  Tafel  ist  -4  stellig,  dctaillirt  auf  3  Bruchstellen  von  y  bis 
7  =  1,5,  von  da  an  auf  2.  Für  y  2,86  ist  der  Unterschied  von 
<P(x )  =  1  iu  4  tcr  Stelle  nicht  mehr  merklich.  Das  Ganze  steht 
auf  wenig  mehr  als  3  Seiten  B".  —  Die  Werte  sind  aus  Meyer 's 
«»Wahrscheinlichkeitsrechnung'^  entnommen  und  daselbst  bis  y  — 1,51 
durch  Interpolation  unter  Benntznog  der  2ten  Differenzen  erhalten 
worden.  H. 

Berechnung  von  Kenten  und  Lebens-Yersicheningen.  An  der 
Hand  von  Beispielen  erläutert  von  Jos.  Thannabaur,  k.  k.  Obcr- 
Beal-Professor  in  Olmfttz.  Wien,  1893.  Karl  Graeser.  132  8. 

Zinseszinson-  und  Rententafeln.  £in  Hilfsmittel  zur  Berechnung 
des  Bar*  und  Endwertes  von  Capitalien  und  Benteu  oder  Annui- 
täten» der  Hobe  der  letzteren  bei  gegehenem  Bar-  oder  Endwert, 
sowie  zur  Berechnung  des  Zinsfnsses  oder  der  Zeit.  Zum  prakti- 
schen Gebrauch  für  Sparcassen-,  Bank-,  Assecuranz-,  Forst-Beamte 
etc,  sowie  zum  Schulgebrauch  fttr  Bflrgerschulen,  gewerbliche  Fort- 
bildangs-  and  Gremial-Handelsschulen.  Berechnet  und  durch  zahl- 
reiche Beispiele  erläutert  von  Jos  Thannabaar,  k.  k.  OberBeal- 
schul-Professor.  Wien  1893.  Karl  Graeser.  80  S. 

Auf  ersteres  Buch,  welches  die  vielen  Arten  von  Beuten  und 
Tersicherungen  erklärt,  mflssen  wir  verweisen,  wenn  es  sich  um  Be- 
deutung und  Gebrauch  der  4  im  erstem  und  der  12  im  letztem 
enthaltenen  Tafeln  handelt.  Sämtliche  Tafeln  sind  7  stellig. 
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£rd-  und  HimmelBkunde. 


Grandlehren  der  inatheiiiatiscbeu  Geoj^iaphio  and  elcrocntaroo 

Astronomie  für  dcu   Uuterricbt  bearbeitt i  vou  Dr.  Sie^'inuud 

Günther,  Professor  der  technischen  Hochschule  München.  Dnite, 

dvrchaiiB  umgearbeitete  und  revidierte  Anüage.  München  1893. 
Theodor  Aekennann.  181  8. 

Die  2.  AuHage  ist  im  13.  litt.  Boriehf,  S.  22  brsprochcu.  Die 
dritte  trsrhrint  mit  vielen  oitiL'-hondou  VcrbesseruDgen.    Die  3  Stufen 
der  Weltauschauung ,  nach  deueu  dio  Kiitwickclung  der  Lehre  fort- 
schreitet, sind  deutlich  geschieden.    Die  Lehre  auf  (rsttr,  dem 
festen  IJorizont  entsprechender  Stufe  enthält  noch  nichts  von  Geogra- 
phie.   Die  Hininielserscheinungen  werden  eiiizelu  dnri  hgegangen  und 
formuiiiLL'  Lehrsätze  darüber  aufgestellt.    Ob  diesu  zu  eiuer  guLeu 
Oricutirung  hiurcichcnd  sind,  scheint  wenig  bedacht  zu  sein.  Da 
eich  sehr  wol  eiofacbe  Gesiebtspiiokte  geben  lassen,  nach  denen  man 
eich  ohne  höhere  Kenutniese  eine  Anschaauug  von  der  Bewegung 
des  SonnensystemB  bilden  kann,  nnd  gemftss  der  im  Vorwort  ausge- 
sprochenen Bestimmung  des  Bncbes  gerade  dieses  besonders  er- 
strebt werden  mnsste,  so  kann  man  von  der  gegenwärtigen  Bop 
arbeitnng  gewiss  nicht  sagen,  dass  sie  das  Erreichbare  schon  erreicht 
habe.   Der  zweite  Teil  der  Lehre,  der  auf  geometrischem  Grunde 
steht,  die  Erde  aber  anfangs  consequent  als  Kugel  betrachtet,  geht 
geometrisch  zawerke,  nimmt  mehr  und  mehr  die  Prftcisionsfrageu 
auf  und  umfasst  auch  geodätische  Aufgabini.   Der  dritte  Teil,  auf 
heliocentrischem  Standpunkte,  ist  so  ausführlich,  als  man  es  bei 
elementarer  Darst(dlung  nur  wün!?chen  kann.    Ueber  die  Ursachen 
von  Flut  und  Ebbe  hat  sich  der  Verfasser  noch  keine  Klarheit  ver- 
schafft.   "Was  er  sagt,  ist  5siiin!os.     Da  drr  KntwickeluiiL'?^jiaug  der 
Lehre  mit  der  Geschichte  der  FürachuuL:  iialie  ühprcivisiimint ,  so 
war  es  ganz  zweckmässig  alle  zugehörigen  hihtorischeu  Angaben  zu 
macheu,  was  aucii  lu  anerkennenswerter  Weise  geschehen  ist. 

Hoppe. 

Elementare  Rechnungen  ans  der  mathematischen  Geographie 
für  Freunde  der  Astronomie  in  ausgewählten  Capiteln  gemeinver- 
ständlich begründet  und  vorgeführt  von  0.  W  ei  de  fei  d,  Oberross- 
arzt a.  D.,  Mitglied  der  Vereinigung  von  Freunden  der  Astronomie 
und  kosmischen  Physik.  Mit  einer  Figurcutafel.  Berlin  189i,  Ferd. 
Dümmler.   64  S. 

Als  notwendige  Vorkeitninisse  werden  betrachtet  die  Lebren 
von  den  (rigonbmelriscbiu  Functionen  und  vou  den  brigg'scben 
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liOfaritbmeii ;  dieielben  werden  im  yorais  torgetragen.  Der  ümfong 

des  LehrBtoffs  ist  gering:  es  handelt  sich  um  BestiminnDg  des  Laufes 
der  Sonne  in  Bogen,  Axinnit  nnd  Höhe;  die  Genauigkeit  wird  nach 
Möglichkeit  streng  genommen.  Die  Lebrweise  zeichnet  sich  durch 
klare,  conecte  Sprache  ans.  H. 


Per  Erdmagnetismni  nach  seiner  Ursache,  sowie  nach  tdner 
Bedeutung  fftr  die  Wetterprognose  erlftntert  yon  Dr.  B.  Saubert. 
Vit  8T^n  nnd  1  Figur  im  Text  Hannover  1895.  Helwing. 
U  8. 

Dio  Schrift  erweckt  Hotlming,  mit  Hülfe  crdmagiictisclicr  Be- 
obachtungen uns  der  Erkeniitniss  der  atmosphärischen  Vorgänge 
nähern  zu  lernen.  Diu  MügUchkoit  gründet  sich  darauf,  dass  die 
erdmagnetiscbeu  £rscheinuugeu  teils  von  consUulen  Kräften  des 
Erdkörpers  tdls  von  Teränderlichea  ftussem  WttnneaustAndeo  ab- 
hangen. Das  Gegenwftrtige  macht  zur  Anbahnung  der  Untersuchung 
durch  Yergleichung  der  DecIinaUons-,  Inclinations-,  Intensitäts*  nnd 
thermischen  Cnr?ett  auf  Beziehungen  aufmerksam,  die  auf  gesetz- 
mftssigen  Zusammenhang  hiuzudeoton  scheinen.  H. 

Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwcrfuug  der  Land-  und  Ilim- 
mcUcharten.  Von  J.  II.  Lambert  (1772  )  Herausgegeben  von  A 
Wangeriu.  Mit  2L  Xexttiguren.  Leipzig  ibUL  Wilhelm  Eugol- 
mann.   95  S. 

Die  Schrift  gehört  zu  jfOstwald's  Klassiker  der  cxacten  Wissen- 
schaften** als  Nr.  51.  Sie  bespricht  dio  grosse  Anzahl  in  Anwen- 
dung gekommener  Frojectionsweiscn  nach  ihren  bevorzugten  Zwecken. 
Der  Herausgeber  fügt  am  Schlüsse  die  Erklärung  der  Btereogra- 
pbiscbeo  und  Mercator*8cbeu  Projectionen  bei.  H. 

Ueber  Kartenprojektion.  Abhandlungen  von  Lagrange  (1779) 
nnd  OansB  (1822).  Herausgegobon  von  A.  Wang  er  in.  Hit  2  Tezt- 
figuren.  Leipzig  1894.  Wilhelm  Engelroann.  101  8. 

Die  Schrift  bildet  Nr  .').').  in  OsiwaUi's  Kl.  d.  ex.  W.  Sie  ent- 
hält zuerst  2  zusamnicngchurigc  Abhandlungcu  von  Lagrango,  in 
denen  die  Aufgabe  der  conformen  Abbildung  der  Kotatiunsflächen 
behandelt  und  auf  die  Erde  angewandt  wird  Dann  folgt  die  Be- 
arbeitung der  Aufgabe  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
von  Gauss  betretTend  die  Abbildung  der  Flächen  nach  Aehulichkeit 
der  klcmslen  Teile.  H. 
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Astronomischer  Kalender  für  1895.  Berechnet  für  den  Meridian 
und  die  Polhöbe  von  Wien  (16<»  2(y  2^,3  —  1*  ö"*  2P,9  östliche 
Länge  von  Oreeiwicli,  48*  13'  65",4  nördliche  Breite).  Heratispe- 
geben  von  der  k.  k  Stornwarte  Der  ^^arr/en  Reihe  57.  Jahrgang, 
der  neueu  Folge  14.  Jahrgang.   Wien,  Carl  Gerold's  Sohn.  163  8. 

Die  Beilagen  geben  folgende  YerseichniBse:  Gn>88e  Fixsterne, 
verinderlicbe  Sterne,  Nebelflecken  und  Sternhanf en,  Babnelemento 
der  groaeen  Planeten  (Sntnrnaringe),  der  Satelliten,  Asteroiden,  ilure 

Babnelcmente,  periodische  Kometen,  geographische  Positionen,  Ele- 
mente des  Erdmagnetismus  in  Oosterreicli,  normale  fUnftilgige  Tem- 
peraturraittol,  Jupiter  and  seine  Monde^  neue  Planeten  und  Kometen. 

H. 

Annnaire  ponr  l'an  1895,  pnbli^  par  le  bnrenn  des  longitades. 
Avec  des  notices  scientifiqnes.  Prix :  1  fr.  50  cP.  Paris,  Oanthier 
Villars  et  fila.   825  S. 

Commc  tous  Ics  ans  a  pareille  epoque  V  Anmianf  iln  liweau 
des  Lmgitndejt  vient  du  paraitre.  L'Auuuairo  pour  IBUö  reuferme 
unc  foule  de  rensoigncments  pratiques  nninis  dans  ce  petit  volumo 
pour  la  couimoditc  des  travailleurs.  Ou  y  trouve  cgalemcut  des 
articles  das  aux  savauts  Ics  plus  illustres  snr  les  Monnaies,  la  Sta- 
tist iquc,  la  G^graphio,  la  Mineralogie,  etc.,  eolin  les  Notiees  sni* 
vaiitee:  Zm  Ondes  ainiospherviu«»  lmuxkt$i  par  M.  Bonqnetde  la 
Grye.  —  Sur  U  Qmgria  gSodäique  4tlwtpruek{  par  H.  £.  Tisserand. 
—  L'ahtenahire  du  mont  Blanef  par  M.  J.  Janssen.  —  La  Photo- 
mitne  pkotöffnqphiei  par  M.  J.  Janssen.  —  Rt^port  mtr  Üb  pnpotition» 
dFvnifieatwn  äe$  jwn  aOranomq^  et  dnü;  par  M.  H.  Poincar^.  In- 
18  de  IV-1826  pagcs,  avec  2  Cartes  magn^tiqnes. 

Ganthier-Villars  et  fils. 
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bis  1699.  Leipzig,  B.  O.  Tenbner.  6  Mk. 
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pbytikal.  Gesellschaft  cq  Berlin.  44  Jabrg.  2.  Abtb.r  Pbysik  d. 
Aetbers.  Red.  Bich.  Börastein.  Brumschweig^  F.  Yieweg  A  Soba. 
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a.  Kometen.  IL  Tl.:  Die  empir.  Metbode.  Leipiig,  B.  O.Teabner. 
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Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  d.  Mathematik.   lirsg.  v.  Emil 
liEmpe,    23.  Bd.   Jahrg.  1891.   2.  Hft.   Berlin,  G.  Reimer.   9  Mk. 
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Czeruowitz,  H.  Pardiui.    50  Pf. 

Obcurauch,  Ferd.  Jos,  Monge,  der  Begründer  der  darstel- 
londeii  Geometrie  als  Wissenschaft.  Eine  mathematisch -histor* 
Stodie.    II.    Brünn,  Selbstverlag.    1  Mk. 

S  t e i n  w  c  1 1  c  r ,  F  ,  Kurzer  Abriss  der  Geschichie  düs  Rechenunter* 
ricbts ,  sowie  Bcschreibg.  der  wicbügäteu  Leliriuittei  iür  deiisclbeo. 
Leipzig,  Hirt  A  Sohn.  30  Pf. 

Melliede  ned  Prfaietptei. 

Hcinze  n.  Max  HUbner,  Methodik  dos  Rechnens.*  Lehrer- 
Aasg.  des  Eecheubaches  A.   Anh.  zum  4.  H/t.  f.  Schulen,  welche 
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m.  dieBem  Hefte  abscbliessen  wollen.  2.  Anfl.  Breslau,  F.  Goer^ 

lieh.    60  Pf. 

Nieden,  Kii«/  zur.  der  Beweis  iu  der  Geometrio.  Ein  Bei- 
trag zur  Reform  Ui  s  gcoiaet.  üiiternrhts.  Leipzig,  G.  Fock.  60  Pf. 

Presto  II,  S.,  üb.  das  ^'egensnii^e  Vli  liältuiss  ciuiger  zur  dyna- 
mischeu  Krkiuruug  der  Gruvilutiuu  aufgeätelltcu  Hypothesen.  Ebd. 
80  Pf. 

Bätbof,  Heiur.,  Theorie  u.  Praxis  des  Recbeaanterrichts.  Im 
Anschlass  ao  das  Uebungsboch  f.  mttndl.  a.  schriftl.  Rechnen  t.  H. 
Rftther  u.  P.  Wahl  bearb.  3.  (Schlass)  Teil.  (Die  Brachreohnnng  im 
Zusammenhange  o.  die  bttrgerl.  Rechnungsarten.)  Breslau,  E.  Hör« 
genstero.  3  Mk.  30  Pf. 

Reisbans,  Tb.,  snr  Parallel-Frage.  Beweis  des  Parallelen- 
Satzes  n.  dos  Satzes  v.  der  Winkcisuinme  im  Dreip(  ke  ohne  Hülfe 
irgend  e.  zweifelhaften  Axioms.  Stralsund,  Bremer's  B.  1  Mk. 

LehrbQcher. 

HolzmOllcr,  Gast.,  method.  Lehrbuch  der  Elementar- Mathe- 
matik  2.  T]  ,  f.  die  3  Obcrklassen  d.  höheren  Lehranstalten  be- 
bt im  nit,    Leiiizii,',  15.  G.  Teubuer.    Geb.  3  Mk. 

Kepetito  riiini,  kurzes,  der  iiöheren  Miitlicmalik.  IL  Tl.: 
Integralrechnung.   Wieu,  M.  Breiteusteiu    1  Mk.  10  Pf. 

Sammlungen. 

Bussler,  Fr.,  Mathcmat.  Uebungsbucb.  2  Tie.  Fttr  den  Ge- 
brauch flu  höh.  Lehranstalten.  Dresden,  L.  Eblermann.  Kart. 
2  Mk.  40  Pl. 

Eisner,  A.  u,  R.  Send  1er,  Uoilienhuili  f.  Lehrerseminare. 
Im  Aübchlusse  an  Dorus  liechcuhcfte  bearb.  Eesultate.  Breslao, 
H.  Uandfl.    75  Pf. 

Fenkuei  ,  Hugo,  Arithmet.  Aufgaben.  Unter  besond.  Bcrück- 
sicht.  V.  Anwendgn.  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie,  Physik  u. 
Cijeujie.  Für  den  mathem.  UntenicLt  au  höh.  Lehitiii^t.  bearb. 
Pensum  der  U.-Tertia,  O.-Tertia  a.  U.-Sekuuda  der  9  stuf.  bzw. 
der  Tertia,  Sekunda  n.  Prima  der  6  stuf.  Auitalten.  2,  Aufl.  Braun- 
schweig, 0.  Salle.  3,20  Mk.*,  geb.  2,60  Mk. 

Findeisen,  G.  F.,  Beispiele  n.  Aufgaben,  f.  den  Unterr.  im 
kanfm.  Rechnen  zum  Gebrauch  an  Handels-,  Industrie-,  Gewerbe-, 
Real-  n.  höheren  Bürgerschulen.  IL  Das  höh.  kanfm.  Rechnen. 
4.  Anfi.  V.  WUh.  Trenber.  Leipzig,  Hirt  &  Sohn.  Geb.  3  Mk. 

Fuss,  Kon r«,  Sammlung  v.  Aufgaben  z.  mAndlichen  u.  schrift- 
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liehen  Rechnen.  Für  Lehrer-  nud  Lehrerinnenbildungsanstalten, 
sowie  zum  Solbstttuterricht  bearb.  2.  Aofl.  Leipzig,  A.  Deichert 
Ncbf.   1  Mk. 

—  dasselbe.  Beaaltate  o.  Aodeatgn.  zur  Auliösg.  2,  Aufl.  Ebd. 

60  Pf. 

Geisa,  Gg..  Rechenbuch.  Methodisch  bearb.  Aufgabensammlg. 
f.  das  müudl.  u.  bchiütl.  Rechnen.  .5.  Hft.  Ausg.  A.  Für  höherü 
Lehranst,  Mittelschulen  u.  mehrklass.  Volksschaleo.  4.  Aufl.  Darm- 
•tadt,  £.  Zernin.  Kart.  60  Pf. 

Graf,  H.  G.,  geometrische  Uebungsaufgaben  in  schuigemässer 
Behaadlg.  Neuwied,  fleoser's  Ylg.  2  Hk  50  Pf. 

Hais,  Ed.,  Sammlung  v.  Beispielen  n.  Aofgaben  aus  der 
allgem.  AritfametilE  n.  Algebra.  In  systemat.  Folge  bearb.  f.  Gym- 
nasien, Bealscholen,  Gewerbeschulen  a.  gleichsteh.  Lehranstalten. 
Ansg.  f.  die  Schulen  Oesterreichs.  2.  Aufl.  Eoln,  M.  Du  Mont- 
Scbanberg    3  Mk. 

Hennecke,  Fr,  Aufgabenheft  f.  d.  Rechenunterricht  in  der 
Oberklasse  u.  dou  Seminarklassen  an  höh,  Mädchenschulen.  Mit  e. 
ausführl.  Tabelle  zur  Zinseszius-  a.  Bentenrechng.  Arnsberg,  Stahl 
60  Pf 

Ii  euer 's,  Kerd,  Üebungsbnch  f.  den  Kechenuutt  rricbt.  Ausg. 
C-  Uft.  4,  5,  0  u.  6^  Lehrerheft.  Bearb.  v.  K.  H.  L.  Magnus. 
Hannover,  C.  Meyer.    2  Mk.  25  Pf. 

—  dasselbe,  f.  Mädchenschuleu.  Ausg.  l).  Hft.  4,  5,  G  u.  ü'». 
Lehrerheft.   Ebd.    2  Mk.  25  I'f. 

Eleyer,  A.,  Aufgabensammlg.  12Cö.— 1307.  Uft.  Stuttgart, 
J.  Maier.  k  25  Pf. 

Eoenigbaner,  Joach.,  geometrische  Aufgaben  f.  Mittel- 
schulen u,  Lehrerbildungsanstalten.  Besnltate  u.  Lösungs-Andeutgu. 
8.  Aufl.  Begensburg,  J.  Habbel.  60  Pf. 

Lieb,  Seyffe/t  a.  Till  mann,  Bechenschnle,  Ausg.  f.  Lehrer. 
Hit  Ergebnissen,  method.  Ausftthrgn.  u  weiteren  Uebungsaui^beD. 
C.ö.  Nürnberg,  F.  Korn.    1  Mk.  50  Pf. 

Mflller,  £.  R.,  planimctrischo  Konstruktionsaufgaben,  nebst 
Anleitg.  zu  deren  Lösg.,  für  höh.  Schulen.  Method.  bcttrb.  $.  Aufl. 
Oldenburg,  G.  Stalling.    Kart.  1  Mk.  m  Pf. 

Roedcr,  Ilcrm.,  trigouomctr.  u.  stereometr.  Lehraufgaben  der 
Unter  Sekuuda.  Zum  Gebrauche  au  höh.  Lehranstalten  nach  den 
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bearbeitg  «J   Breslau,  F.  Hirt   öi)  Pf. 

Schellen,  H.,  Aufgaben  f.  den  Untcrr.  im  Rechnen.  2. Tl.  Für 
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kaufm.  Lehranst.  bearb.  7.  Aufl.  bearb.  v.  iL.  Lemkes.  Münster, 
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Schellen,  H.,  MaterialieD  f.  den  UataiT.  im  Rechnen  2.  Tl. 
Ein  Handb.  f.  Lehrer  o.  znr  Selbstbelohrg.  angeh.  Kanfleute,  sowie 

zum  Gebrauche  boim  Rcchcnnnterricht  in  den  mittlprfn  u.  oberen 
Klassen  an  Roalschulco,  Semiuarieu  u.  kaufm.  Lehranstalten.  5.  Aufl. 
bearb.  v.  II.  Lemkes.    Ebd.    3  Mk.  60  Pf  ;  geb.  4  Mk.  10  Pf. 

Stockoiayor,  Herrn  u  Gco  Thoniass,  Aufgaben  f.  den 
Rechenunterricbt  in  den  mutieren  Klassen  der  Gelehrtenscbnlen,  der 
llealschnlon  n.  verwandter  Lehranstalten.  1.  Bdchn. :  für  10 — 11- 
jährigc  Schaler  (IlL  Klasse.)  6.  Aufl.  Stuttgart,  A.  Büuz  ä  Co. 
Kart  m  Pf. 

Wolf,  F.  Chr.  a  6.  Röger,  Anfgabensammig.  f.  dM  mftndl. 
v.  sclirifkl.  Reduen  \n  der  Yolksichide.  Leipzig,  0.  R.  Beislaod. 
1  Hk.  50  Pf. 

Zfthn,  A.,  PrOfniiDgMafgabeii  fOr  das  Leluaint  der  Mathematik 
tt,  Physik  an  dea  kgi.  bsyerisclieu  humanistischen  u.  technischen 
Unterrichtsanstalten.  1873—1893.  Ansbach,  BrOgel  A  Sohn.  1  Mk. 
90  P£ 
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Alb  recht,  Tb.,  vierstellige  Logarithmentafel.  Ster.-Ansg.  Ldp- 
zig,  W.  Engelmann.  Kart  1  Mk.  20  Pf. 

Brem  ick  er,  C,  Tafeln  vierstelliger  Loi;^arithmen.  2.Anfl.  be- 
sorgt V.  A.  SalUns.  Berlin,  Weidmann.   60  Pf. 
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Brennor,  AnC,  der  Rechennaterriclit  in  der  Mittelklasse  der 
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Breuer,  Pet.  Jos.,  die  gemeinen  liOgarithmeii.  2.  Anfl.  I^eip- 
ng,  B.  G.  Teobner.  60  Pf. 
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Noodt,  Gnst  ,  arithni.  llaudbuch  f.  Lehrer  u.  Seminaristen. 
Ein  Leitfaden  f.  den  Kechenunterr.  au  Volks-  a.  Mitteischoien.  Berlin, 
G.  Grote.   2  Mk  50  Pf. 

Otto,  Aug.,  das  grüsstc  Problem  der  Rechenkunst  gelöst. 
Kationelle  u.  an  Einfachheit  unübortreübarc  Methode  zur  Auflusg.  v. 
numer.  Gleichgn.  belieb.  Grades.  Mit  Au|^.:  Eiu  ueucr  Satz  der 
Piauimetrie.  Der  mutmassl.  ScblQssel  znm  Halfatti'scbeu  Problem. 
Berlin,  G.  Priewe.  50  Pf. 

Paehbcrger,  Eman.,  e.  allgemeinere  Integration  der  Diife- 
rentialgleichnngen.  1.  Eft.  Wien,  Gerold's  Sohn.  1  Mk. 

Sehwarze's  B.,  Unterrichtsbriefe  des  gesamten  Becbnens.  3. 
Aufl.  neu  bearb.  t.  Tb.  Kolbe.  Berlin,  Lieberscbe  B.  8  Mk. 

Seeger,  H.,  Bemerkgn.  üb.  Abgrenzg.  u.  Verwertg.  des  Unter- 
richts in  den  Elementen  der  Infinitesimalrechng.  GOstrow,  Opitz 
A  Co.  50  Pf. 

—  Leitfaden  f.  den  arithmetischen  Unterricht  in  der  Prima  e. 
9  klassigen  Realschule.  1.  u.  2.  Tl.  Wismar,  Hinstorffs  Verl.  2  Mk. 

Stegemann.  M.,  Grundriss  der  Ditferential-  u.  lutcgralrech- 
rechnung.  II.  Thl:  lutegral-Rechng.  5.  Aufl.,  hrsg.  v,  Ludw.  Kie- 
pert.   Hannover,  Ilelwing'sche  V.    11  Mk.  50  Pf. 

Stroh,  Emil,  Theorie  der  Combiaanten  algebraischer  Formen. 
München,  M.  Kollerer.   1  Mk. 
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Studnicka,  Dr.  F.  J.,  neue  Lehrsätze,  Sammen  von  (Quadrat- 
zaLlen  bt  trifTtiid.    Prag,  F.  Rivnd«'.    20  Pf. 

Vicck,  Ldvvard  Buir  vou,  zur  Kcttciibrucliseutwickelung 
Lamd'scber  und  übulicber  Integrale.  Güttingen,  Vandenhooek  & 
Bnpredit.  8  Hk.  60  Pf. 

Zsigmondy,  E.,  ttb.  die  Anzahl  derjenigen  gaom  ganszahUgen 
Fnnctionen  ntcn  Grades  v.  x,  welche  in  Bezug  auf  e.  gegebenen 
Prioizahlmodnl  o.  vorgeschriebene  Anzahl  v.  Wurzeln  besitzen*  Wieoi 
F.  Tempaky.  30  Pf. 


Ueometrie« 

Brückner,  Max.  die  Elemente  der  vierdimeusionalen  Geome- 
trie m.  besond.  Berücksichtig,  d.  Pulytopc.  Zwickau,  Gebr.  Tboost 
2  Mk. 

i«  L-aux,  Ii.,  Leliibuch  der  ebenen  Plaaimetiio.  8.  Auti.  besorgt 
durcb  Fr.  Busch.   Paderborn,  F.  Schöningh.   2  Mk.  50  Pf, 

Pocke,  M.  u.  M.  Krasa,  Lohrb.  der  Geometrie  zum  Gebrauche 
an  Gymnasien,  Realgymnasien  u.  anderen  hdh.  Lehranstalten.  l.TI.: 
Planimetrie,  nebst  e.  Anh.  ab.  Koordinaten  u.  Kegelschnitte  sowie 

0.  Sammig.  v.  Aufgaben  u.  e.  systemat  Anleitg.  zu  ihrer  Lösg.  11. 
Aufl.  Mttnster,  Coppenratb'sche  B.  2  Hk.;  geb.  2  Mk.  40  Pf. 

Fort,  0.  u.  0.  Scblömilcb,  Lehrb.  der  analyt.  Geometrie. 

1.  Tl.  Analyt.  Geometrie  der  Ebene  v.  0.  Fort  6.  Aufl.  besorgt 
V.  R.  neger.   Leipzig,  B.  G.  Tenbner.   4  Mk. 

Ganter,  II.  u.  F.  Rudio,  die  Elemente  der  analyt  Geometrie 
der  Ebene.  Zum  Gebrifucb  an  höh.  Lehranstalten,  sowie  rum  Selbst- 
studium  dart^cstellt  u.  m.  zahlreichen  Uebuog&beispielen  versehen. 

2.  AuH.    Kli.l.    2  Mk.  40  Pf. 

Kücuig,  Max,  die  geometr.  Teilung  des  Winkels.  Mit  44 
Abbildgn.    B'  iiiti,  (i.  Siemens.    2  Mk. 

Mo«'uik,  Frz.,  Gconiptrischo  Anschauunt;sluiire  f.  Unter-Gym- 
nasien. 2.  Abtb.  (f.  die  3.  u.  4.  Klasse ).  Ib.  Aufl.  Vou  Frz.  Wal- 
lentin.  Wien,  C.  Gerold's  Sohn.   Geb.  1  Mk  30  Pf. 

Neve,  Jul.,  kleine  Geometrie  fttr  Volksschulen.  1.  Tl.  m,  vielen 
Konstrnktionsaufgaben  f.  die  Hand  der  Schfller.  2.  Aufl.  Berlin, 
M.  C.  Neve.  15  Pf. 

Schonte,  P.  H.,  BegelmSssige  Schnitte  u.  Projektionen  des 
Achtzelles,  Sechszehnzelles  u.  Vierundzwanzigzelles  im  Tierdimen* 
sionaJcn  Räume.  Amsterdam,  J.  Maller.  1  Mk. 

Schwering,  Karl  u.  Wilh.  Krimphoff,  Anfangsgründe  der 
ebenen  Geometrie.  Nach  den  neuen  Lehrplünen  bearb.  Freiburg 
i.  B.,  Herder's  Verlag.  1  Mk.  80  Pf.;  geb.  2  Mk.  15  Pf. 
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Slilion,  Max.  Geometrie  f.  höh,  BOrgerschuleu  (llealst-hulcü) 
D.  Lohrcr-Semiuarici].  Ein  mcthod.  LeitlaUeu  iu  heurist.  Darstellg. 
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Hertz,  Heinr.,  gesammelte  Werke.  III.  Bd.:  Die  Priiizipii-u 
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dea  Chmndatoner.Kataatenk  2.  Au9g.  Berlin,  R.  v.  Decker.  Geb. 
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Krüger,  E.  0.,  Die  Ilerstellg.  der  clcktrischeo  Glühlampe. 
Leipzig,  0.  Leiner.   3  Mk  ;  i^th.  3  Mk  50  Pf. 

Orff,  Carl  v.,  telcgraphische  LäugcubeBtimrauogcu  f.  die  kgl. 
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Halle,  Cr.  Scliwetschko.    1  Mk.  60  Pf. 
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mossg.  Uebers.  (nach  d.  2  französ.  Aufl.)  von  M.  Loeske.  Bautzen, 
£d.  Hühner.   7  Mk.;  geb.  7  Mk.  8)  Pf. 

Feldmann,  Clarcnce  Paul,  Wirkungsweise,  Prüfung  u.  Be- 
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1. 

üeber  i>ilierential-Gleicbungen  von  Eotations- 

und  JKegelääcbeB» 

Von 

Eduard  Dole^al, 

Frofetior  «n  dor  tccbniKben  Mittolichale  in  SarAjero. 


Vorrede. 

Die  vorliegende  Studie  ist  entstanden  aus  dem  Thema:  Wie 
beurteilt  man,  ob  eine  Fläche,  deren  Gleichung  in  Punkt-  oder 
Ebcncncoordinaten  vorliegt,  eine  Rotationsfläche,  wie,  ob  sie  ciiiö 
Regclfläche  sei?  Beispiele,  welc  he  dem  Autor  vom  Herrn  Professor 
an  der  k.  k.  technischen  Ilochscliulo  zu  Wien  Dr.  Jos.  Kolbe  als 
häusliche  i  rufaiigs.ii  bcit  zur  Eriaüguüg  der  Lehrbefähigung  für 
Mittelschulen  gegeben  wurden. 

Bei  der  AnsarbeitUDg  war  der  Verfasser  bestrebt,  womöglich 
eine  einheitliche  Ableitung  der  verschiedenen  Flächenfamilien  zu- 
sammenzustellen, ihre  Kriterien  auf  einheitlichem  Wol'C  zu  gewin- 
nen, und  durch  /.ahlreiche  Beispiclö  dia  einzelnen,  charakteristiprlicn 
Flächen  zu  beieachtcu  und  zu  zeigen,  wie  mau  bei  ihrer  Beurteiiuug 
vorgeht. 

B«!  BenaUang  von  Gedanken  fremder  Autoren  ecblon  sieh  der 
8«hrtiber  prindpiell  der  Diction  derselben  an,  um  Uar  ra  bleiben 
nnd  ihre  Gedanken  nnverfiUseht  zum  Audrocke  sn  bringen« 

Benntztc  Schriiteu  sind: 

1)  Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zn  r 
Wien. 

Aieli.  4. 1C*tk.  B.  Phys.  2.  B«ilia.  T.  XIV.  I 
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2)  Casopis  pro  pcstoväni'  matbematiky  a  fysiky  (Zeitschrift  ur 

Förderang  der  Mathematik  and  Physik).  Prag. 

3)  Cancby,  a)  Le^ons  snr  le  calcat  düförentiel. 

b)  Le^ons  sar  les  appIicatioDS  du  calcul  infioitesimal 
&  la  geometrie. 

c)  Exercicos  de  mathömatiqucs. 

4)  Darbonx,  Le^ons  snr  la  theorie  generale  des  surfaess  St  les 

applicatiODS  göom^triqaes  du  calcnl  infioitteimal. 

5)  Conrnot,  Theorie  der  Fanctionen. 

6)  Hesse,  Vorlesungeu  über  analytische  Geometrie  des  Raames. 

7)  Esch  er  ich,  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  des 

Banmes. 

Würde  die  vorliegende  Studie  ihren  Zweck,  nämlich  angolien(!en 
Mathematikern  beim  Studmra  des  beliutidelton,  interessanten  Gebirt<»s 
der  Mathematik  ein  Behelf  zu  sein,  erfüllen,  Uann  wäre  des  Autors 
Absicht  erreicht  und  seine  Mühe  vollauf  belohut. 

SanyeTO,  im  Januar  1894. 

Der  Verfasser. 


Einleitung. 
Darstellung  and  Jc^itstehnng  der  Flfteben. 

Bestimmen  z  als  Coordinaten  die  Lage  eines  Punktes  im 

Ranmc^  so  führt  ein  jeder  mathematischo  oder  cniinrische  Zusam- 
menbang zwischen  den  V  tiräuderiicheu      ^,  2,  der  uilgtuieiu  durch 

F{p,  |f,  c)  -  0 

ausgedrückt  wird,  auf  die  Construction  einer  Fläche.  Allein  die  so 
constrnirte  Fläche  wird  im  allgomeinen  nicht  geometrisch  bestimmt 
sein,  and  es  kommt  jetzt  nicht  bloss  mehr  daranf  an,  analytische 
Begriife  rftnmlich  darzostellen,  sondern  die  Analysis  anf  die  Theotie 
der  Ansdehnnng  anzuwenden,  was  gestattet,  nnr  jene  Flftehen  m 
betrachten,  die  durch  geometrische  Eigenschaf  ken  eharaklerisirt  sind. 

Zuweilen  lässt  sich  die  geoinetrischf'  [»("linition  einer  krnmmen 
Fläche  unmittelbar  durch  die  Gleicliung  /.wischen  ihren  veränder- 
lichen Coordinaten  ausdrücken,   öo  stellt  z.  B.  die  Gleichung 


üigiiized  by  Google 


Mm  Rolali»n§'  ut»d  Rtgel/lärJttn, 


3 


unmittelbar  das  geometrische  Merkmal  dar,  wodurch  man  die  Ober- 
fläche einer  Kugul  definiren  kann,  nämlich,  dass  alle  ihre  Punkte 
von  einem  andern  Punkte,  welcher  hier  zum  Aufangspunkt  der  Ck)or- 
dinaten  gewählt  ist,  gleich  weit  entfernt  sind. 

Aber  gewöhnlicher  besteht  die  geometrische  Definition  einer 
Fläche  in  der  Angabe  des  Gesetzes  der  Beschreibung  derselben 
durch  eine  Linie,  welche  sich  im  Räume  mit  oder  ohne  Aendorung 
ihrer  Form  bewegt,  durch  die  Ani^^abe  dos  Gesetzes,  nach  welchem 
sich  eine  Fläche  von  bekannten  Eigenschafteu  im  Kaume  mit  Aende- 
ruug  ihrer  Lage  uud  i:  onn  bewegt 

So  ist  z.  B.  die  Olterfiftche  des  in  den  Elementen  der  Geometrie 
betrachteten  geraden  KreisJiegels  die  Fläche,  die  durch  eine  gerade 
Linie  beschrieben  wird,  die  bostilndig  dnrch  einen  fixen  Punkt  geht 
und  sich  so  bewegt,  dass  sie  mit  einer  andern  durch  denselben 
Punkt  gehenden,  geraden  Linie  einen  constanten  Winkel  bildet. 
Kan  könnte  sich  die  Kegelflächen  aber  auch  als  durch  einen  Kreis 
beschrieben  denken,  dessen  Mittelpnukt  sich  auf  der  Achse  des 
Kegels  fortbewegt,  indem  seine  Ebcuc  stets  auf  dieser  Arhse  senk- 
recht bleibt,  und  sein  veränderlicher  Halbmesser  der  Entfernung  der 
Spitze  des  Kegels  von  dem  Mittelpunkte  des  beweglichen  Kreises 
projX'rtional  ist.  Ebenso  einfach  kann  man  sich  den  Kegel  entstan- 
den denken  als  Umhüllte  einer  Ebene,  die  stets  durch  denselben 
Paukt,  die  Spitze,  hindurchgeht  uud  beständig  taugireud  bleibt  an 
einen  iireia,  dessen  Ebeuu  zur  Achse  des  Kegels  senkrecht  steht. 

Aach  durch  Bewegung  einer  zweiten  Fläche  z,  B.  einer  Kugel- 
fläche,  kann  die  betrachtete  Kegelfläche  entstehen,  wenn  die  Kugel 
mit  variabelem  Halbmesser  auf  der  Achse  des  Kegels  sich  bewegt 
und  schliesslich  in  der  Spitze  desselben  in  eine  Kogel  mit  dem  lia- 
dins  null  übergeht. 

Dieses  fhhrt  uns  auf  die  Einteilung  der  Flächen  in  Familien 
nach  den  verschiedenen  Analogien,  welche  ihre  fieschreibungsart 
darbietet 

f^s  ist  klar,  dass  die  Beurteilung,  ob  eine  vorliegende  Fläche 
zu  dieser  oder  jener  Familie  geli5rt,  analytisch  anf  die  verschiedenste 
Art  erfolgen  kann.  Hier  fuhrl  eine  eiufacliu  Lübcrlcgung  zum  er- 
wtlnschten  /i(  n  ,  dort  eine  reifere  ErwÄguug  der  obwaltenden  Ver- 
hältnisse. iJoch  das  Resultat  dieser  Untersuchong ,  das  Kriterium 
der  betreffenden  Fläche,  oder  analytisch  ausgedruckt,  die  partieUo 
Differentialgleichung,  bleibt  immer  dieselbe. 
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In  den  mathomatischen  Publicationcu  üiidcn  wir,  dass  bpi  der 
Ableituug  solch  r  Kriterien  auch  uicbt  für  oine  einzige  Familie 
von  Fläcbcn  ein  einheitlicher  Ausgangspunkt  fixirt,  sondern  dass  für 
jede  Flächenart  ein  spccieller  Gang  eingeschlagen  wurde. 

In  der  folgenden  Abhandlung  versuchen  wir,  einen  allgemeinst 
möglichen  Idecng.ang  bei  der  Ableitung  der  Kriterien  für  die  ein- 
zelnen Flachen familion  einzuhalten,  so  dass  dann,  nachdem  die  ein- 
schränkenden Bedingungon  rinc^cföbrt  worden  sind,  für  jede  spocicllo 
F]ii(  he  die  ailgemeine  Methode  zur  Anweudoog  gebracht  werden 
kaofl. 

L  TeU. 

Behandlung  des  Thema  in  Punktcoordinaten. 

$  X.    Allgemeine  Themie  der  «hoc/»  Bewegung  vm  Linien  entttanäene» 

Flächen.*) 

Die  Gleichungen  einer  Linie  enthalten  in  der  Regel  neben  den 
veränderlichen  Coordinatcn  aurli  ndci»  andere  Grössen,  rarcunoter 
genannt,  welche  teils  die  Lage,  teils  die  Gestalt  und  Grösse  der 
charakteristischen  Curvc  festsetzen.  Solange  wir  es  mit  einer  be- 
stimmten Linie  in  einer  bestimmten  Lage  za  tun  haben,  sind  die 
Parameter  als  constante  Grossen  zn  betrachten,  sie  hdren  jedoch  a«f 
letztere  zu  sein,  sobald  Lage  and  Gestalt  der  Linie  einer  Aendemng 
nnterworfen  werden,  ein  Fall,  der  in  der  Tat  eintritt,  wenn  wir  die 
Yoranssetzang  machen,  dne  dnrch  ihre  Gleichnng  gegebene  Corre 
bewege  sich  mit  oder  ohne  Aendemng  ihrer  Gestalt  nnd  Grösse  im 
Ranme. 

Soll  jedoch  diese  13ewet,'unj?  den  Charakter  einer  gcsetzmässigon 
an  sich  tragen,  so  müssen  unter,  den  veränderlichen  rarametorn 
derartige  Relationen  bestehen,  dass  mit  der  Bestimmung  eines  der- 
selben ancb  alle  übrigen  ge^^eben  sind,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass 
sich  alle  Parameter  als  Fnnctionen  eines  derselben,  den  wir  den 
absolnt  verftnderlicfaea  nennen  wollen,  darstellen  lassen;  ist  daher 
(n+l)  die  Anzahl  dieser  Parameter,  so  müssen,  damit  die  obige 
Forderung  erfiUlt  werde,  n  Bedtngnngsgleichnngen  anter  denselben 
besteben. 


E.  Blaicki  »TJeber  die  partiellen  Diflercntial-Gleichungcn  der  durch 
Bewegung  tob  Linien  entstandenen  Flachen*.  Kail.  Akademie  der  Wi«$en<- 
idinfieD.  Wien  1S65. 
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Ffigt  man  za  dieaeo  noch  die  zwei  Gleichungen  der  sich  be- 
wegenden Garve  binza,  so  ist  das  Flrgebniss  der  £Mmination  der 
(n-|-l)  Parameter  aus  den  (n-|-2)  Gleicbangen  der  analytische  Aus- 
druck für  die  durch  die  Bewegang  der  Curve  im  Baume  entstandene 
Fl&cbe. 

Allein  nicht  selten  ist  das  Bewegongsgesetz  der  erzeugenden 
Curve  ein  so  allgemeines,  dass  sich  aas  demselben  die  zur  Fest- 
setzung aller  veränderlichen  Parameter  als  Functionen  eines  der 
selben  notwendige  Anzahl  von  Bedinguugsgleidiungen  nicht  ableiten 
Ifisst,  sondern  es  müssen  jene  Parameter,  welche  iu  diesem  Fallo  unbe- 
stimmt bleiben,  als  willkürliche  Functionen  des  absolut  Veränder- 
lichen angesehen  werden  in  der  Weise,  dass,  wenn  wir  diesen  mit  o 
jene  mit  a,,  .  .  .  a„  bezeichnen,  mithin  die  Gleichungen  der  er* 
zeugenden  Cnrve  unter  der  Form: 

fi  (^5  y>  2,  «I,  «2, .  .  .  ou)  =  0 
/« (*»  y» ».  «1»  «a»  •  •  • ««)  —.0 
oder,  kurz  bezeichnet, 

gcschriebcu  werden  küuueu,  die  Kelationcu 
bestehen. 

Darunter  könnten  auch,  fialls  die  Bewegung  docb  ^nigen  Be- 
dingungen unterworfen  wftre,  irgend  welche  bestimmte  Functionen 
sein. 

Die  eben  .ueinaeliteii  Annahmen  haben  zur  unmittelbaren  Folge, 
dass  die  Gleiehuiig  der  erzeugten  Fläche,  als  Ergebuiss  der  Elimi- 
nation aller  veründerlichen  Parameter  aus  den  Gleichungen  der  er- 
zeugendeu  Curve,  ebenfalls  willkürliche  Tunctionen  in  sicii  schliesst, 
zu  deren  Besoitii/nnj; .  wenn  üherhauitt  eine,  sulchc  angestrebt  uird, 
es  notwendig'  ist,  aus  diu  Gleichungen  der  erzeu^uüden  Curve  un- 
mittelbar die  erforderliche  Anzahl  neuer  Relationen  abzuleiteu.  Ein 
Mittel  hierzu  bietet  uns  die  wiederholte  Differentiation  der  Gleichung 
der  erzeugenden  Curve  nach  «  und  y  als  Grundverftnderlicbe,  wobei, 
da  der  analytische  Ausdruck  der  erzeugten  Flftche  keinen  verftnder- 
lichen  Parameter  enthalten  darf,  nebst  «  auch  a  und  mit  ihm  «x« 
Of  ,  .  .  «1«  als  Functionen  jener  Grössen  anzusehen  sind. 

Canehy  bat  sich  im  III.  Jahrgange  der  ..Kxercicos  de  mathe- 
matitiucs"  pag.  38  eiugehcnfl  mit  diesem  Gegenstände  befasst;  er 
bemerkt  au  jeuer  Stelle,  dass  bei  einer  sulcheu  iJiäercutiatiou  nicht 
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nur  die  partiellen  DiffereDtialqnotienten  höherer  Ordowiir  von  « 
Da€h  «  UDd  y,  sondern  wegen  2)  aneh  die  venehiedenen  Ableitungen 
Ton  «1,  ot«  «8  •  •  ^  '°  eliminirende  Grossen 

auftreten,  und,  indem  er  die  DÜFerentiation  solange  fortsetzt,  bia 
die  Anzahl  der  gewonnenen  Glcichangen  grös<;cr  wird  als  die  der 
zu  diminixenden  Grössen,  gelangt  er  zu  dem  Eraebnissc,  dass  im 
allgemeinen  fflr  n  willkürliche  Fanctioncn  der  betrefieoden  auch  n 
partielle  Differentialgleicbangen  der  (2n^l)ten  Ordnung  reprftsentirt 
werden. 

Wenn  sich  auch  nicht  verkennen  losst,  dass  Canchy  durch  einen 
derartigen  Vorgang  nur  die  grösstmOgliche  Ordnungszahl  der  ge- 
suchten Differentialgleichung  bestimmen  wollte,  so  Iftsst  sich  doch, 
wenn  man  auf  das  Wesen  der  diesfälligcn  Eliminationsgleichuageu 
etwas  näher  eiii^'rlit,  leicht  zeigen,  dass  diese  obere  Grenze  zu  hoch 
gegriffen  und  auf  die  Zahl  n  zu  beschr&nlcen  sei. 

Um  dies  darzulan,  wollen  wir  die  Ordnungszahl  der  DifTerentiaU 
gieichoDg  der  erzeugten  Flftche  auf  Grandlsge  dnes  bestimmten 
EliminationsTerfahrens  zu  ermitteln  trachten. 

Da  zufolge  der  Gleichung  2)  die  G](  Ichung  1)  bloss  als  Func- 
tion von     jf, «  und  <t  betrachtet  werden  kann,  so  differentiiren  wir 

so,  dass  wir  zuerst  partiell  difFerentiiren  nach  x  und  y,  wobei  z  als 
abhängig  VerändcTlichc  und  a  als  CoTistanfo,  sodann  a  als  Yariabelo 
und  X,  jft  M  als  Coostaute  angescboa  werden: 

oder 

<//,  ^  /W/A     a,-,  Sa  ^      Mf,)  ^      ?«  ^ , 

dx       \äxj      Ca  Cx  \dx  /      ca  ox 

tiy     \*fy  J  *  da  dg       '    \difj^  da  09 
Bf  Bf 

Eliminirt  man  hieraus  ^J,       so  folgt: 

Ba  Bf^  <Vs 
dx     cx  dx 

Ba  "  f  B/<t 

By     cy  Bu 
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Dem  eben  bescbriebenon  Yorgango  zufolge  enthalten  die  letston 
zwei  Teile  der  vorBteheodeii  Gieicfaaog  allerdings  die  ersten  Ab- 
Irltangen  des  a  nach  x  und  jr,  Aber  nicht  jene  von  a  nach  diesen 
Veränderlichen  oder  jene  von  a^,  .  .  ,  On  nach  «.  Kürz  bei  der 
BildiiDg  der  JDifferentialgleicbong: 

dx  dx 
dy  dy 

ist  keine  weitere  zu  elimiiiircnde  Grösse  in  uuserer  Rechnung  ein- 

getreleü.   Die  Gleichung  hat  die  Form: 

<te  dy  dx 

oder,  führen  wir  ein  Qjmbol  ein: 

Dieses  wieder  partiell  nach  «  nnd  y  differentiirt,  erhalten  wir: 

da  df^ 
cx  dx 
da  "  df-i 
dy  tly 

Mit  ßttcksicht  aa(  3)  auch 

80      4f|      d/i  df^ 

dx      dx       dx   dx 

da  —  dfy  ~  rfjTt  ~  ö/s 
dy      dy       dy  dy 

Die  Vcrbindnnp  des  dritten  TpTies  mit  dem  letzten  liefert  eine 
Diffcreutialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  aber  wiederum  keine 
neuen,  .u  elimiiiireuden  Grössen  ausser  den  in  1)  vorkommenden 
cuthält  uud  durch 

)^      0  charakterisirt  sein  mag. 
In  der  gegebenen  Weise  fertfnbrend,  folgt: 

dfi     df^     rf/j  rf/Hü 

ilr        dr       dx  dx 

dfj  ^  d/^  "  dfs  =  -  •  •  =  «Wj+l  *^ 

dy       4y      dy  dy 

wobei  allgemciu: 
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dat    dy        äjf     dz  ' 

in  welcher  p-Cq  —  l  dcfioirt  wird,  seine  Teile  eutlialtcn,  vom 
zweiten  aiigcfaugcn,  der  Reihe  nach  immer  höhere  Differentialquo- 
ticnten  des  «  nach  x  aod  y  in  der  Weise ,  dMs  im  letzton  Teile 
nebst  andero  solche  von  der  »ten  Ordnung  erscheinen  und  allgemein 

2^»  *'  •  •  •  d;c^« 

Die  Verbindung  des  Systems  4)  und  1)  ermöglicbt  die  Elimination 
von  (n-|-l)  Parametern,  und  das  Krgebniss  dieser  Operation  ist  eine 
partielle  DifTerentialgleicbuiig  iler  erzeugten  Flftcbe,  deren  Ordnungs- 
zahl die  Urösse  n  nicht  überschreitet 


{  3.   Abteilung  der  durch  Bevrefpiug  riner  Geratlen  mtstandenm  l^ädten, 

Begelfiächm, 

In  vollster  Allgcineinbeit  läBst  sich  wol  die  Gerade  als  Schnitt 
zweier  Ebenen 

£|  .  .  . /j  =  41  «-f-A  y^tf  =  0  1 

JE?,.  .  .  Ä  =  «i*4-*il'-i-*^i»+<'a  —  ö  I 

darstellen.  Die  Glrichuiif^i'n  enthalten  acht  ^^illkiuiicho  l'aranu'fcr, 
und  trotzdem  wir  l  die  resultirende  partiiliu  Dlütrontiulgleichung 
nicht  von  der  siebenten,  sondern  von  der  dritten  Ordnung. 

Bilde  mau  nach  dem  allgemeinen  Verfahren: 


df,  ,      6*2  ,    df^      ,    ,  Bz 


df. 


hieraoB  die  Eelation  3)  der  vorigen  Kummer: 

.    B»        *  B» 

Seist  man  nnn 
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SO  gebt  die  Gleichung  3),  auf  uull  redacirt,  über  in 

,,  ,    5«  2« 

Differeotiirt  man  die  Gleichaog  partiell  nach  «  and     so  ei^tbt  sich 

fix  8ä*  3jc 


Der  Qaotient 


gebt  Aber  Id 


a*2 

3x  By 

=  Ä  3') 


somit 


a*Ä      a«e  a«= 


Wegen  der  Gleichung  3)  ist  aacb 


-''*8»ay»'^**ay« 

oder  geordnet: 

3*8       a'-        a^z  a'~ 

Die  Elimiaatioo  dea  A  ans  5)  und  7)  liefert  die  geeachte  Diffcreu- 
tialgleichong,  die  offenbar  von  der  dritten  Ordnung  Ist. 

Dieses  Kesaltat  wird  uns  übrigens  nicht  befremden,  wenn  wir 
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erwägen ,  dMB  das  GleichnngsBystom  1 )  dareh  das  allerdtogs  nicht 
mehr  so  allgemeine 

y— •«+^  \ 

ym  -|-d  7 

ersetzt  werden  kann,  das  nur  vier  willkürlicho  Parameter  enthält, 
dessen  Benutzung  mithin  in  der  Tat  auf  rinr»  pnrtiello  Difierenüal- 
glekbang  von  höchsteus  dritter  ürduaog  fuhren  iuLun. 

Als  Beispiel  zur  ailgemeiuen  Hegelflächo  wollen  wir  behandeln: 


Das  einschalige  Hyperboloid. 


Seine  Gleichung  in  Panktcoordinaten  ist: 

X*       V*  <* 

und  es  soll  untersucht  werden,  ob  diese  Gleichung  dorn  Kriterium 
für  Regelflächen  genügt.  BiffereuUiren  wir  die  Gleich.  1)  partiell 
nach  X  und  y,  so  folgt: 


ebenso 


dz  X  \ 


Die  zweiten  Diffcrentialquotieuteu  gebildet: 

oder  mit  Zuhilfenahme  von  1) 

bx*  "  a*b* 

analog 
und 

dx  hy  ~  a*  4* 

Berechnet  man  auch  die  dritten  partiellen  Üitforeutialqaotieaten: 
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Bx^dif      a*  b*  ^ 
analog  auch: 

Die  Bedingungsgleichnnir  für  Mllgemeiue  RegelflÄcben  folgt  darch 
ElimiuatioQ  vou  h  aas  deu  zwei  Gleichuogea: 

f;-2i^  +  *.f;=o  8) 


3) 


Werden  die  berechneten  Werte  eingesetzt,  so  reanltirt: 

W  -     +  2*ry  +       -  ««)]  =  0  2') 


—  [2a V—  6«(x»— a«)]xÄ«  -  c»)yA«]  =  0  3') 

Da  sich  nnn  die  Qleichoog  'd*)  auch  schreiben  Jäast  in  der  Form: 

-  W  -     + 2A«y + k*ix^  -  o«)]  [6««»  -  a Vj  =  0 

worin  der  erste,  in  der  Klammer  sfohende  Factor  2')  ist,  so  folgt, 
dass  die  durch  Elimination  vüü  h  aus  2'^  uod  3')  sich  ergebende 
Gleichung  befriedigt  sein  wird. 

Das  einscbalige  Hyperboloid  ist  somit  eine  Regelflftehe. 


I  3.    Reffelfiächen  mä  einer  BidttgeradM. 

Die  ganze  Botrachtang  wird  Tereinfacht,  wenn  wir  die  Rieh- 
tangsgerade  als  die  s-Achso  anooLmen  und,  nm  couform  mit  der 
allgemeinen  AbJcitnog  der  Unienflächen  so  sein,  die  £rzengende  als 
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Schnitt  zweier  Ebenen  uud  Eo  auffassen,  wo  A',  oino  allge- 
meine Lage  besitzt,  während  E^,  um  als  Schnittlinie  i-iue  die  c-Achse 
schneidende  Gerado  zu  geben,  durch  die  s-Achse  selbst  geht. 

Die  Ebenen  haben  die  Gleicbongen: 

£,  .  .  .  fi  =^  ar-\-htj-^  cz— i  ^  0  l) 
iS^  .  .  .  /"t  Sjc-i-Ay  —  ü  2) 

wobei  X  von  0  veracbieden  sein  mnss. 

Bestimmt  mau 


sowie 


- 1  I 


so  wird  der  Quotient 


oder  noch 


Differentürt  ergibt  sich^ 


nnd  hieraus 


04;  dy 


8^  _0^»_ 


1  .1*'  _  X 


nach  Vorhergehendem  aber  auch 


3) 


4) 


5) 
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Un  die  willkftrliehd  GrAne  1  wefaofldnffeo,  bedOrfeii  wir  keiner 
höheren  partielioi  DiffeientialgleicbaQg,  denn  ans  2) -folgt: 

l  -  —  -  9) 

y 

Diesen  Wert.for  A  in  die  Gleicbang  8)  gesetst,  erhatten  wir: 

oder  Aach  mit  der  abgekürzten  Bezeiehnnng: 

als  die  bekfinntr  partielle  Differentialgleichaag  der  B^elflftchen  mit 
einer  Eiciitgeradea. 

Bekpiele. 
1}  Eine  Begelflftehe. 

Diese  FISehe  entsteht  dnrcb  die  Bewegung  einer  Oeraden  CD, 
deren  Endpunkt  C  auf  einer  Geraden  AB  in  der  xy  Ebene  und  der 
zweite  D  aaf  der  s  Achse  am  gleiche,  dem  Drehangswinkel  pro- 
portionale Strecken  fortgleitet 

Die  Gleicbuog  ücr  Fläche  ergibt  sich  leicht.  Stelle  man  die 
GteichoDg  der  Geraden  DC  auf 

qp'    PP'  j 

OC      ÖD  " 

wobei  sind 

_  ah  l'x^-fv^ 

'         #z  -f-  ay 

wenn  «  nnd  b  die  Abscbaitte  bedeaten,  welche  die  Oerade  AB  aaf 
der  9  bshw.  y  Achse  bildet 

Dies  eingesotst  In  der  Gt^dinag  der  Goraden,  resaltir  die 
flftchengleichnng  in  der  Form: 

oder  auch 
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Die  aicbtigkeit  dieser  Gleicfaung  ieacbtet  ein ,  wenn  man  dioidbe 
discotirt 

Fflr  y  «->  0  ist  »  —  0  d.  h.  die  ursprüngliche  Lage  der  Erzeu- 
genden iat  die  «  Achte. 


Für  5  —  0  wird 


^  -j-*  —  A.»  =  0 


die  Gleicliaog  der  Geraden  JL 
Far    s  0  folgt 

b 

eiue  Gerade,  nafiilicii  die  Erzeugende  in  der  jfz  Ebene. 

Die  Beorteituiii?,  ob  die  vorliegende  Fläche  dem  Kriteriooi  der 
Begelflftchen  mit  einer  Eichtgeradeo,  nftmüch 


!*     —       -L.  1_  «I»   


genügt  oder  nicht,  isana  erfolgen: 

1)  Dnreb  Snbstitation  der  berechneten  partielten  Diffurential- 
qootienten  in  die  BedingongsgieichoDg,  oder  aber 

2)  Durch  directe  Ableitung  der  chrakteristischeu  Difforcntial- 
gleicbuug  des  Kriteriums  ans  der  Gleichung  der  Fläche 
selbst. 

Wir  wollen  vorerst  den  Weg  Anschlagen,  wo  wir  darch  Snb- 
stitotion  der  partiellen  Differentialqnotienten  in  die  Bedingungs- 
gleichang  unsere  Flftcbe  erproben. 

Schreiben  wir  die  Flftohe  in  der  Form: 
und  bilden  die  partiellen  Differentialqnotienten 


A  JtarctÄ^  /■ 


2) 
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V  ~  U   i    /  (i*-hf*)* 

Mnltiplicirt  man  die  Gleidivogen  9)  d«r  Baibe  nach  mit  «*,  2ic|r, 
9*  and  addirt,  so  retnltirt  identisch  nnll,  ein  Zeichen»  daes  der  Be« 
dingnngsgleichaDg 

genttgt  wird,  d.  h*  die  anteiaachte  Fiftche  ist  eine  BegelflAche  mit 
einer  Bicbtnngagenden. 

Anch  dttfdi  dlreete  Ableitang  dei  Eriterinmi  ane  der  Gleichung 
der  FJftche  können  wir  in  naserer  Fiflche  eine  Linienflftehe  mit 
einer  Biehtongsgeraden  erlcennen. 

Die  Gleichung  der  Fl&che  ist: 
Differentüren  wir  partiell  nach  «  nnd  y,  dann  kommt: 

&  -  -  .""^  *«  W  +  U + »  ~  V  ^H-"? 

Mnlliplidrt  man  mit  x  bshw.  y  die  erste  und  sweite  Gieiebnng  des 
Systems  S)  nnd  addirt,  so  folgt: 

als  partielle  Differential gleicbang  der  Fläche.  Düferentürt  man  weiter 
partieli  nach  «  nnd  y,  so  ergiebt  sich: 

J!?_ 

a.,       a«,     8.         agarctgl  + 


2) 
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Multiplicjit  man  die  erste  Gleichung  des  Systems  mit  x,  die  zweite 
mit     addirt  beide,  8ü  resultirt: 


ö|-_ 


ßarctg ^  .  (a:  +  2/)      a  ßarctg    .     -f  y*)  1 

— h  — n  


Hit  Rficksicbt  aaf  die  firttheren  GleiehaDgea  redacirt  Bich  die  61^- 
chiing  5)  auf 

8*2  dh  a*c 

die  partielle  Differeutialgieichung  der  Regelflächeu  mit  einer  Rieht- 
geradeu. 

2)  Elliptische  Schranbenfläche. 

Diese  FIAche  entsteht,  wenn  sich  eine  Oerade  derart  bewegt, 
dass  ein  Endpunkt  derselben  auf  einer  Ellipse,  der  andere  auf  einer 
Geraden  fortgleitet,  um  Strecken  die  proportional  dem  Drehnngs- 
winkel  sind. 

Nimmt  man  die  Ellipse  in  der  xy  Ebene  an  ACß  .  .  .  ,  die 

z  Achse  als  Richtuugsgerado,  so  wird  die  Gcra'if  ÜA  aus  ihrer  ur- 
sprüuglichen  Lajjc  in  eine  andere  CD  gelangen.  Nach  dem  Eat- 
stebungsgesetze  ist 

ÄC  ''CD     k  .t 

Die  Gleichnnpf  der  Flüche  ergibt  sich  nun  ganz  einfach.  Stellt 
man  die  Gleichung  üer  Geraden  DC  auf 


OP'  .  PP' 

80  ist 


O  C  OD 


OP'  =yx''-^y\  ri"  -  z 
OC-^f  -  ^    ~  ,  OD-^kt 


Dies  substituirt  in  1),  folgt: 


oder  auch: 


^  +  f '  +  _  J  1 

-r  -r 

Irarctg' 
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als  Gieichang  der  FUche. 
Wird  s  —  0,  so  iit 

^,  +  »^-1-0 

die  Oleichang  der  Ellipie  in  der  Ebene, 

y  M  0,  so  iit  «    0  die  Gleicbneg  der  «  Ackae. 
« 0^  10  iet 

Die  Torliegende  Fläche  wird  za  oiuer  Krcisschraabeofläche,  wenn 
b  =  a  wird.  Die  Gieichang  derselben  ist  dann: 

(y»^-i-^*-a)  i:arctgf +  0»  -  0  3} 

m 

und  dieee  wollen  wir  nllier  aotersaehen. 


tiöet  nun  die  Gleiduing  der  Fl&obe  4ecii  m  auf,  also: 

»-;(«-y^HFy>*«rctg^  4) 
und  bildet  die  partiellen  Diffcrentialqtiotientea 

.      «   i        y  y_ 


5) 


mnltipHcirt  dann  mit  r  die  erste,  mit  y  die  zweite  Gleiebang  dee 
Systems  und  addirt,  so  ergibt  sieb 

als  die  partielle  i^ifferenlialgleichung  der  Ereissebranbenfl&cbe. 
Berechne  man  die  iweiten  partiellen  Düdreatialqootie^^ 

Areb.  d.  lf«th.  o.  Phys.  2.  Reih»,  T.  XIT  9 
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-  i  I  arc 


7} 


Die  erste  Gleicbaog  dieses  Systems  mit  die  zweite  mit  y 
moltiplicirt  nad  ftddirt,  folgt: 


8) 


+  5  ^J- 


Mit  Berücksichtigung  der  früherea  Gleicbuogea  redadrt  sich  die 
Torhergehe&de  aof 


9) 


eioe  partielle  Diffcrpnlialgleichunt!,  welche  wir  als  das  Kriterium  fQr 
Regelflächen  mit  oiner  Hichtgeradon  erhalten  haben.  Die  Kreis- 
ichraobeofi&cbe  ist  somit  eioe  EegelHäche  mit  einer  iiichtgeraden. 


3)  Scharfe  SchravbeoflAche. 

Diese  Regelfläche  wird  erzeugt,  iudem  eine  Gerade  AB  sich 
derart  bewegt,  dass  dieselbe  mit  der  «  Achse  eiueu  ronsLanten  Winkel 
«'  bildet  and  auf  der  »  Achse  um  Strecken  fortgleitet  ,  die  direct 
proportional  siud  deut  Drebuogswinkel  t. 

Stillt  nan  die  Gleichiing  der  Geraden  O  in  Segnentonform 
wttL  80  hat  nan : 

OF'  ,  PP' 


Nan  ist 


OC  ^  OD 
OP'  —  y«*  4-  =  (a-i-ib<)tgj 


Diese  Warte  eingitelzt  gibt: 
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welche  Gleichuog  die  Form  annimmt: 

nnd  die  Gleichung  der  scharfen  ScbraubeuiidcLc  darstellt. 

Um  zu  ontersnchen,  m  welcher  Art  der  Regclflächeo  die  ahge« 
leitete  Fläche  gehört .  woUeD  wir  durch  directe  AUeitang  inr  cha- 
rakterifitiflchen  Üiffereutialgleichang  gelangen.  . 

Wir  gehen  von  der  Gleichung  der  Fl&che^  aofgeiOtt  nach  ani: 
»  —  («+*arctg^)  -y«*-|-y«cott  3) 
DSiienBtiirt  man  partiell  nach  m  nnd  y,  so  kmnmt: 


df  -H  (x^  -1-  y*)M.  * 


4) 


Ifaltipliciri  man  hzhw.  mit  m  nnd  y  nnd  addirt,  so  folgt  die  DUfo- 
rentialgleichnng  der  Fl&che: 

*^+!f%-     +       «ot -  0  5) 
DifTerentiirt  man  weiter  nach  m  nnd  y,  so  folgt : 


6) 


Wird  die  erste  Gleichung  dieses  Systems  mit  die  zweite  mit 
y  molUplicirt  nnd  dann  addirt,  eo  folgt: 

•  3«»  ,  „  .    ^d*z,     dz       Bz  ^. 

—  (««  f  y«)»'»COt»  =  0 
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Berücksichtigt  man  jedoch  die  ürühereo  Gkiciiaogeo,  so  geht  die 
TorhATgehende  Qleichang  über  in 

das  Kriterium  der  KegelÜächen  mit  einer  Richtgeraden. 

Die  Bchirfe  Scbnabeoflftche  ist  alio  eine  Begelflftche  mit  einer 
Bjfihtgendra. 


§  i.  '  Eegelfiächat  mit  einer  hichieUne. 


Diese  Art  der  Begelfläcbee  wird  erzeogt  durch  eine  Gerade,  die 
wlhrend  ihrer  Bewegung  stets  so  einer  Ebene  pertllel  bleibt ,  die 
wir  Leitebene  nennen. 

Nehmen  wir  als  Leitebene  die  «y  Ebene  an,  und  die  Enengende 
s^  wieder  als  Schnittlinie  zweier  Ebenen  betrachtet,  und  zwar  einer 
Ebene  in  beliebiger  Lage,  nnd  einer  andern,  die  parallel  aar  Leit- 
oder Bichtebene  ist 

Es  seien  nnn  die  beiden  Ebenen 

Bg.  .  .ff  =  B^l  —  0  2) 
Bildet  man  wieder: 


3) 


dx 

dz 

dy 

dx 

dy 

h  ) 

Ans  3)  nnd  4)  folgt: 


oder  Tereinfacht: 


4) 
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die  0 

Es  wird  also 

Differeutürt,  folgt: 

« 


6) 


7) 


Der  Quotient  gebildet  gibt: 

de .  d|r  **d^ 

oder 

9  "  I  A 

d««       6  d«  .  cy  +  W  V** 

Hierin  den  Wert  ans  6}  snbstitoirt: 

W~  W  Vdy/dr.dy  +  W  d?"*' 


d«2  /a8\« 
de* 


Fahrt  man  die  gebranchlicbe,  abgekttrzte  Bezeicbnnog  dn,  ao  ergibt 

sich; 

die  bekannte,  partielle  Differentialgleidiniqs  der  RegeUMcfaen  mit 
einer  Bichtebene,  als  das  Kriteriom  derselben. 


Beispiele. 

1)  Eine  windscbiefe  Fl&cbe. 

Eine  Gerade  G  bewege  sich  anf  zwei  Ellipsen,  wovon  die  eine 
fr,  in  der  yz  Ebene  liegt,  die  andere  in  einer  zu  dieser  paral- 
lelen Ebene  in  der  Eutferiiuug  60  d&ss  diese  Erzeageude  stets 
parallel  bleibt  zur  ary  Ebene. 

Znr  Gleicbang  der  Flache  gelangen  vir  anf  folgende  Weise: 
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Aus  den  zwei  ähnlichen  Dreiecken  ABJ''  und  ACD  ergibt  sich 

die  Prupurtiüü: 

IC:C2»->  Aß  ;  BP' 
Fuhrt  mao  die  Werte  ein: 

p     ^     «  ' 

die  Grössen  m  und  n  sind  wegzuschaffen.  Af|  und  J#f  sind  Pankte 
der  Leitellipsen i  fOr  dieselben  gelten: 

Hieraus 

Für  ^  —  ^  ergibt  sich : 

ond  in  1)  snbstitnirt«  folgt: 
Setst  man 

a  —  « 
— —  —  c 
P 

so  ergibt  sieb  dip  Gleichung  der  Fläche: 

Wollen  wir  nnn  in  EOne  die  lUchtigkeit  anserer  Formel  prüfen. 

Für  c     0,  folgt 

die  Gleichung  der  Geraden  G^. 

Für  y  —  0,  folgt 
die  Gerade  Gr 


Für  '  =  0,  ist 


die  Gleichung  der  EUipte  f^,  die  in  der  y»  Ebene  liegt 
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Fflr  ist 

dies  will  nichts  auderes  sagen  als,  dass  ein  beliebiger  Schnitt  pA- 
lallel  m  fs  Ebene  gefttbrt,  eine  Ellipie  str  Sdinlttfigiir  mit  der 
Fliebe  bat. 

Itt  o  «-  o,  80  folgt: 

Die  resitltire&de  Fläche  iit  ein  elliptischer  Cylioder. 

Wenn    —  o,  so  geht  die  Gleicbsng  der  Flftche  Aber  in 

einen  Xreiseylinder. 

Und  wird  endlieh 
§o  erhalten  wir 

die  Oleichnng  des  „Coin  eonlqne^  Ton  Wallis. 

Nun  wollen  wir  prüfen,  ob  die  Gleicbnng  d(?r  P'lacho  dem  Kri- 
terinm  der  KegelflAoheo  mit  emer  Ricbtebene  genügt,  nämlich ; 

—  2fpq  -J-  Ip«  =  0 

oder  ob  wir  durch  ents]irechcnde  Operationen  aus  der  Fliichenglei- 
chnng  zu  dieser  charakteristischen  Differentialgleichung  gelangen 
können. 

Die  Oleichnng  der  Fliehe  sei; 

«t  y^—M^  -i-bj^-a  y =0  2) 

Bilde  man; 


cl         n  —  cx 

Knn  ist 
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^  (a  —  er)« 

Htoraas  folgt  die  Differeotialgleidmiig  der  Flfiche: 


3) 


Ssr      p  — H — , 


DifferentUit  man  partiell  nach  x  und     so  erhalten  wir: 

^  i  y^a  _  «s:  dz 


8«c  a«  a«s  dz 


6) 


( 


0 


Moltiplicirt  mau  jede  der  GloichuDgen  des  Systems  mit  ^ 
bzhw.  ond  Bobtrabirt,  so  folgt: 

oder 

r2«-.2<p5  +  <3*  —  0  7) 

ein  Resultat,  das  nbercisstimmt  mit  dem  Eriteriom  fftr  Begelfläclieii 
mit  oincr  Ricbtebene,  somit  ist  die  nntersncbte  Flftehe  tob 
derselbeo  Art 


2)  Coin  conique  von  Wallis. 
Seine  Gleicbang  ist: 

(a*>«*)«s-6*^S3sO  1) 
Bilde  man  die  partiellen  Differentialqvotienteo: 
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Durch  DiTlsioo  ergibt  sich: 


9 


8) 


8) 


als  partiolle  Differeotwlgleicliniig  der  FUtebe. 
Differentiirt  num  noehmalSt  also: 


a»2 


(?;)■ 


ar  a«s  _  Bz 
a«".  ay  ~  Bx  bx .    ,  i  ^ 


4) 


führt  den  Wert  Ton  —    aas  der  Gleichung  3)  eiu,  so  erbÄlt  mau : 


djf  Bx'^     tx  dx  .  c!f 


dz 

+  a.x-ö 
ajf 


S  y  dx  .  dx  dx  .  dii  1 

 ^-4--  -  0 


6) 


Moltiplidrt  man  die  erste  des  Torhergehenden  Systems  mit  ^ ,  die 

zweite  mit  ^  und  subtrahirt,  so  ergibt  sich: 
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all  das  Kriterium  der  Regeltlächon  mit  einer  Hichtebeae. 

Goin  coDique  von  Wallis  ist  also  eine  Regclfl&che  mit  einer 
Biebtebene. 

§  5.   RegellUichm  mä  einer  HitäUebene  und  Bkhtserode. 

Dieie  Art  der  Regelflftcheo,  welche  tnch  Konoidfliehen  genannt 
werden,  werden  von  einer  beweglichen  Geraden  erzengt,  welche  steta 
eine  feste  Gerade  achneidet  nnd  dabei  parallel  bleibt  an  einer  featen 
Ebene^  Biehtebone. 

Dio  feste  Gerade,  Leitgerade,  sei  dio  «  Achse,  die  Leitebene 
die  Qtif  Ebene. 

Die  Erzeugende  O  betrachten  wir  auch  hier  ala  den  Schnitt 
zweier  Ebenen,  ntolich: 


^1 

Bilde  man  nach  der  allgemeinen  Methode: 
dx  ^ 

Hieranz  ergibt  sich: 


oder 

Der  Wert  fflr  X  ist 


ix  " 

dx 

de 

dy  - 

dz 

1 

k 

0 

2) 


8) 


4) 


y 


Naclt  der  Substitution  hat  man  die  Gleichung 

CZ  CZ 

oder 
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«51  +  ^3  —  0  6) 

welche  die  charakteristische  Differentialglekhuigf  das  Kriteriiim,  der 
KegeiflftchoD  mit  eliier  Bicbtebt De  bildet 


Beispiele. 

1)  Die  erste  Hochheim'sche  Flftcbe. 

Im  56.  Bande  des  „ArcbiY  der  Hatbematik  and  Physik**  von 
Gmnert  bebandelt  Hocbbeim  ^ne  windschiefe  Flftcbe,  deren  £nt- 
stebnng  die  folgende  ist: 

Ein  parabolischer  CjUader 

wird  voa  einer  Ebene  ^  c  iu  einer  Parabel  geseiinittcn.  Gleitet 
naa  eine  Gerade,  die  stets  durch  die  «  Achse  nnd  parallel  zar  ry 
Ebene  bleiben  möge,  auf  der  Schnittparabel  fort,  so  wird  der  geome- 
trische Ort  der  verschiedenen  Lagen  dieser  Geraden  eine  windschiefe 
Fläche  sein,  dt-ren  Gleichung  einfach  erhalten  werdeu  kann. 

Es  sei  CB  die  Lage  der  Erzeugenden,  OB'  ihre  Frojection,  M 
ein  Punkt  auf  derselben,  also  ein  Punkt  der  Fläche,  M'  dessen 
Frojection.  Ftlr  als  einen  Paukt  der  Schnittparabel,  besteht  die 
GleichoAg: 

»*  -  p  'i  1) 

wenn 

OÄ*  —  § 

und  p  den  Parameter  darstellt.  Aus  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke 
OM'D  and  OB'A'  folgt  die  Proportion: 


2 


AoB  1)  für  'i  den  Wert  gesetzt,  ergibt  sich 
oder 

X  —  Myjß  3) 

die  Gleiebmig  der  windschiefen  Fl&cbe. 

Ans  der  Entstehang  der  Flftcbe  ist  ans  bekannt ,  dass  dieselbe 
«ine  Bicbtungsgerade  nnd  eine  Bicbtnngsebene  besitzt.  Sie  mnss 
also  der  ebarakteristiscben  Differentialgleichniig  jeder  diesar  Art 
der  Begelflfteben  genfigen,  sowie  die  partielle  Differeotialgleicbang 
der  Konoidflftcben  befriedigeta. 
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£s  müssen  also  criuiU  werden  die  Glcicbnogon: 

rg« — 2«j9g+ <p*  =  0  II 

Die  Gleichang  der  Fl&chc,  nach    aaffolöst,  ist; 

Bilde  man 


die         2  iä>« 


2) 


Knltiplicirt  man  die  erste  dieser  Oleichaogen  mit  «r,  die  zweite  mit 
y  und  addirt,  so  folgt: 

die  Bedingnngegleicliaiig  lür  Eonoidflftchen. 

Set/t  luau  (liebestimmten,  particllcu  UiftVrcutiaiiiuotienten  in 
das  ivnlenum  lur  KoiioidÜücbeu,  so  ergibt  sich: 

wat  die  bebandelte  Fläche  als  Konoidfläcbe  kennzeichnet: 
Bestimmen  wir  die  zweiten  Diffcrentialquotientcn: 
6«*   1 

är".         "  4iW  ^ 

^In  die  Bedingongegleicbiiogen  II  nnd  III  snbstitnirt,  werden  dieselben 
'identiach  erfilllL  In  der  Tat  wird  I: 

aber  aiieb  die  Gleichung  II,  wenn  man 'noch  bestimmt: 
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1 


gibt: 


 1  Ste  «  


=  0  8) 


Die  liochheim'sche  Fläche  genügt  alsu  deii  Kriterien  der  drei 
behandelten  Arten  von  Rcgelfl&chen,  sie  ist  somit  eine  Ucgelfläche 
mit  eintr  Ricbtgeradon,  einer  Biebtebe&e,  folglicli  sadi  eine  Eoneid- 
fläcbe. 

In  derselben  oben  angcführtün  Zeitschrift  leitet  Hochheim  eine 
anf  ähnliche  Weise  entstehende,  windschiefe  Fläche  ab,  wir  wollen 
tie  nennen 

2)  Die  zweite  HocIiheim*8€]ie  FUche. 

Auf  emer  Parabel,  die  sich  als  Schnitt  der  £bene  c  =  c  eines 
parabolischen  Cylinders 

y*  =  f» 

ergibt,  gleitet  eine  gerade  Linie  derart,  dass  dieselbe  stets  durch 
die  «  Achse  geht  and  mit  der  jnt  £bene  parallel  bleibt. 

Ihre  Gleiehnng  eigibt  lidi  ohne  jedwede  CompUeAtion,  wie  die- 
selbe Hochheim  tatiftcblich  analOhrt 

AC  sei  die  Lage  einer  Erzeagenden,  M  ein  Punkt  der  Fläche 
mit  den  Coordinaten  %\  A  ein  Punkt  der  Schnittparabel ,  der 
befriedigt  wird  durch 

^^P»  1) 

wobei  9  der  Parameter  und 

19  -  A'B' 

ist  Ans  der  Aehnlicbkeit  der  Dreiecice  OM'D  and  OA*Jr  folgt: 

y  n 

hienas 
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und  subitituirt 
oder 

Gleichang  der  Fläche. 


p  m 

.  =  J<g  8) 


Wie  wir  wissen,  besitzt  die  behandelte  Fläche  eine  Richtgerade 

nnd  eine  Richtebeno,  sie  ist  ein  Konoid.  Kim  wollen  wir  nnter- 
Bucbon,  f)b  die  FlücheogUichaDg  aach  den  Kriterien  dieaer  Fi&chen- 
arteu  genügt. 


Wir  IMea  die  Oleieha&g  nach  «  aof 
BDd  berechaen  die  pertiellen  Differentialqaotieateii 


hm  c> 


5) 


Moltiplicirt  man  die  ersto  mit  die  zweite  mit  9  and  addirt 
qeide,  so  ergib  sich: 

dag  ünterium  iür  Koauidtiäcben. 

Sabstituirt  man  die  berechneten  Differentialqaotienten  in  die 
partielle  liiffereotialgleichiing  der  Konoide,  ao  folgt  die  Identität: 

ein  Zeichen,  dass  unsere  Fläche  ein  Konoid  ist 
Bereehnen  wir  die  sweiton  DifferentialqvoiieBten: 


8) 
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Qod  flnbstitüircn  dieselben  in  die  Bediogangif^eiehiing  fttr  BQgrt- 
flftchen  mit  einer  Bichtgeradeo,  folgt : 

waa  liniere  Flftebe  als  eine  aolclie  von  der  genannten  Eigenaehcft 
eharakteriairt 

BeBÜjniaeD  wir  die  Werte: 

a2\  fB:\  4j#y 


und  •etzen  dieaelben  in  die  Oleidinng: 
ao  folgt: 

^"i?  ■?  if-  +  -55  5?^-^ 

ein  Zeichen,  das8  die  Fiftche  eine  windachiefe  iat  nnd  eine  Bicht- 
ebene  besitzt. 

Die  zweite  Hechheim'sobe  Fläche  ist  alao  ein  Konoid,  baaiCxt 
eine  Bichtgerade  ond  Biebtebene. 


3)  Flacbe  Scbranbenflftche. 

Nnn  wollen  wir  die  belcannto  Gleichang  dieier  Fl&che  achreiben 
in  der  Form: 

f«"0arctg^  1) 

Die  partiellen  Dififereatialquouenten  dieser  Fläche  sind: 


Bm  y 

8) 
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Maltiplicireu  wir  L>2hw.  mit  x  und  y  die  GleichuugGa  und  Addicea, 
so  folgt: 

die  BodiogangsgleichoBg  für  Konoide. 
Bildet  man  den  QnotienteD 

^  ' 

und  differentürt,  so  kommt: 

dz     d^z        ö»  B^z 

.   Bm  Bz  ^ 

MaltipUcirt  man  rospectivo  mit  ^  and  subtraiiirt,  so  ergibt 
sich: 

Bx^  [dy)       Bx  By  ex  .  a^/  +  a.v«  \By)  "  ^  ^) 
das  Eriteriam  für  BegelflAcben  mit  einer  Ricbtebene. 


Geht  man  Ton  der  Gleichang  2)  ans  uüd  UiflereQtiirt  von  neuem 
partiell  nach  »  and  «,  io  folgt: 

B*z       _  2yar 


Molüplieizt  man  bshw.  mit     2xy  and     and  addirt,  so  folgt: 

rx*-}-2sxy-\-ty*  —  0 
das  Kriteriam  der  Regeitiache  mit  einer  Kicutgeraden. 

Die  flache  Schraubenflftche  ist  somit  ein  Konoid,  eine  Bsgel- 
fische  mit  einer  Ricbtungsgeradea  und  einer 
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Die  CyliuJerflachen  sind  jene  Art  von  Regeiaächen,  bei  welchen 
die  Erzeugende  suts  parallel  bleibt  einer  andern  Geraden.  Die  er- 
wngonden  Ebenen  müssen  sich  daher  in  einer  Geraden  von  der 
Gleidiiiiig: 

sehneidflB»  was  dadurch  eneicht  wird,  dass  nan  schreibt: 

^.  .  •/iS«B+^— ((n»+^>i— (alt +«/S)»0  ) 
^  .  .  .  /i  3  «i»+*iy-(«i»+*t«i)»-(«i«i+ij/»)  =  0  i 

wobei  noch  zn  bemerken  wäre,  dass  wir  die  Grteie  ab^^a^h  von 
nall  verschieden  w&hlen  kAniiea. 

Bilden  wir  nach  der  allgemeinen  Theorie 

dat  dx 
4r  d9 


oder 


a  -  (om  4-       gl      a,  —  (Oj  »-f  «) 

also : 

— «jH-(ai«»  f^in)*  ^  +(ai»-f-6n)a,  ^  —  (ai»4-6i»)(a,TO-f-ii«}  -  0 
Bedücirt,  ergibt  sich: 

4-[(fl*»+i»)öi  —  (aim4-  i^«j<ij  ~  <»  a^h  —  aÄ„ 

oder  auch; 

und  schliesslich: 

Arck.  4.  Uatli.  n.  Phj».  2.  lleih«,  T.  XIV.  « 
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dz  ,  dt 

m 

oder 


trtp-|-m/  "  1 

die  bekaoiite  partielle  Differeatialgleichuag  der  Cyliaderflächeu. 


§  7.  KBgdßäehm. 

Für  solche  Flächen  gelten  diosolben  Betrachtunften,  wie  filr  die 
Cyliodcrflächen.    Soll   iler  Sclu-itcl  dos  Kcffols  der  Punkt 

sein,  so  müssen  die  Gleichungea  der  blrzeogeodoii  hcissen: 

flflii  *- m(»  — ^)  ^ 

oder  auch: 


10 


Die  reBultiroude  Gleichung  muss  oücuüar  dieselbe  sein,  wie  früliort 
n&mlich: 

NBA  folgt  aber  m  1) : 


n  =   


3> 


somit  geht  die  Gleichnng  2)  ttber  in 

weleliea  die  belukiiiite  Gleicbang  der  Tangentiaiebene  ist. 


§  8     Allgemeine  Theorie  der  durch  Hewerjung  ton  veränderlichen 
Mächen  enmandenen  Flächenfamüien.  *) 

Bewegt  sich  eine  Fläche  von  bekannter  Eigenschaft  im  Räume 
derart,  dass  sie  nach  gegebenem  Gesetze  ihre  Lage  und  Form  an> 
dert,  so  i<^t  mit  ihr  aUgemein  eine  nene  Fläche  verbanden,  welche 

*)  G.  BUiek:  „Casopis  pro  pcstov&nf  matb.  a  fjsiky"  II.  p.  167. 
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die  erste  in  jeder  Lage  tangirt,  und  welche  wir  die  T^mhülluags- 
flÄche  nennen.  Diese  umfasst  die  Durchschnitte  der  fortschreitenden 
Lagen  der  sich  bewegenden  Fläche,  man  kaan  sie  somit  als  das  £r- 
zeo^isB  der  bewegUchea  Fläche  ansehen. 

IKe  Lage  uDd  Form  der  Flicbe  wird  liesttmmt  darch  constante 
Grossen,  Parameter,  welche  in  der  Gleicbnug  der  Fläche  erschei- 
nen. Soll  non  die  Bewegung  der  Fläche  and  die  Aenderang  Ihrer 
Gestalt  ansgedrflckt  werden,  so  ist  es  nötig,  diese  Parameter  als 
▼ariaUe  Grossen  «afsnfossen;  so  s,  B.  drttclct  die  Gleichung 

eiue  Kugel  mit  dem  UadiUa  r  aus,  deren  MiLlcipunkt  die  Coordinateu 
ttfbf  c  hat 

Bie  Bewegnng  ond  Aendemng  der  Form  der  Kogel  wird  allge* 
mein  aosgedrflekt  dnrch  die  Aendemng  der  Grossen  a,    e  nnd  r. 

Soll  nnn  zwischen  der  Bewegnng  und  Aendemng  ein  bestimmtes 
Gesetz  herrschen,  so  kann  man  den  Parametern  nicht  von  einander 
nnabhftngige  Werte  geben,  sondern  durch  die  besondere  Bestimmung 

des  Wertes  des  einen  Parameters  müssen  wir  auf  die  Werte  des 
andern  kommen,  d.  h  enthält  die  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 
(n-f-l)  variabele  Parameter,  so  müssen  zwischen  ihnen  n  Bedin- 
gnngsgleichungen  existiren.  Drücken  wir  nun  mittelst  dieser  Glei- 
chungen 7»  Parameter  aus,  die  abhängig  variabel  sind  von  einem 
Parameter,  der  uaabhängig  variabel  ist,  und  der  a  heissen  mag,  80 
kann  man  die  bewegliehe    lache  lu  der  Form  schreiben: 

/(»,     «,  a)  »  0  oder  ^-0  1) 

Die  benachbarte  Fläche  wird  ausgedruckt  durch  den  Uebergang 
der  Grossen  a  in  a-f^,  wobei  d  onendUch  Uein  ist 

Die  Gieichang  der  Fläche  in  neuer  Lage  ist: 

''V(«.  f.  ».  «+d)  -  0  2) 

Die  Vereinigung  beider  t  lacticn  bodentot  eine  Curve,  die  Cha- 
rakteristik, in  welcher  sich  die  zwei  benachbarten  Lathen  der  Fläche 
schneiden,  deren  geometrischer  Ort  nach  dem  Vorhergehenden  die 
IJmhüüuugstiäche  ist  Die  Gleichung  dieser  Fläche  erhalten  wir 
durch  Elimination  des  Parameters  a  aus  den  beiden  letzten  Glei- 
chungen. Die  Gleichung  dieser  Charakteristik  lässt  sich  auch  auä- 
druckuu  durch 

3» 
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'=0 fix,      a,  a-^9)—f{Xyy,  «,_a) 


d.  h.  dareh  die  Gldchang  1)  und 

3/(x.      z,  g) 

hl 


so  dass  dir  Bo«;timmuDg  der  UmhQUungsflächo  beruht  aaf  der  EUou- 
natioa  dea  Parameters  a  aos  dea  Gleichaogea: 


Die  Bcweguog  der  Fläche  scheint  aber  in  mancheu  Fällen  [i:i\]z 
allgemein,  so  daas  es  nicht  möglich  ist,  aus  derselbnu  die  nötigo 
Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  rürametern  zu 
finden.  Dann  bleibt  nichts  anderes  übrig,  um  die  Gesetzmässigkeit 
der  Beweguug  au/udeuten,  als  die  fehleuden  Bcdinguugsglcichungea 
dadurch  zu  ersetzen,  dass  wir  die  aubestimmtcn  Parameter  als  belie* 
bige  Fnnctionen  des  einzigen,  nnabbftugig  variabelen  anseben. 

Sind  nun  oj,  .  .  .  on  anbeaümmte  Parameter,  dana  ist  nötig 
eiozuftthren: 


wobei  ?  eine  beliebige  Functiou  bezeichnet. 

Die  notwendige  Folge  hiervon  ist,  dass  anch  die  Oldcknng  der 
UaibflUangsflAche  beliebige  Functionen  entb&lt;  wollen  wir  aber  diese 
beseitigen,  so  ist  es  nöUg  aus  1)  und  2)  neue  Gleicbungen  abzuleiten, 
die  zur  Elimination  von  n  Parametern  dienen 

Als  Mittel  Liezu  leistet  uns  gute  Dienste  die  partielle  Diffe- 
rentiation der  Gleichung  1)  nach  x  und  bei  der,  weil  iu  der 
Oieicbuug  der  Umbflltnugsflftcbe  die  Ordsse  a  nicht  erscheinen  darf, 
neben  n  anch  der  Parameter  a  als  Function  der  Grtisse  »  und  y  be- 
trachtet wird* 

■  Im  folgenden  wollen  wir  nun  zeigen,  auf  welche,  wol  kürzeste 
Art,  die  71  IJedinguimsu^l.  leliuugen  7.nm  Zwecke  der  iüimiuation  der 
»  Parameter  bestimmt  werden  i^guueu. 

Die  Differentiation  nach  «  und  9  fiftbrea  wir  derart  durch,  dass 
im  Anfange  nur  «  als  abhängig  Variabele,  a  als  Constante,  dann  a 

als  abhängig  Variabele,  tr,  z  aber  als  Constante  angesehen  wird. 
Mach  belcannten  Sfttzen  der  Differentialrechnung  folgt: 


1') 
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0 


Bf  Ba 

mt  Rflcksicbt  auf  2';  ist 


A/A  Bf 
\dj  ^  da 


df  Ba 

dz 


3) 


-0 


Z-'  I 

und  >  4) 


Benatzen  wir  die  angodeutetc  Art  der  Differentiation,  so  er- 
halten wir,  dass  dieso  Ausdrücke  nebca  don  ursprünglich  Va- 
riabelen  z  und  den  Parametern  n.  a^,  oj .  .  .  nur  erste  Dif* 
ferentiAlquotienten  nach  x  und  jf  enthalten. 

Sehidbeik  wjr  weiter: 

6) 

and  gehen  wir  mit  nnd  ff  gerade  80  vor,  wie  mit  so  erbaiten 
wir: 

dft  .dfj  ^  ^  Q  _  B/^  da  ^  ^ 

\  6) 

Eliminiren  wir  die  Grössen  und  ^J' ans  den  vier  Gleichungen, 
80  finden  wir: 


7) 


Ba 

dsxt 

Durch  Vereinigung  der  letzten  swei  Gleichungen 

W/,  dfy      df^  dfy 


dx    dtj        dy    dx  ^ 
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irclchc  Diffcrr-iitialgleicbang  zweiter  OrdDong  togedevtet  werden 
soll  durch  das  Symbol 

lodern  wir  mit  derBell»eii  ▼erittareD  wie  mit  der  GleicbuDg  5), 
finden  wir  weiter: 

^  dx 
0a  ^3 

welebe,  mit  Gleicbvng  7)  vereinigt,  gibt: 


10) 


Die  Terbindnng  des  zweiten  nnd  dritten  Teiles  mit  dem  letzten 
gibt  wieder  eine  Differentialgleichong  nnd  zwar  der  dritten  Ordnung 

welebe  wir  symbolisch  mit 

beseicbnen*  Fnhren  wir  in  der  angedeuteten  Art  fort,  so  gelangen 
wir  zn  einer  n  gliederigen  Oleiehnng: 


da 

dx 

dx 

8x 

da 

5" 

dx 

dx 

St 

2y 

dl, 

12) 


worin  allgemein 

ist  nnd  p  <  g  —  1,  wobei  ^  >  2  ist. 

Man  erkennt  deutlich  als  eine  Diiferentialc^eichnng  der 
(g— l)ten  Ordnung. 

Die  Verbinduug  der  Gleichunccn  1')  nnd  2')  gibt  uus  (u-{~2) 
Gleiehuiigcii.  aus  denen  i  arametiT  elinüuirt  werden  können. 

Das  Endresultat  ist  otienbar  eine  Differentialgleichung  /<ter  Ordnung. 

Die  Fl&che  also,  welche  als  Umhallende  der  erzeugenden  Flftche 
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ersduiiit  md  (n-|-l)  TArialMle  Partmeter  «Dtbftlt,  lisst  sich  somit 
immer  durch  dne  partielle  DliforeotialgleiGliung  nter  Ordniug  ansr 
drucken. 

Nun  wollen  wir  die  allgeraeiDC  Theorie  auf  specielle  Fiäcben- 
üuuüien  auweaden.  Vor  allem  imtersuchen  wir  die 


§  a.    Abtßkkdbwm  FUtAm, 

Diese  erscheinea  als  Umhftllende  einer  beweglicben  Ebene, 
wekhe  die  £rseogende  eathftlt 

Die  allgemeiuo  Gleicbuug  der  Ebene  ist; 

Dieselbe  nmfasst  vier  Parameter,  aus  welchen  sich  stets  einer  durch 
Division  eliininiren  lässf.    Die  Ditt'ercntialffleichoiig  ilcr  abwickel- 
baren Flächen  darf  alssu  die  zweite  Ordnung  uiclit  übersteijjen.  Tat- 
sillcblich  finden  wir,  indem  wir  nach  der  vorgegaugcucu ,  aligemci 
nea  Theorie  bilden: 


Berechne  mau  ferner: 

and  bUdc  nach  dem  aiigeiueiueu  Verfahren: 

dx  dx      ^  Bx  .  Bif 

'^ds .  By      dy  dy' 


2) 


3J 


4) 


woraus  sich  die  resnltirende  Gleichang  ergibt: 
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welche  omIi  der  altiekOntui  Beidehnug  von  Ctvebr  afeetiefat  in 

als  die  belnn&t0,  partielle  DlffereDtialgleicliiiDg  der  abiftckel^areii 
Fliehen. 

Beliflele. 

1)  Der  elliptische  Kegel. 


ACB  tei  eia  Teü  der  eUiptiMlieB  Utlinie,  C8  eim 
Fttr  den  Flichenpankt  M  mit  den  Coofdinaten  «,  y,    anf  der  6e< 
raden  C8  gelegen,  besteht  die  Belation: 


Nnn  ist 


OAf'      MM'  ^  ^ 


1) 


nnd  die  Gleichung  1)  geht  Ober  in: 


0(7  ««e- 


OC  ^  ü 


 7b  

oder  nach  einfhcher  ümformnng  resnltirt: 

die  Gleichung  des  elliptischen  Kegels. 


Um  feststellen  xn  kdoDen,  ob  die  ebgeleitete  Flache  eine  ab- 
wickelbare ist,  berechnen  wir: 


dz 


CZ 


er 


<'>j 


QoadrireD  uud  addireu  wir,  so  folgt: 
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a]8  partieUe  DifferentitlgleiclinBg  der  Fl&che. 
Ton  neoem  dfüBrentÜrt: 

ergibt  aicii  fttr  die  zweiten  DiffereDtialgaotieateo: 


6) 


a*»  a*    a«  d*z 

di*      6«  a« 


f 

\ 


6) 


Die  beiden  Oleichoogen  mit  eioander  muItipUcirt,  folgt 

a»s  a«2     a«3  ^ 

dM  Kriterimn  Ar  abwiekelbtre  Flftchen. 

Die  uuLersucbte  Fluche,  der  elliptische  Kegel,  ist  also  ab- 
widielbar. 

2)  Astroidaifläche. 

Biet  ist  jene  I^ftobe,  welche  dadurch  erzeugt  wird,  das«  eine 
Ebene  sich  derart  bewegt,  daes  die  Längen  ihrer  Sporen,  s.  B. 
swischen  der  und  x;  Achse  constant  bleiben.  Die  Sporen  mfleien 
also  Tangenten  sein  an  eine  Astroide. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Fl&che,  und  legt  man  durch  denselben  eine 
Ebene  parallel  anr  sft  Goordinatenebene,  so  ergibt  sich  als  Schnitt- 
ligur  das  Dreieelc  DBF, 


Die  Gleichung  der  Geraden  FE  ist: 

DF'^  DE 
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Non  ist  aber: 

P'D  -  DF~  «  — a;*i3)« 

In  die  Gleichong  1)  8iib«titoirt,  folgt  > 

oder 

als  die  Gleicbuiig  der  AstroidaldÄche . 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Oleiobong  kaon  mui  sich  llber- 
xeagon,  wenn  man  dieselbe  discntirt 

Ist  «  »  0,  6ü  wird 

die  Gleichun<^  jener  Gcradcu,  die  sich  als  ScliDitt  der  Flüche  mit 
der  y»  Ebcue  ergibt. 

Für  «  —  0  folgt 

die  Oleichang  der  Astroide  in  der  oyEbene.  A^, 
Wird  y  SS  0  gesetst,  so  ergibt  sich: 

die  Gleichaug  der  Astroide  in  der  m  Ebene.  A^. 

Um  ZQ  nntersnchen,  ob  die  Astroidalflache  eine  abwickelbare 
ist,  gehen  wir,  wie  folgt,  vor. 

Es  sei 

die  Gleicbuog  der  Fläche. 

Berechnet  man  die  i»artiellen  Differentialqnotienten: 
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and  substituirt  diestlheu  in  dio  cbaraktcristiscbe,  partielle  DiffercD- 
tialgleicboDg  der  abwickelbaren  Fläcbou 

80  sieht  man,  dass  dieselbe  ideutiscb  erfüllt  wird«  Pie  Astroidal- 
fl&cbo  ist  also  eioe  abwickelbare  Fläche. 


d)  ExpoBentiftlfl&oh«. 

Unter  diesem  Namen  soll  jene  Fläche  Terstaoden  werden,  deren 
£Dtstehniig  durch  folgendes  gegeben  ist: 

Die  Tj«een  der  emngenden  Ebenen  sollen  stets  in  der  ^  Ebene 
sowie  XM  Ebene  eine  Exponentiallinie  ombAllen: 

Wählt  man  einen  Pnokt  P,  dorch  welchen  man  eine  Ebene 
s.  B.  ptrallel  znr  Ebene  fährt,  so  entsteht  als  Schnitt  mit  der 
Fläche  dns  Dreieck  DBF^  in  welchem  die  Gleichung  der  Seite  EF 
wird: 

DF  ^  DE  ' 

wobei 

F'jD  — y,  DFssa^^' 
PP*  =  a,       BE  -  b€-^' 

ist  Dies  sobstitoirt,  folgt 

als  Gleichung  der  Ezponentialfläche. 

Die  Discossion  der  Gleichuug  gibt  fhr  c  —  0 

die  Gleichung  der  Schnittgeraden  der  Fläche  mit  der  yz  Ebene  in 
der  Segmentenfonn. 

Wird  y  0,  so  ergibt  sich  die  Gleiehnng  der  £xponential- 
linie  in  der  xz  Ebene,  namiicii; 
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FOr 


0  resultirt 


die  Gleiclmng  der  EiponentiaUiBie  in  der  tty  Ebene. 

Um  in  der  abgeleiteten  Fläche  ovcntacll  eine  abwickelbare 
Fläche  zu  erkennen,  wollen  vir,  von  der  Gleichnng  der  Fl&che 
ausgehend! 


bilden  die  pailicUcü  DlÜercutialquotieuten: 


dz* 


 * 

~  a 

-0 


6) 


Wio  man  Icicbt  entochmon  kann,  wird  die  charakteristische 
DiffereotialgleicbaDg  der  abwickelbaren  Fftchen: 


Bx*    Bx  .  By 


Bh 


B*z 


s  0 


6) 


in  aller  Strcogo  erfüllt,  d.  h.  die  EzponeotialflAcbe  ist  eine  ab- 
wickelbare Fl&che. 


I  10.  RotatioMfiädien. 

Auch  diese  wichtige  Flächenfamilie  kann  man  auffassen  als  eine 
Umhüll!]!!L'«tläcbo  und  zwar  von  Kugeln.  Die  Mittclpuuktc  dorselbeu 
si  hrt  i:eu  auf  einer  Geraden,  der  Achse  der  Rotation«^fläche ,  fort, 
uuU  ihre  Badiea  nehmen  nach  einem  bestimmion  Gesetze  za  oder  ab. 

Die  Gldclrang  der  genannten  Achse  wird,  wenn  «t  f  ihre 
Neigungswinkel  sind: 
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C08O 


— ~ —  =  fü 
€08/ 


1) 


008^ 

Bio  Ol^oog  dar  Kagel  lautet: 

in  welcher  o,    «  noch  der  Bedingangsgleicbiing  genOgen: 


COB« 


€08 /3 


COS)' 


3) 


Wtil  rar  EUminAtioii  der  Parameter  o,  6,  e  sa  wenig  Glei- 
dioBgeii  Torliegen,  so  mnsg  maa  eich  die  notwendigen  dnrch  par- 
tielle DIfferentiatioii  Tereehaibn. 

Bilde  mau  iiacli  der  aiigemeiüeii  etitwickeUeü  liicorie: 


ft 


^-(»-a)+(,~c)^^  =  0 


4) 


hieratu: 


dy 


ds    "  3«        -1  • 


6) 


Dnrch  Elimination  der  GröSBOn  a,  \  c  aOB  3)  and  5)  mit  ilLife 
der  Grössen  m  und  n  folgt: 


—  n  4'**<K>8/4*«'-«i  0 

worana  dnreh  EUminatfon  von  m  nnd  n  folgt : 


6) 


cos«,  9B—Xi 


==0 


7) 


— 1,  cosy, 


«  —  «1 


älä  parüeilc  Diii'ereatialgleidiuag  für  Kotationsflächen. 


Üigilizeu  by  VoÜOgle 


Do  Utah  Dijgfkr^KU^GUkkMmgm 
Nimmt  mfta  die  «  Achse  zar  Achse  der  BoUtioo,  lo  wird: 


a  » 


2 


«1—0 


y-0 


ferner 


0 
0 


nod  die  Determinftüte  der  Oleichoog  7)  geht  Uber  io 


8x 

dx 


0 
0 


?5 

-1  1 


1 1 


-1 


-0 


9) 


Hieraus  ergibt  sich,  die  DeterminMite  .nach  der  ersten  Colonne  eatr 
wiclcelt: 


oder 


11) 


als  die  partielle  DifferentialRleichung  dor  llotalionsflachen ,  für  den 
spocieUeo  Fall,  dass  die  Koiationaachse  die  *  Achte  ist. 


B«iiij>iele. 
1)  Botationahyperboloid. 

Mit  «inwi  Fteh«. 


Seine  Gleichung  in  Panl^teoordinatea  iantet: 

Bestimmen  wir  die  partieiien  Differentiaiqaotienten 

ex"  aU  I 

multipliciren  bzhvv.  mit  y  nod  «  and  sabtrahiren,  so  folgt: 


1) 


2) 
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von  JBAtalwiM-  «ml  lUft^Uehm. 
dB  Bz 

die  partielle  Differeutulgleichang  far  Rotationgflacfaea. 

2)  BotatioosellipBOid. 


47 
8) 


Die  Gleichimg  desselben  ist: 

• 


1) 


Die  partielleD  Difiereotialquotieuten  nach  «  und  y  gebildet 


0«_ 
dl 

5" 


mit  y  ond  x  respecti?e  moltiplicirt  «od  sabtrabirt,  ergibt  sieb: 


oder 


02  dz 


dz 

Oy 


-  0 


3) 


4) 


als  die  Bedingang^leichnag  bibw.  charakteristiiche  Determinante 
der  Botationeflichen. 

8)  Ringfläche  oder  Toras. 

Die  Glelofaiuig  dienr  Flftche  ergibt  flieh  leicht 

Ans  der  Figur  ersieht  man: 

Sabstitnirt  man  hierin  die  Werte  der  Strecken,  so  folgt: 

oder  auch:   

oder  entwickelt: 
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aU  Glelchaag  dos  Wulstes  in  Panktcoordiaateu, 


S) 


Um  sich  zn  Überzeugen,  ob  die  vorliegende  Fläche  eine  Rotft- 
tionsfläcliti  ist,  diüereutiiiü  uiau  parlieii  nach  z  uud  y: 


8) 


MfiUiplicirt  man  das  GU'ichQDgssjfBtem  2)  bzbw.  mit  y  and  sab- 
trftbirt  bierDacb,  so  rcsuUirt: 


-  0 


S) 


die  Bedingunpgleicbung  fdr  üotatioosfl&cben.  Der  Toms  ist  somit 
eine  Botationsfläcbe. 


$  11.   Beurieüunff  m  krummlinigen  Coordiaaten. 

Gauss  hai  m  seinem  classischeu  Werke:  „Disquisitioucs  gene- 
ralcs  circa  superücies  curvas^'  als  der  erste  die  krummliuigcn  Coor* 
dinatcn  systematisch  angewendet.  Seine  schöne  Methode  besteht 
Ulla  darin,  titiu  iiügea  irgend  einer  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve 
aubzudi  ucken.  Dass  dieser  Ausdruck  cm  iar  jede  Flächenfamilie 
charakteristischer  sein  wird,  ist  wol  zu  erwarten. 

Wenn  man  die  Coordinaton  eines  Flitcbenpunktes  «  als 

Functionen  von  n  nnd  v  ausdrückt,  wo  u  und  r  dio  Längen  der 
Coordinatpncnrvon  sind,  so  wird  der  Ausdruck  für  den  ßogen  einer 
beliebigen,  auf  der  Fiäcbe  gezogenen  Carve  sein: 

wenn  nnier  ds  das  Bogendiffcreutial  dieser  Curve  verstanden  wird, 
wobei  aus 

folgt: 
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Bx  Bx  B^  dz  dz 
8w  d»"*"  öa  aw  "r"  8tt  a» 


Beut  naa 


Bo  geht  die  Gleichnog  1)  Aber  in 

Sind  die  CoordiMtenearTeii  ortbogoual,  also 

«-2 

M  gebt  die  Oleicbuig  2)  aber  in 

ein  Aiiadiiick,  der  eich  f&r  Tenehiedene  FIAehen&inilien  ehank' 
teriatiacli  nnteracbeidet 

Wolleu  wir  Dan  sehen ,  wdclio  Form  der  Ausdruck  des  Bogens 
annimmt  bei 

Rotationaflftchefi. 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei 

»  -  /(«•)  1) 

wenn  man  Yoranssetzt,  dass  man  die  s  Achse  zur  Achse  der  Flache 
angcDommen  habe,  nnd  wo  man  unter  r  die  Entfernung  eines  Fuuktes 
von  der  Achse  versteht. 

Führt  man  v  üb  den  Meridiaawinkel  ein,  so  folgt: 

r  =  rcos»  I 
y  —  rsin»  ) 

Bestimmt  man: 
mit Rackaicbt  anf  1)  ond  2),  so  erhält  man: 

AaA.  A.  MBtk.  m.  Pkfi.  8.  a«Uit,  T.  XIT.  * 
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Hier  ergeben  neb  fflr 

r  =  CODSt 

die  Parallclkreise,  für 

V  —  eonet 

die  MeridiMie. 

Setzt  man   

df-yi+Z'«  —  4) 

80  wird  r  eine  Fonction  von  «  and  die  Oleiehung  3)  wird  die  Form 
annelimeD: 

dt«  —  (2«*+«>(<')<^ 

wobei  u  der  Moridiaubogen  ist,  und  v  den  Bogen  im  Parallel  darstellt. 

Dm  Coordinatensystem  ist  somit  ein  Systeai  der  KrttnuniingB. 
linien. 

Setzt  man  endlich 

V<p{u) 

so  wird  9(tt)  eine  Fonction  F(u)  von  i»,  nod  die  Gleidraiig  5)  wird 
tibergeben  In 

—  F(ui)[dut*'^dp*\  6) 

Die  Coordinatcncurveu  bilden  auf  der  Rotationstläche  ein  Notz 
isothermischcr  oder  isometrisch<>r  (Uirven,  wovon  der  erste  Ausdruck 
aus  der  Wärmelehre  eutlehut  lut,  uud  der  zweite  von  Bonuet  stammt. 


Beispiele* 
1)  Der  Wulst  oder  Torns. 

Seine  Glcichang  lautet: 

wenn  man  statt  V^-fy^  r  setzt 
Nun  ist: 

«  —  rcosv  \ 

f  —  rsintr  \  2) 

Femer  ist,  wie  aUgemein  bestimmt  wurde, 
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Berechnet  man  /*',  iodem  man  die  dritte  Gleicbang  des  Systems  2) 
differentiirt,  also 

ff         —(«—o)  _ 

80  geht  <lff*  Uber  in 
Set2t  man 

so  ergibt  &ich  durch  Integration 

»  — carocoB   5) 

%  bedentot  bier  den  Meridianbogen;  es  wird  dann 


somit 


c 


Bestimmen  wir  r,  so  resultirt  hiefUr 


Dieser  Wert  ftr  r  ergibt  eich  direct  aas  der  Figar,  denn 

OA  —  OC'-f  CA 


oder 


r  •=  a+ccos  - 


Setit  man  den  Anedmek  ans  6)  In  8}  ein,  so  folgt: 

df*  —  «itt«  -f  ^a;+  c  cos       dv*  1) 

Dies  ist  nnn  ein  Aosdrack  far  das  Bogendifferential,  der  mit 
dem  allgemeinen  für  Rotattonsflidien 

im  vollsten  Einklaugc  steht,  denn  der  Coolücieiit  von  <iv'  in  unsere 
AMeitoDg     -f-  «  cos     ist  ja  tatsftcblich  eine  Fnnction  von  u. 

4« 
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Regel  flächen. 
Die  enseiigende  Gerade  sei  definirt  durch  die  GlelcbuDgea: 

Kimmt  mu  o^,  «ti     bo  aa,  dets 

ist,  und  .  .  .  Functionen  von  v  allein  aind,  eo  wird  u  irgend 
dne  Lange,  auf  der  Erseugenden  aufgetragen,  bedeuten  und  swar 
Yom  Currenpunkte 


H  —  h  i 


Aus  dem  Vorhergehenden  folgt: 
worin 

i>  —     '     +  0,     + a^Ä,' 

Iit  die  Gurve  u  =  const  eine  orthogonale  Trajectorie^  ao  haben 
wir  den  einfachen  Ausdruck« 

W&hrend  also  bei  den  Botationsflichen  das  Diffarential  dea 
Bogens  gleich  war 

Ist  hier  bei  der  allgemeinen  Kegelfläche  ip(u)  ersetat  durch  die  be- 
stimmte  Function  zweiten  Orades  nach  «,  nftmllch 

wobei  nach  vorigem  A,     C  Functionen  von  v  sind. 

Man  kann  nun  sogar  unttTsclu'idPii,  ob  die  llegelflächo  abwicköi- 
bar  int  oder  nicht.  Dicsuä  Uuterscheidaugsmerkuai  liegt  üi  dem 
Ausdrucke : 

Au^-i'2Bu+C 
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IKeier  lAut  sich  aacb  sebreibeo  als  Summe  dreier  Quadrate 
und  swar 

IMeser  Ansdmek  muas  besttndig  positiY  sein ;  er  wiid  ee  vor 
aUen,  wenn  die  Relation  stattfindet: 

Im  ersten  Falle  Itönnen  wir  dnrcli  eine  passende  Wahl  Ton  « 
den  Ansdmck  enetsen  dnreh 

im  «weiten  dvrch 

(•-«)• 

Der  Bogen  kann  geschrieben  werden  nnd  zwar  im  ersten  Falle: 

-  dtt«+[(t»-a)5»+/3»Jrf»«  6) 

im  aweiten  Falle: 

Nnn  wollen  wir  nacfaweisea,  dass  der  letztere  Ansdmck  bei  ab- 
wickelbaren Flftcbea  dcb  ergibt,  indem  sich  diese  in  eine  Ebene 
abwickeln  lassen,  also  doYeloppabel  sind.  Der  letzte  Aosdmck  Iftsst 
sich  in  zwei  Factoren  zerlegen,  die  heissen: 

tlu-\-i(u  —  a)dv  \ 
du  —  i(u  —  a)dv  I 

MnltipHcirt  man  den  ersten  Factor  mit  c^,  den  zweiten  mit 
so  sind  dies  ▼ollstftodige  Differentiale,  nnd  man  kann  setzen: 

Idu  —  *(u  —  tt)dv^e-"      dx  —  idjf  ) 

H nltiplicirt  man  beide  Gleiohnngen,  so  ergibt  sich 

woraus  wir  ersehen,  dass  der  Ansdnick  Air  den  Bogen  einer  Conre 
anf  einer  developpablen  Flache  mit  dem  fOr  eine  ebene  CorTo  iden- 
tisch gemacht  werden  kann. 

Beispiele. 

Abwickelbare  Flache. 
Elliptischer  Kegel. 

Als  die  eiue  Coordioatcucurve  nehmen  wir  im  voriiegcudeu 
Falle  eine  Erzeugende,  so  dass  für  diesQ 
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v^'m  Gonst  bleibt. 

Die  sweiU)  Coordioateocorve  sei  derart  gewählt,  dass  stets 

u  =  eoDst  sieb  ergebe. 

Der  Punkt  ^^gtuügt  zwei  liediDguugeQ,  den  Gleiüiuugea  zweier 
durch  ihn  gebenden  Curven: 

1) 

Ferner  ist 


tt'-l  2) 


Kqd  mtisa  man       »  als  FanctioDen  toii  u  und  v  dareldlen. 

Aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  folgt: 


bieraas 


_   ab  

Es  ist  somit,  Avenn  wir  die  Erzeagende  in  der  allgemeinen  Ableitung 
berttcksicbtigen: 


e  VP-|-«l«tg«tr   


6|  »0 


5) 


Quadrirt  man  die  Ansdiücke  tbi  a  and  addirt  dieselben,  so  folgt : 
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Der  allgomcino  Ansdnick  ffkt  das  BogendiffiBrential  io  krainm- 
Unigea  CoordinateD  laotet: 

<fe«     dtt^  -{-  2D  du  dv  -f-  ( ^    +  2  //t* -f  C)  dt.» 

Bildet  man  die  Ausdrücke  für  A,  C,  Z),  so  findet  raan,  dass 
alle  bis  auf  A  aoU  werden.  Die  Formel  geht  dann  ttber  in 

(lf>ss(lu*-)-iftt><fot  e) 

einen  Ansdmck,  der  mit  dem  Bogendifferential  Air  abwickelbare 
Flächen 

ftbereinstimmt.  Der  elliptische  Kegel  ist  aoroit  eine  abwickelbare 
Flftche,  wie  wir  schon  frflher  gesehen  haben. 


2)  Coin  coniqne  Ton  Wallis. 

Die  Erzeugende,  für  welche  v  —  const  ist,  sei  die  eine  Coor- 
dinatoncurve.  Die  andere,  für  welclic  u  =  const  ist,  ergibt  sich  als 
die  Sihnittcurve  der  windschiefen  Fläche  mit  einem  Cyliuder,  der 
senkrecht  zur     Ebeuc  steht  and  dessen  liadius  u  ist. 

£b  handelt  sich  nnn  darom,  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
jr,  9  dorch  die  kmmmlinigen  aaszndrttcken.    Hiensa  dienen  die  Re- 
lationen 

als  Gleichung  der  Flftche.  Ferner  ergibt  sich  ans  der  Fignr  un- 
mittelbar:   

Dnrch  einfache  Bechnnng  ergibt  sich: 

pu 

*      Vi>'  -f  r*  -  «* 

Vergleichen  wir  die  Form  dieser  Gloichungen  der  erzeugenden 
Geraden  mit  jenen ,  die  in  der  allgemeiucii  AbkUuug  gegeben  wur- 
den, so  ergibt  sich: 
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P 


=  0 

=-  ü 

»  9 

—  0  / 

Bilden  wir  die  Quadrate  von  a„  a«  und  addiraD  diesetbeo, 
so  reeultirt: 

wie  es  die  allgemeine  Theorie  Terlangt. 

Der  Aosdruck  far  dns  Bogendifferontial  iu  krommlioigen  Coor- 
dinaten  ist 

^dii^-\-  2  D  du  do  -f-  ( ^Itt      2  iiu  4-  6' )  dv'^  6) 

Beredwet  man  die  Ansdracite  fflr  A,  B,  C,  Z>,  lo  erhält  mmi 

i»  —  0  \  7) 

C— 1 

D  =  0 

Da  D^O  Ist,  so  itt  dies  ein  Zeieheu,  dass  für  «  *  conni  eioe 
orthogonale  Trajectorie  sich  ergeben  mflsse,  oder  dass  die  eine 
Coordinatencarre  eine  orthogonale  Trajectorie  ist 

Sulistituircu  wir  die  Werte  aus  der  Gleichung  7)  in  die  Glei« 
cbuDg  6),  so  erhalten  wir; 


dv*  8) 


Diese  Gleichung  für  das  Bogendiffercntial  hat  genau  jeue  Form, 
wie  sie  sieb  für  uicht  abwickelbare  Kegclflacheu  ergeben  hat,  n&mlich: 

Unsere  Fläche  ist  also,  wie  wir  schon  einmal  eingesehen  haben, 
eine  Begelfläche  nnd,  wie  ans  dem  vorliegenden  Kritorinm  folgt, 
aneh  nicht  abwickelbar. 
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IL  T«i]. 


Ueber  Transformation  der  Coordinateo. 
(PoQkt-  and  Kbeneocoordinateo.) 


I  1.    Bedeutung  der  Ebenen- Coordinalen. 


Um  mit  Erfolg  Transformationen  aas  Punkt-  in  Ebeneneoor- 
dinaten  and  amgekebrt  aasfflhren  za  könnon,  ist  es  ootwendig,  die 
eigentliche  Bedeotnog,  das  Wesen  der  Coordinaten  selbst,  richtif  n 
erfassen. 

Iii  der  Oldcbong  einer  Ebene  kommen  drei  constante,  von  ein* 
ander  inabbiagige  Grössen  TOr,  dnrch  deren  Angabe  die  Gleicbang 
und  damit  anefa  die  Lage  der  Ebene  nnsweidentig  bestimmt  ist 
Schreibt  man  die  Gleichung  der  Ebene  etwa  in  der  Form: 


so  sieht  man,  dass  die  Lage  der  Ebene  alMB  Toa  den  Grossen 
«,  w  abhftngt,  nnd  es  werden  diese  Grössen,  die  ausreichende  Be- 
stimmangsstflcke  der  Ebene  bilden,  Ebenencoordlnaten  genannt  znm 
Unterschiede  von  den  gewöhnlich  angewandten,  die  einen  Punkt  be* 
atimmen  und  als  Punkt*  oder  Carteiianische  Coordinaten  beseichnet 
werden« 

Die  Ebenencoordinatcu  w  haben  nun  eine  ganz  bestimmte, 
einfacbe  geometrische  Bedeutung ,  es  sind  Dänilicli  die  rcciproken 
Abbciiiiitte,  welche  die  Ebene  auf  dcu  Coordiuateuachsea  bildet 

Diese  Abschnitte  lassen  sich  stets  bestimmen,  wenn  die  allge- 
meine  Gieiehang  der  Ebene  vorliegt: 


eine  Gleichung,  welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gieiehang  1),  in 
welcher  die  Coellicienten  der  Pnnktcoordinaten  ar,  y,  « 


Denn  dlvidirt  man  dnrch  — i?,  so  ergiht  sich: 


1) 


2) 


_A 


B 


3) 


C 


die  Ebenencoordioaten  darstellen. 
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Durch  die  vorliegeDden  Ausdrücke  wird  uiuu  notwcudig  auf  eine 
dnfaebe  Transformation  ans  Punkt-  in  Ebenencoordinaten  gefahrt, 
wenn  man'  bedeokl,  dasa  eine  jede  Flftche  als  das  Erzengniss  von 
Pnnkten  in  derselben  einerseits,  anderseits  jedoch  als  firzengniss 
der  TaDgentialebenen  in  den  betreffenden  Pnnkten  erscheint.  Die 
Coordlnaten  z,  jr,  «  sind  bekannt,  jene  der  Ebene  können  aas  der 
Tangentialebene  abgeleitet  werden. 

Wenn  wir  also 

die  Gleichnng  der  Flftche  in  Pnnktcoordinaten  nennen,  so  wird 

die  Gleicbung  der  Flftdie  in  Ebenencoordinaten  heifisen. 

Hesse  hat  in  seinen  „Vorlesungen  ttber  anal3rti8eho  Geometrie 
des  Baumes"  ans  den  harmonischen  Eigenschaften  von  Pol  und 
Polare  durch  sehr  verwickelte  Keihencntwicklang,  indom  er  schliess- 
lich den  Pol  einen  Punkt  der  Fläche  werden  lässt ,  die  homogeneD 
Coordinaten  der  Tangentialebene  der  Flftche  II.  Ordnung  mittele 
der  homogenen  Puuktcoordinaten  ansgedrttckt.  Indem  er  aber  auf 
einer  später  erscheineiulrn ,  gauz  bestimmten  Form  der  Gleichung 
II.  Grades  festhält,  loji  er  bei  den  Werten  dieser  Coordiuaten  einen 
ganz  willkürlichtu  Factor  |  voraus,  welcher  nicht  im  geringsten  aus 
dem  Zusammenhange  der  dnrchcrefülnten  Entwicklung  hervorgeht. 
Ebenso  verfährt  Hesse  bei  der  liUcktrausformation. 

Gestützt  auf  die  geometrische  ßedeutuug  der  Ebeueucoordiuaten 
und  die  Fläche  als  das  Erzeugniss  ihrer  Tangentialebenen  aufge> 
fasst,  wollen  wir  hier  eine  Metbode  einer  neuen,  rasch  ansftthrbaren 
Transformation  einer  allgemeinen  Flache ,  nicht  nur  speciell  wie 
Hesse  fflr  Flachen  II.  Ordnung  ausfuhrt,  entwickeln,  welche  nos 
ssugleich  den  Weg  anbahnt,  den  wir  bei  der  Rflcktraasfonnation 
einzuschlagen  haben. 

§  2.    tVansformatian  emer  m  ^$tilacoordinatm  gegebenen  Flädie  in 

Ebenmeocrdinoien. 

Es  sei 

y,  «)  -  0  1) 

die  Gleichnng  der  Flftche  in  Pnnktcoordinaten  gegeben.  Ihre  Tan« 
gentialebene  in  einem  bestimmten  Punkte  (ob,  y,  «)  ist: 
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oder  auch  anfgelMt  geechridien: 

Ssi+^ä^+^  r.-  r  SS.'«'  8y 8»J  ^  ^ 

Führen  wir  die  Ebenencüüiainaten  u,  v,  w  ein,  welche  dne  einfache 
geometrische  Bedeutung  haben,  oftmUch  die  rociproken  Werte  der 
Abschnitte,  welche  die  Ehene  auf  den  Coordinatenachsen  MMet,  so 
laatet  die  Ol^hang  eines  Punktes  der  Tangeotialehene  in  Ehenen- 
coordinaten:  ^ 

Dnreh  Gleichsetsnng  der  coirespondirenden  Glieder  in  den  Glei- 
chungen 2*)  and  3)  ergeben  sich  die  Werte  der  Ebenencoordipaten: 

Bf 

dx  , 


9f 

Bf    Bf  d/- 


4) 


Bf 

df.   Bf.   Bf  . 

Die  Coordioäten-Transfonnation  wird  nun  einfach  vollzogen, 
wenn  man  ans  den  Gleichungen: 

Bf  \ 


w 


Bf,  Bf  B'f 
Bf 

Bf,   Bf.  Bf 
Bf 

^  Bz  

0/  ,    df  ,  et 


5) 
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y,  «  oliniinirt ,  wodurch  auch  sofort  die  Gleidwag  der  Fläche  in 
EtränenGoordinaten  resolürt: 

10)  s  0 

BeiByiele. 

1)  Flächen  zweiter  Orduuug. 

Die  allgemeine  Gleicbuug  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 
einem  Centrum  lautet: 

-f       +       —  1  1) 

Bestimmt  man  die  partiollen  Differentialquotienten: 

GX 

li-'^B,    l  2) 

OS 


und  bildet 


3/,     Bf  ,     Bf  o 


so  ergeben  sich  für  die  Ebeueucoordiuatcu  die  Werte: 

Dies  beweist,  dass  He^se  berechtigt  war,  in  sciaeu  Entwicklungen 
den  Factor  |  /u  Hiilt  '  zu  nehmen;  wie  er  aber  zu  dem  Factor  ^ 
kommt,  ist  aus  seinen  Vorlesungen  nicht  zu  entnehmen. 

Setzt  mau  lür  die  partiellen  Differeutialquotieuten  in  den  Glei- 
chungen für  die  Ebenencoordinatcn  die  Werte  ein,  so  folgt; 
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Nimmt  man  uiser  diesen  Gleicliinigeii  noch  die  der  FlAche 

za  Hilfe,  nm  y,  z  za  elimioiren,  so  folgt  als  Eliminationsresaitat 
die  Qleiehnng  der  Flftcbe  IL  Ordnung  in  £benencoordinaten: 


5) 


2)  Das  einscliaiige  Hyperboloid. 


Seine  Gleiebang  ist: 


.IT^*«        ist  ^ 


Beredmet  man: 


2« 


2« 


Hieraus  ergeben  sich  für  die  Kbeaeacoordinateo  die  Werte: 


1) 


u 


6« 


3) 


nad 


die  Gleichnug  der  Fl&che  in  Ebeaeneoordioaten: 
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3)  Eioe  Regelfläcbe. 
Ihre  Gleichung  sei 


Bestimmt  man 


V 


y 

Ärarctg-  _  '>  2) 


hieraus: 
so  ist 


8.  ^ 


1  ,  

•I  =  -  -f-  


V  tOB 


1 


i*rctg^ 


Die  dritte  Gleicbiing  des  TOrbergeheodeo  Systomt  lAest  sieb 
Mcb  sebreiben: 

Anderseits  hat  mau  aber  auch: 

y         h{au  —  1) 


Üigilizeu  by  VoÜOgle 


9M  llotaUan»"  m»d  RijftißäehtH. 

Ans  der  Gleiebsetiang  beider  resnlCirt  die  Gleiehang'der  Fl&che  in 
EbenencoordiDAten : 

*  kw'^  a{bv—t) 


4)  Elliptische  SchraubennAebe. 

Für  die  Gleichung  der  Fläche  gilt: 

iy^^+ß+^y^^^i+'-o  1) 

die  partiellen  DiffcreutiaK^uotienten  gebildet: 
"  r  a«  +  i« 

Berechnet  man  die  Ausdrucke  fAr  die  Ebenencoordinatea: 

»         r    ^  6* 


1 


0      y  8) 


ibarctg^ 
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Aus  der  dritten  Gleicbuig  des  Systems  3)  ergibt  aicb: 

femer  aut  3)  darcb  respective  MoltiplicatioQ  mit  u  and  v  and  dorcb 
Addition: 

und  endlich   

■Is  die  Qlelchnng  der  eUiptiBcliett  SdurAabenftiehe  in  EbeiMncoor- 
diDAten. 

Setzt  man  a  — >  6  und  redacirt,  so  erbalten  wir: 

1,1 
au  cos      -j^avBia  ^  ="  1 

die  Gleichung  der  KreisBcbraubeuUaciie. 

5)  £iae  RegellUeb«  mit  einer  Bichtebene. 

Die  Gleichung  der  Fl&cbe  sei: 

«     

cx  Vb^  —z*  +b^  —  a  V     -i«  —  0  1) 

Die  partiellen  Differentialqaotienten 

I-*  > 

Bf  car 

mpect  mit    ^,  m  mollipUcirt  und  nddirt,  geben: 
Hieraot  die  Ebenencoordinaten: 


Digitized  by  Google 


Dorch  einfMihe  Kecbnaii^  folgt: 


Eotatioru'  und  IlegtlßachM,  55 


s   

e  —  au 


Die  Werte  a«8  5)  iq  die  Gldcbung  Iftr  w  im  System  4)  nb- 
ttitnirt,  reioltirt: 

die  Oleiebnog  der  Begelflftehe  in  Ebeneneoordinaten. 

6)  Fiache  Scliraabenllftclie. 
Ihre  OleichuDg  in  Panktcoordinaten  sei: 

/"(«,  y,  z)      -  carctg^  —  ü  1) 

Beetimmt  man 

Bf     _  cx 


eo  ergibt  eicht 


3/  ,     8/,  S/" 


aod  die  Ebeoencoordinaten  haben  die  Werte: 

M.  «.  Ibfb.  «.  PkfB.  1.  lUlhi«  TL  XlYl 
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 C¥  

- 

1 

ff  =  — 

Dorch  ein&die  Becbnung  ergibt  sich  die  Gleicliniis  der  Elftche  in 
EbenencoordiiuiteD : 

»,  w)  -  ^  +carctg  ^  =  0  4) 


^  3.    Tfaii^finmatiofi  vimer  in  RbeneiicitonliiuUfii  geyebeiien  Ftticlte  in 

I\itdicuorüinulen, 

Etwas  anders  gestaltet  sich  der  Vorgang,  wona  man  aas  Ebenen- 
coordinaten  m  Ponktcoordinaten  übergeben  witt.  Aber  ancb  tieae 
bietet  keine  Schwierigkeiten  and  wird  am  einfachsten  vollfilhrt,  wenn 
man  vorerst  die  Enseogangsweise  der  Flachen  dnrch  Ebenen  einer 
genaueren  Untersnehnng  nnterwirlt 

Bedeuten  z  die  laufenden  Cüordinaten  der  Erzenganga» 

ebene,  der  Tangentialebene  der  Fläche,  so  ist  nach  Vorhergdiendem 
ihre  Gieicbnng  in  Panktcoordinaten: 

»w+y»+«w  — 1  — 0  1) 

Um  uuu  durch  eine  solche  Ebene  eine  Fläche  zu  erzcugeu, 
müssen  wir  den  Fliichcnpunkt  P  mit  den  Coordinatcn  x,  a  als 
^chuiLLpuukt  dreier,  uueudlicii  nahen  Taugontialebeneu  uns  denken. 

Lassen  wir  «  in  1)  am  sich  ftndem,  wfthraid  v  eonstnnt 
angenommen  wird ,  so  wird  auch  to  am  ^  sich  geändert  haben ,  da 
es  von  «  abhängig  ist  Die  Art  und  Weise  dieser  Aendening  be* 
dingt  den  Charakter  der  Fliehe 

+(w + ^tt»)  «—1  =  0  ) 
w+öy+tt»» — 1 0  i 

Diese  beiden  Ebenen  bestimmen  den  Schnitt  «S^.  Dieser  aber  wäre 
auch  gegeben  durch 
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 ^„  ^  *  ö 

3) 

iias+»y+i«  —  1  —  0 
oder  indem  man  zor  Grenze  ttbergeht: 

Durch  donseliuii  Ideengang  erhalten  wir,  falls  v  verändert  wird, 
während  «  constant  bleibt,  die  zweite',  znr  ursprünglichen  benach- 
barte Ebene,  welche  mit  derselben  den  Schnitt  Sg  gibt,  der  gegeben 
üt  durch  die  Gleichungen: 

«fls+ry+iw— 1  =  0 
IKe  beiden  Gleichnogeik 

Btellen  Ebenen  vor,  wovon  ^  doFch  die  tr-Achse  hlndnrch  geht  nnd 
die  Ebene  E  nach  der  Geraden  S|  schneidet;  geht  durch  die  «- 
Achse  nnd  schneidet  die  Ebene  E  nach  der  Geraden  8^. 

Lassen  wir  die  Ebenen  nnd  zur  gegebenen  Ebene  E^ 
der  Tangentialebene  im  Punkte  P  der  Fläche,  rücken,  so  erhalten 
die  Ebenen  und  E^  auch  andere  Lagen,  aber  auch  die  Schnitt- 
geraden 4^  nnd  iS^.  Rttcken  die  Ebenen  E^  nnd  E^  unendlich  nahe 
zur  Ebene  E^  so  wird  der  Schnittpunkt  von  »S,  und  5^  eben  zum 
Pnnktr  /'(x,  der  Fläche,  die  Ebenen  E^  and  ganz  bestimmte 
und  zwar: 

or,  V  sind  die  Coordinaten  von  /%  für  welchen  Ptnfct  nnn  die 
Gleichungen  bestehen: 

5* 
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0 


,  Bio 


6) 


Die  Flächeupuukte  werden  bestimmt  je  nach  der  Art  der  Fläche, 
weicho  ßediogUDg  ebeo  durch  die  tiieichaog  der  Fläche 

F{u,  y,  tc)  ==.0  .7) 

zam  Aoadracke  kommt. 

Kliminirt  nimi  somit  aus  der  Gleichung  der  Fläche  7)  und 
den  GlcichuTigen  G)  fc,  so  erhalten  wir  die  Beziehung  zwisdiea 
den  Poukicoordinaten  gegeben  durch 

ir,  «)  =  0 

als  Gleichung  der  Fläche  in  Punktcoordinaten. 
Nicht  immer  liegt  die  Gleichaog  der  Fläche 

vor,  sondern  es  sind  ganz  bestimmte,  geometrische  Eigenschaften  der 
Fläche,  die  maa  benatzen  moss,  um  die  Fläche  selbst  sn  erhalten. 

In  diesem  Falle  sind  es  also  irgend  welche  Relationen  twischen 
den  Goordinaten  y^z,  die  dnndk  die  firzcuguugsart  der  Fläche 
bedingt  sind,  welche  vorliegen. 

Dann  hat  man  aus  diesen  und  den  Gleichungen 

w-^oy-^-voz  —  1=0 

8) 


CV 


jdie  Pnnktooordinaten  ;  zn  eliminiren',  worans  dann  die  par- 
tielle Differentialgleichung  der  Fläche  sich  ergibt  in  Ebeneneoor» 
dinaten. 

Von  diesem  Verfahren  werden  wir  auch  nützlichen  Gebrauch 
niachen,  wenn  wir  die  partiollen  DiÜerentialgleichnngeu  der  Re?o]- 
flächen  und  ßotatioasfläcbea  in  Ebenencoordinaten  ableiten  werden. 
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Beispiele« 

1)  Fliehen  zweiter  Ordnung. 

Für  die  Flächen  II.  Ordauug  hat  sich  die  Gleichung  in  Ebeaeu- 
coordinateu  ergeben: 

Differentürt  man  partiell  naeh  u  nnd  «,  lo  konunt: 
Hieraus: 


8) 


dl'' 

c 

n 

A 

w 

C 

u 

w 

Da  nun  dem  Gleichoogsiystem 


3) 


duf 


genttgt  werden  mnra,  so  snbstitoirt  man  in  dasselbe  die  Werte  ans 
3)  nnd  erhfilt: 


Aw 


4) 


Berechnet  man  «  und  »  ans  den  zwei  letzten  Gleichungen  des 
Systems  4),  so  folgt 

As  \ 
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Qod  setzt  dioselben  in  die  erste  Gleiebuag  deaselbeB  Syitems,  woraus 
sich  ergibt: 

O   

Aüalüg  ergeben  sicii: 

Sabstitairt  mau  diese  Werte  iu  die  GleicbuDg  1),  so  rvsaltirt: 

^+^*+CSi*-l  6) 

als  Gleicümig  der  ceuUiiciieü  Fiuciicu  Ii.  Orduuüg  m  Puuktcuur- 
diuaton. 

2)  Das  einsohalige  Hyperboloid. 


Fttr  dieses  haben  «ir  durch  Transformatioa  die  Olekhaag  in 
Ebenencoordinaten  erhaltea: 

a«M*4.ft*ü*  -c'w«  —  1  1) 

Bestimmt  man  die  partiellen  DifferentialqiiotieBten 

dw  «*« 
du 

und  substitairt  dieselben  in  die  wiederholt  angeführten  Gleichungen, 
so  crgiebt  sich: 


Hierans  bestimmt 


z 


nnd  snbstitiürt  in  die  erste  Gieichong  von  3),  folgt: 
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woraus: 


analog: 


ä*    i*  "  c« 


a'  +  c« 

Diese  Werte  is  1)  eiogesetst,  resnltirt: 

«t  yS  <t 

die  Oleicbimg  der  Flftebe  i«  Pnnktcoordinslen. 

3}  j&i&e  Regelf]acbe  mit  einer  Richtgeraden. 
Die  GlekbvDg  in  Ebeneneoordinaten  sei: 

Diffcrentiirf  man  partiell  nach  u  und  so  tolj^l  lur  die  Diffe- 
renüalqaotieütau : 

dw      Afcur*       „  1 
—  — — ,  cos*  i-- 
9«     Ar— 1  «ip 


Bv         a{bn — 1)  hw 
Da  nan  dem  Gleichungssyatem  t^ontigt  werden  rauss: 

-|~    4"  "  -  —  ^  ™  ^ 


2) 


SO  gebt  dasselbe  dnrcb  Snbstitotion  Qber  in 
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Durch  Dirision  d«r  zwei  lotiton  Gldcbnngeii  ergibt  sich: 

y     ^M<m— 1)  J 

oder  aacb: 

^-Aarctg^;  6) 

Aus  4)  folgt: 

^  1  ^« 

Geht  man  mit  diesen  Werten  in  die  GleichttQg  5)  und  redncirt  die- 
selben aof  den  Quotienten,  so  kommt: 


Barch  einfache  Bechnang  ergeben  sich: 


Ar«  arctg»  ^ 


1 


Snbititairt  man  diese  Werte  in  die  erste  Gleichung  des  Systems  4), 
so  folgt: 

H  ■  1  i.  o 

ff 

ikarctg| 

und  dorch  üeducUon  geht  die  GleidiuDg  über  in 


Digitized  by  Google 


VM  BotaHmt"  und  Begtiflidken.  73 

die  Gleichnng  der  Begellliche  in  Pnnkicoordinates,  welche  mit  der 
im  ersten  Teile  abgeleiteten  vollständig  Qberoin>timmt 

4)  FUehe  Seh  raub enfUclie. 

Ihre  Gleichaog  in  Ebene ocoordinateu  lautet: 

Fiu,  V,  u»)=scarctg^^  -J-  i  —  0  1) 

w  Vf 

FUr  die  partielle  Differeütjatiou  ergebeo  sich  die  Werte: 


du*  <^     «  i 


2) 


wo  die  OleichoBgen  bestehen  mttssen: 

««-j-t^y-f-ws  —  1  0 


t» 


»+•8-,  -0 

Sohlt itnirt  man  hierin  die  Werte  für  die  partiellen  Differential- 
qaotienteo,  so  kommt: 

fM'^vy'^'tn  —  1  —0 

CD 

Dnrch  elnfiiche  Beehnnng  ergeben  sich: 


Cir^  ZT 

1 
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Fttr  den  Quotienten  folgt: 

 ?  6) 

und  snbstituirt  man  die  Werte  aas  6)  ond  5)  in  die  Gleichung  1), 
so  reBulürt  die  Gieicbang  der  flaclien  SdiraabeDfiftcfae  in  Pnnktcoor- 
dinaten: 

«— *arctg-=sO 
1f 

Anmerkung.  Oonform  der  gegebenen  Theorie  der  Transfor» 
mation  von  Ponkt-  in  EbeaeneotmUoaten  lltst  sieb  die  Theorie  fttr 
die  Ueberfifthrang  ans  Punkt-  in  Linienooordinaten  ond  ungekehrt 
ansfülhren* 


TransformAtion  einer  in  Panktcoordinaten  gegebenen 

Curve  in  Liiiieucoordinaten. 

Sei 

y)  -  0  1) 

die  Gieicbnng  einer  Ganre  in  Ponktcoordinateo, 

die  Gleichung  der  Tangente  in  einem  bestimmten  Tuniite  P(x,  y). 
Die  Gldcbnng  2)  kann  anch  gesebrieben  werden; 

oder  anch: 

Die  Gleichung  einer  Geraden  in  Liniencoordinaten  ist: 

wobei  »,  V  die  Liniencoordinaten  bedenten.  ]>arGh  Yergleich  der 
Gleichiingen  4)  nnd  5)  ergibt  Bich: 
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Bf  > 

Bf,  Bf 

Die  CoordiDaten-Transfonaation  wird  nmn  einfach  ToUzogen^ 
WMo  man  ans  den  Gieichoogen: 


a, 


a/^  ,  df 


Bf,  Bf 

a«  +  ^  aü 


T  und  y  eliminirt,  wodurch  auch  sofort  die  GleicboDg  der  Curve 
iu  Lmiencoordioateu  resultirt: 

Fiu,  v)  =  0 


Beispiele. 

1)  Astroide. 

Uire  Gleichung  ist: 


BUde 


Bf 


0 


2  1 
a^^   3  y^r* 


2) 


Den  Aoadrack 
benntzt,  gibt: 
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woranB 


 1 


■  i 


4) 


6) 


Diese  Werte  in  die  Gleichung  1)  ciogesetzt,  folgt  die  Gleicboug  der 
Astroido  in  Liuiencoordinaten : 

In  (Irr  T;U  folgt  diese  Gleichung,  wenn  man  das  Eatstehangs- 
geaeu  der  Aätroide  berttcksidiügt 


Die  GleichoBg  ist: 

Lüdet  man: 


.2)  Ellipse. 


df 
Ar 


Bf 

Bf 

cf 


hienuis: 


2« 

2 


SO  ergeben  sieb  die  Pooktcoordinaten: 


1) 


2) 


a) 


4) 


diese  Werte  in  die  Gieichnng  1)  geutzt,  resnltirt  die  Gleiehong  der 
EUipse  in  Liniencoordinnten: 
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Transformation  dner  in  Liniencoordinaten  gegebenen 

Curve  iü  Punktcoordinaten. 

Es  sei 

v)  ^0  1) 

die  Gleiehnng  der  Ciir?e  in  LiniencoordiiiEten.  Die  Gldchang  der 
die  Conre  erzengendeB  Geraden,  Tangente  liege  Tor: 

Die  Panktc  der  Cnrve  sind  anfznfassen  als  Schnittpunkte  zweier 
uueuiilich  uaheu  laugeuten.   Die  Gleichungen  dergciben  werdeu  seiu: 


3) 


T  «tt-f  y?5— 1  =1  0  \ 

7',  a:(tt-f-^u)-f  —  1  —  0  i 

oder  aacb: 

[g(u-f-^u)-4-y(t>-f  /fr)  —  1]  '   [xu-{-vy  —l]  4) 


oder  dQiUich: 


Die  GleicfaoDg 


acM  4-  tft?  —  1      0  1 

(  6) 


Stellt  eine  Gerade  dar,  die  dardi  den  Coordtnatenanflingapankt  geht. 
Der  Schnitt  deraelben  mit  der  Tangente  T  gibt  ciuca  Punkt  P  der 
Gurre.  Die  aufeinanderfolgenden  Schnitte  der  Geraden  Tand 
orzevgen  die  Cnrve. 

EUminirt  mau  aus  den  Gleichungen 

«•+1^—1  =  0    f  6) 

die  Liniencoordinaten  ao  ergibt  alch  die  Gleichnng  in  Punkt* 
eoordinaten: 
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1)  Aetroide. 
Ihre  Gleiebiiog  in  LinieneoordiiittMi  sei: 

er+c)'-' 

Bildet  man 

so  iiat  man  die  Gleichungou: 

x»+t»y  —  l  —  0 


«  i$  —  0 


2) 


aus  welchen  u  uod  zu  eliminireu  sind.  Nacii  einer  einlacUen  Becli- 
nung  folgt: 

ond  entwickelt: 

Gleichung  der  Astroide  in  Pnnlrtcoordinnten. 


2)  Ellipse. 
Die  Gleichung  in  Linieoeoordinnton  ist: 

a«i|t^Ä«fr«-l=sO  1) 
Den  partiellen  Dilferentialqnoüenten  gebildet,  gibt: 


2) 


dv  tt^u 

Zar  weiteren  Becbnnng  hat  man  dann  das  Gleicbnngisystera: 
aus  welchem  u  und  «  zn  elimioiren  sind.  Es  ergeben  sich: 
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4) 


and  in  die  Gtoichimg  1)  snbBtttnirt: 


6) 


OlelcliQBg  der  Ellipse  in  Pnnktcoordinaten. 


ni  Tdl. 

Bebandiang  des  Thema  in  EbenencoordiDaten. 

§  1.  AibwickeUHire  Flächen. 

Die  abwickelbaren  Flttcfaen  werden  durch  eine  sich  bewegende 
Ebene  enengt,  deren  Gleichnng  sei: 

II,  9,  w  sind  an  folgende  Relationen  gebunden: 


2) 


wobei  a  ein  Yeräoderlicher  Parameter  ist.   Aus  2)  ergibt  Bich: 

w  —  «9  3) 

welche  Gleichung  als  Functionalgleichong  der  abwickelbareu  Flächen 
in  LbeucQCOordinateD  bezeicliuet  werdeu  kaun. 

Zar  Elimination  der  Function  ^  differentUre  man  3)  partiell 
nach  u  und  v,  dann  kommt: 
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dir 

du 


4) 


£in  zweitennal  differentürt,  erhAlt  man: 

V      ( v\       V*    „  [t'\       r       / lA 


5) 


Nach  erfolgter  Elimination  von  V  ans  der  Qleichnng  5)  folgt: 
oder  in  Determinantenfonn: 


0 


6) 


C7'<f 

du  dv 

7) 


als  die  partielle  Differentiali^eichaDg  der  abwickelbaren  Flicben. 


Beisi^ieie. 
1)  Astroidalflftcbe. 

Scbon  aoB  der  EneqgnngBW^Be  der  Flache  lassen  sieb  dfreet 
zwei  Oleicbangen  anstellen,  welcbe  swischen  den  Ebenencoofdinatea 
berrschen. 

Aas  der  Figur  sieht  mau,  dass  die  Gleichaugeo  licstelien  müssea : 
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CHek^nng  der  Astroidalflftehe  in  Ebenencuofdiuaten.  BUdet 
mui  die  partiellen  DiffereiitialqaotieQteii: 

80  Sieht  mau,  üaw  die  Bediagaogagieichung  für  abwickelbare  FJ&elien 

raSrisJ'^*'"'  Atroidalliäche  also  eine  abwickelbare 

2)  Exponentialflftche. 

Pur  dieee  Flache  ergeben  sich  in  Ebeneucoordinatea  die  ad- 
aamneogeliOrigeD  Oleichuagen; 

<n>  SS  6tp 

Beatimiiit  maa  die  Differenüaiciuotienten 

9w  _^  t  a«,f, 
diia»-^ 

so  18t  ersichtlich,  da88  das  Kriterimn  der  abwickelbaren  FUlcbeo 
befriedigt  wird,  -v««* 

Die  EiponeatiaUlaclie  iit  daher  eine  abwickelbare  Fläche. 


.      ■     .  .  §2  RotattoM/lächai. 

Seien  aneh  hier 


''du 


AMh.  «.  Ibth.  tt.  Phj«.  8.  n«a«,  T.  UT 
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die  GlekhuDgen  der  Tangentialobene  E  der  Fläche  im  Punkte 
y,  »  Qttd  die  Gieichungen  der  den  Flilckenpiiiikt  bestimmenden 
QreniebeneD  Ei  und  Mg. 

Abb  den  zwei  letzten  Gleiehangen  des  Systeme  1)  erhalten  wir: 


dt» 


<^uadrirt  uud  addirt  folgt: 


2) 


+»'=''[(r:)+e:)']  3) 


Da  m  Punktcocrdinatea  fUr  Rotaüonsfiäcben  mit  der  «  Achse  als 
RotatioDsaebae 

dio  FuucüooalgioicUuDg  ist,  so  folgt  aas  Vorigem  : 

y + y  =  *> 

oder  weuü  man  dio  erste  Glcicliuu|^  noch  zu  Hülfe  nimmt; 

5) 


(Ii)  +  G^)  " f  IGT  äi/  l 


Um  die  willküilicho  Function  cp  wegschaffen  zu  köoneu,  diücreu- 
tiiren  T.'ir  partioll  oach  u  und  v  die  (ileichung  5): 

^/BwB^w     Btc  8*1''  \  .  ^^Bü*^*'dudv 

- 1 0  u  a      a  V  du  fvj  —  ^  /     9w  dw\* 


also: 


r'fr  a*tr 

d  w  c^ic  die  B^te  ,  ,  ^  du  Bv  Bi^ 
du  du  dv'  dv  bv* 


6) 


/  Bw  _  8wy 
\        du  dvj 
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«3 


Durch  Division  der  beiden  GleicliQugen  des  Systems  G)  fällt  der 
Aoidnick  -y  ^  weg,  68  ist  also  die  willkttrliehe 

FoDCtion  (p  eliminirt. 

Das  Eliminationsresnltat  kaon  in  Form  einer  Determioaate  ge- 
schrieben werden: 


die  Bhf.dw  9w  dßw       Bw  dßw 

du  BuBtt'     Bu  BuBp'^FZ  dr* 


d*tr 


Bw 


welche  ein  Prodoct  zweier  Determinanten  ist: 


-  0 


e) 


dm 
du' 


dw 

dp 


I 


öl**'    öu  dv 


BuBv' 


B^ 


-  0 


8) 


Die  Bedingnngsgleicbang  7)  zcrf&llt  daher  in 


Bw  Bw 


b) 


B*w 
3»»«» 


Bv  Bh 


9) 


«  0 


SteHea  wir  uns  nnn  die  Frage:  sind  die  beiden  Gleiehnagen 
des  Systems  9)  Bedingnngsgleiehangen  ftr  BotationeflSchen,  sind 
immer  beide  erflült  oder  nicht»  welcher  besonderer  Fall  ergibt  sich, 
wenn  nir  eine  der  beiden  erftUt  wird? 

Nor  die  Gleichung  9}  a)  ist  eine  BedmguDgsglcicliung  für 
Rotationsfiäcbeä ,  ihr  muss  stets  gcuügt  werden.  Die  zweite  Glei- 
chnng  des  Systems  9)  ist,  wie  wir  fröher  abgeleitet  haben,  das 
Kriterium  für  abvvickelban.'  l''l;ichen,  sie  braucht  also  lüi  aUgcmeincu 
nicht  erfliiit  zu  seio,  wird  äie  abor  befriedigt,  so  ist  cUe  betreffende 
Botationsfläche  ancb  eine  abwicicelbare  Fläche  (Kreiskegel,  Kreis- 
Münder.) 
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Z>«/«>«I:  DiffermtUal' Glnehmftn 


1)  BotatiottBhyperbolotd  mit  einem  Fache. 
Seioe  Flftchengleicboag  kann  geschrieben  werden : 

Die  partiellen  Differentialqaotientea  gebildet: 


1) 


d«9 


1 


ah* 


2) 


Maltiplicirt  man  resp.  mit  v  and  t»  und  stibtrahirt,  so  folgt: 

I»  *a  -  —  M  K   Ä  0 
ein  Zeichen»  dass  die  beliandelte  Fläche  eine  Rotationsflftche  ist 

Rotationsetlipsoid. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  in  KbeueucoorUioaten  ist : 

Difiereutiirt  man  partiell  nach  n  und  v, 

'  cv 


3) 


1) 


2) 


und  mnltiplidrt  hxhw.  mit  v  nnd  «,  so  ergibt  sich  dnrch  SabtractioB 


dw  dtv 


-  0 


3) 


die  partielle  Differentialgleichung  der  Kotationsil&chen. 


3)  Wulst  oder  l  orus. 
Fttr  diese  Fiftche  erhftlt  man  in  Ghenencoordinaten  die  Oleichnng: 
c«(i»»+v«+to«)  -  (X  — aVu^+vV  =  0  1) 
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Setzt  man  hierin  a  =  0,  so  erhfttt  man: 

die  Gleichang  der  Engel,  irie  es  sein  mnss. 

Um  zn  entscheiden,  ob  die  Gleichang  der  Bediagang  der  EoU* 
üonsfläcben  entspricht,  bilde  man: 

Maltipticirt  man  mp.  mit  v  nnd  o  and  snbtrahirt,  so  resaltirt: 

Btp  die 

du        dv  ' 

das  Kriterium  der  Rotationsflftcben;  der  Toros  ist  somit  eine  Rota- 
tionsfläehe. 


§  3.  Regdfliichen. 

Die  Begelfläcben  sind  Erzengnisse  einer  nach  irgend  einem 
Gesetze  sich  bewegenden  Geraden.  Es  sden: 

die  Gleichungen  der  eneagenden  Geraden,  wobei  o,  £,  «,  |9  wilUcflr- 
liche  Functionen  eines  veränderlichen  Parameters  B  sind. 

Die  GleicbuDgen  der  Taugeutialebene  und  der  Grenzebencu  seien : 


ti«+«y+iw — 1  «"  0 

Eiimiairt  man     y,  z  ans  1)  und  2),  so  ergibt  sieb: 

cn'      Biv  *  du  dv 


2) 


Daraus: 


«C—   »0"  =  —  —  ä"  3) 
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dl«         dtr   ,    1  /  , 

Fuhrt  laan  atett; 

1    1    «  i 
1^'   a'  ^ 

willkOrlielie  Fnnctionen  des  Parameters  6  ein,  so  ergibt  sieh: 

-  « -«^         a^-*-  ^^^^  =  ^ 

Differeotürt  man  partiell  nach  u  irod  v  die  erste,  so  folgt: 

d««    öl  at. a««  +  i^'   + j  a«  -  ^ 

8»»r  /  e«.  \8d 

ö         ru  Gl'       vv*     \   Cv       J  ov 

dann  nach  u  nnd  v  die  zweite  Gleichoag  von  5): 

weuu  limii  iliü  zweite  Gleichung  des  Systems  5)  benatzt. 
Borch  DiviBion  von  6)  nnd  7)  ergibt  sieb: 

a^r      a«iö  ^ 
00  dH   "8«'  +^at>'a^"'*att» 
ätt  •  a»  ■*  8«to  ,  a*»     ^  8ne 
*5ir8^"t'''g;;*  ""^auÄ 

a'tr     a*to  f'fr 

"  f??;  c('~^'  er*  ^ a?/  a»j 

"8ttÖt»+"öT«~'^8;^ 

gptzt  nirir  Hie  beiden  Brücbc  einander  gieicb,  redacirt  enUprecbeiui, 
so  erbält  man; 


7) 


8) 
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L W  ar  j  -  a««  a*»J   + -  v*)  o 

Diese  Gleicbuug  wäre  befriedigt,  falls  der  erste  Factor 

\BudpJ  ^du*  ät»«"*^ 

wäre ;  dies  ist  aber  die  Bedlogangigleichnng  für  die  abwickelbaren 
Fttchea. 

Jedenfalls  wird  die  resnltirende  Gleichaog  9)  befriedigt,  wenn 
der  zweite  Factor  auU  ist,  also: 

«l+*^i> — 9^    0  10) 

Diffcrentiirt  mau  diese  Gleichung  partiell  uacb  u  uud  v: 


»•^•_L-^  ri 


11) 


B6  he 
moltipUcirt  man  die  obere  mit        die  untere  mit  ^   and  sab- 

trahirt,  so  folgt  die  Bedingung: 

aö    ,  aö 

Anderseits  gebt  aus  der  Doppelgleichang  8)  bervor: 

dfif  av     a«»r  1    der  .avi 
ai*rav«~  öu  a»-    a ^ L'''^ ä« a^  ^du^j^^ 

EÜQiinirt  man  ans  12)  und  i'6)       :       so  bekommt  man: 

a*»o        ^  o'»r 
^       ^  du  Br  a 

oder 

^-»•8^i-vi-a.  +  ^*ö^«-^  14) 

Wir  haben  bier  eine  Function  Ton  u,  v  und  6,  nftmUch 
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F(u,  r,       —  0 

wobti  tt  und  V  die  aoabb&ogig  Yftriabelea  sind.  Wenn  man  diffe- 
rontiitt,  80  folgt: 


Hnltiplicirt  hiad  die  erste  mit  A,  die  sweite  mit  ^  und  B«b- 
traliirt,  indem  man  die  Gleicliitng  19)  berOcIcBichtigt,  bo  ergibt  sich 
nacb  einfacher  Bedoction: 


Sowohl  Gleichung  16)  als  U)  sind  nach  i  und  9»  homogen,  es 
lassen  sich  BOmit  beide,  l  nnd  9*  daraus  elimlniren. 

Das  EHiuinatioDsresultat  ist  eine  partielle  Differentialgleichaog 
III.  Ordnung  und  stellt  uns  das  Kriterium  fttr  die  Regclflächen  dar. 

Als  Beispiel  znr  allgemeinen  Eegelflttche  wollen  wir  behandeln: 


15) 


16) 


Daa  eiii8cbAlige  Hyperboloid. 
Die  FUchengleichnng  in  Ebeneocoordinaten  ist: 

Bestimmt  man  die  partiellen  Differeutialquotienten: 

du     0*w  i 


1) 


Bw  b 

femer  die  zweiten  Abteitangea: 


3) 


auch  die  dritten  DeriTinea: 
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che  3a*  i^f*-  1 

du*  ~ 


9h»  36*  1 

_   


Ott-  Vt  0* 


•^1 


u 


at»d«'  IC*  j 

Die  I BedinguiigstjU'iclnin'^^  :ur  allgemeine  H»'g«'lriächcü  ergibt  sich, 
wie  wir  iii  ilir  allgcmeincü  Ableitung  gesehen  habeu,  durch  Elimi- 
natioQ  vou  A  uod  7  aas  deu  GkichuogcD  14j  und  16).  Setzen  wir 
in  diesen 

^  ^  lA 

80  geben  dieselben  über  in: 

Sßw  d^tp  d'w 

3»*  dw  3»  8ir*  *"  ^ 

Mfl  welchen  dorcb  EUminatioii  von  A  sich  das  Kiiteriain  ergibt. 

Sabstituircn  wir  iiierin  die  berecbueten  jÜi£rerential<iaotieutou, 
so  baben  wir: 

Die  Ql^lrang  6)  kann  aber  ancli  geschrieben  werden  in  der  Form: 

—  ^  „6         —  1) 2/1  a«Ä»  t»t>  -f  ^» 6*  (a»  u^*  —  D]  . 

.  [a»i»— i**«»] -0  7) 

Die  erste  Klammcrgrösse  ist  aber  die  Gleichung  5).  Der  all- 
gemeinen Gleicbnng  wird  genügt,  das  behandelte  Hyperboloid  ist 
somit  eine  BegelÜäcbe. 
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f  4.    Itegflßnchen  mit  einer  Hichtimgxgeraden. 

Nimmt  mau  dio  z  Achso  als  KichtliDio,  ist  if  in  Punkt  der 
Flache,  80  ist  fär  jede  TangentialebeBe  z.  &  fttr'die  durch  MP 
geheade 

wobei 

ist.   Non  ist  bierans 
und  somit 


e      arctg  ~ 


cosO 


ar 


«-«0 


eine,  natttrlicb  wilikttrlicbe  Faactioa  ^(9),  folglich  ist»  wenn  man 

cosO 


einsetst,  auch 


Die  GloichuDg  der  Tangentialebene,  die  durch  Af  und  Pgeht,  ist: 


woraus; 


Setzt  mau  bierio  die  ohigou  Werte  ein,  so  orhftlt 

tt-ftgö  .  ü-f-i//(ö)   w  —  0  3) 

Aus 

—  (m) 

folgt  umgekehrt,  dass  6  irgend  eine  Fuüction  von  ist,  ebenso  tg^, 
daher  die  Gleichung  der  Taugentiaicboue  einer  solcbon  Fläche  aach 
geschrieben  worden  kann: 

Unsere  Aufgabe  wird  gelöst  sein»  wenn  wir  A  und  fi,  die  will- 
kOriiehen  Functionen,  eliminiren. 

iJiii'orentiiieu  wir  partiell  nach  u  und     so  kommt; 
'  0«  '  du 


5) 
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Mnltiplicirt  man  resp.  mit  vnd  subtnUrt,  flo  fo]gt: 

In  die  Gleidraog  4)  eingesetzt: 

8«? 

du 

Anmerkung.  Wäre  die  Rcgclflilcho  eine  tolche  mit  eioer 
Bichtebene  z.  B.  der      £beQe,  so  mUssto 


f  ~     —  0 

sein,  somit  auch 

ti{w)  —  0 

woraiu  folgt: 

Oir  O  IT 

d.  i.  das  Kriterium  der  Regelfl&cben  mit  Bicbtgerade  aod  Bicbt- 
ebeoe,  der  KonoidÜftcbeD. 

DiffereDtiirt  man  die  üleichaog  7)  weiter  nach  u  und  v,  so  er- 
gibt sich: 

d'i-  Bu  ov  c  u      du*  Bv 


otc  dvß  Bh    Bwdv  Bv  I 

8^  =  -  3  w  7^^*  ^  ^  '  \ 

Hnltiplicirt  mui  resp.  mit       |^  and  sabtrabirt: 


8) 


Bw      Bw    Bhc        c  T 

Bv*  Bu     Bv  Bu  Bv  Bv 


B^w  Bir  8*M7  Bw 
Bu  Bv  B  u     Bu^  B 


;1 


Bw  /öu-\* 

Bu  \B~u) 

»d  redncirt: 


-0 
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Doltzal:  Differential- (ileichungen 


Cir  r9*»r  9v 

^       I  ^  "r* 

r  ?i  c  t'-  0  tt 


ü«      t  rj 


C  O  LOM  CV  0 


fr  f)*rr  Jirl 
U       8u*  0  rJ 


-0 


aod  endlicii: 


<;Vr9ir1*     2  Ö*tf    'c'r'  [Btf 


J   '   8  r*  [f  u. 


9} 


nnd  diese  Gleicliiing  ist  das  Kriteriiim  der  Begolflftdieii  mit  einer 
Ricbtgeraden  in  Ebenencoordinaten. 

Als  Beispiele  zu.  üioBei  FläcbengattuDg  wollen  wir  behandeln: 


1)  Eine  Regelflftcbe. 
Die  Gleicbong  der  Fl&che  in  Ebenencoordinnton  sei: 

*(att-  1)  .  1 

Bilden  wir  die  partiellen  DifTerentialquotionten  nach  u  nod  v 
nm  durch  Substitution  der  Werte  in  die  Gleichung 


ou*  Vor/       c»  c«?  o  t>  8 1»  •  3o*  Vött/ 


7u  «Tfahren ,  ob  die  vorliegende  Fläche  eine  Kegelfl&cbe  mit  einer 
liichtgeradcu  sei  oder  nicht. 

Fflr  die  partiellen  Differentialqaotientea  ergibt  sich: 

CH 


2) 


d 


Für 


1  hjau^l) 


snbstituirt,  ergibt  sidi: 

d«  _   o^»(gti--l)fcw»  


3) 
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Bestimmt  man  die  sweiten  DifferentiftIqaotieDteii 

4) 

8»  a»  "*  )  -  'J(ih(/m-\-av  ,-f  a«-i-i.«j  * 

tttbtnülirt  die  Werte  aas  3)  nad*  4)  in  die  Bediagangagleicbuog 
der  RegelflSehen  mit  einer  Richtongsgefaden»  so  wird  dieselbe  iden- 
tisch erfilUt,  ein  Zeichen  ,  dass  die  behandelte  Flftche  in  die  ange- 
gebene Flftchenfamilie  gehört,  was  anch  in  Pnnktcoordinaten  er- 
wiesen wnrde. 

Man  kann  jedocii  die  iJcurteiluuij  lu  der  Weise  führeu ,  Uass 
man  durcli  entsprecheudc  Bebaudlung  dor  FläcbengleicbuDg  zum 
Kriterinm  gelangt. 

Berechnet  man  die  partiellen  DidEerentialqaotieiitea 


di0      bhw^      .  t 

I  I 

1) 


dw"^   a(i«  — i>»    ^  kW 

4 

SO  erhalten  wir  durch  Division  der  vorliegenden  Differentialgleichnng 
die  psrtielle  Differentialgleichnng  der  Flftche: 

5  u       b(au  —  1)  1  2» 

Differentiirt  man  weiter,  so  kommt: 

G  W    O^W       0  W  0*ir 

d  udu  dv    d  V  8u*      /    .     ^  1  \     1  8 


id  tc\i 


(1    \       1     C  tf 


8  V  B*w    Bw  B^it- 

Buf^"^  BvBuBv     /    .        1  \  1 


3> 


{cu) 


/  l  \   1     ö  w 
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04 


Mnltiplidrt  noftn  bshw.  mit  g-*  ^  und  sabtrahirt,  so  resaltirt: 


a 


et?'  \pn\ 


bu  öv  du  d  V 


4) 


als  die  abgeleitete  partielle  Differcntialgleichuug  fär  Regelflächen  mit 
einer  Ricktgeraden. 


2)  Elliptisebe  SehraobenfUehe 


Diese  geht  Ober  io  die  Kreisschraabenflftebe,  wenn  man  letst  fr  a) 
also  ist  ihre  Gleichmtg: 

und  diese  Flftche  wollen  wir  n&ber  uotersocben. 

Berechne  man  die  partiellen  Difi'erentialqo^tieaten: 


V 


dw 

du 

tt  sin 

«TIC 

8in 

d 


u  sin   »coB 

kw  kW 


S) 


Hieraus  ergibt  sich  die  Difforeatialgieichang: 

Buf 

oder  anch 

dl«     1    s«'  .  ^  A 

Ä—  cos  ,  8in .    —  0  5) 

dv      kio      du     kuf  ' 

DifferenLiirl  man  von  ueaem  partiell  uacU  u  uod  f,  su  erhält  mau ; 
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duBv  d  u      du*  B 


=  0 


Bu  Bv  d  V 


Bu  Bv* 


(B  tc\i 


6) 


Eliminirt  man  hieraus  d  io  sweiten  Teile,iiideiii  man  die  enteGleichnngmit 

0ir  Buf 

^  die  zweite  mit  ^  mnltiplicirt  nnd  dann  snbtraliirt,  so  eigibt 
licli: 

8V  [B  icV 
du* 


'    rj  '"'^  8u ar  [b  hJ  [ö  vJ    ar«  ja  i.|  ^  "  ^* 


Dies  ist  die  bckauoto  Bedingangsgleicbaug  für  Begelfiftcbea  mit 
einer  Ricbtgoraden. 


§  5.    Begel/läche  mil  tmer  RU^^btne. 

Es  sei  wieder 

»»+»f 1     0  1) 

die  Gleicbiin;:^  dor  Tangcntial^brin  Soll  imn  die  1  Ir/riii^'onde  z.  B. 
stets  zur  xy  Ebene  parallul  bloiL»en,  so  folgt,  dass  ein  beliebiger 
zweiter  Punkt  mit  den  Coordinaten  r©,  y^,  sq,  wobei  "  -i  gleich- 
falls der  GloicbuDg  der  Tangentialebene  genügen  müsse,  also: 

Aas  den  Gloiubungeu  l;  uud  2)  lolgi; 

Damit  sich  nun  die  orzcugcude  Uoradc  nach  irgeud  einem  Ge- 
setze (z.  B.  auf  beliebigen  Curveu)  bewege,  mo&s 

also  auch 

sein.   Berilekaicbtigt  xuau  dies,  so  l'oigt  üus  3) 
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aber  auch 


'-'0 
'-'0 

und  die  Oleidmng  1)  gebt  Aber  in 


— 1 


5) 


Partiell  differeDtiirt: 


6) 


Haltiplicirt  mm  die  obere  dieser  Gleiebnogen  mit  «,  die  antere  mit 
V  und  addirt,  iO  folgt: 


BerackBichtlgt  mao  5),  so  ergibt  sieb; 
Ton  nettem  nacb  u  nad  v  dilFerentUrt  gibt : 

^  «4"  a  t»"^  '  ö  v -  "J  +  ^ [" du^'^'^Bu^l  =  ^ 


7) 


8) 


9) 


Die  erste  dieser  GleiebBogen  mit  »,  die  zweite  mit  v  maltiplicirt 
nnd  addirt,  resaltirt: 


a*jf 


10) 


als  partielle  Diflfereutialgleichung  der  RegelHächen  mit  einer  Riebt- 
ebene. 
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B«igpiele. 
1)  Bine  windscbiefe  FlSche. 

Die  Gleichung  dieser  FJ&cbe  in  Kbeaeacoordio&tea  lautet; 

Um  sich  zn  Übcrrens^on  .  ob  die  vorliegende  Fläche  dem  Kriterium 
fler  Kegelflruhon  mit  einer  Kichtobeue  genügt,  berecbno  man  die 
partielien  Differeutialquotienten : 


2) 


9w  rc{n  —  mr^) 

Bw  (c  —  au)  tt* 

au«    ~  — tt"}»i«.  " 

S^r      <tt  (Sog«»»— 2o«ii> — 1>«)    ^  3) 

und  sabititiiire  dieaelben  in  die  BedingiiDgsgl^elniiig: 
80  ergibt  sich 

tt*  17^  — '  3rtr         -|-  2fi''  r  -f-  //i^C  V* 

wird  also  dieselbe  identiseb  null,  was  ansere  Begdfläcbe  als  eiae 
solche  mit  einer  Bichtebeae  keDnseichaet. 


I  6*   Resdfiäehe  mii  RidUmgsgerade  und  lUeknmgMAene,  KonoiäfUk^ 

Dieser  FlAchenart  entsprechend  sind  wir  gezwungen,  di^geaigea 
Betrachtungen,  welche  bei  Regelflächen  mit  Ricbtungsebeae  and 
Ricbtangsgerade  einzeln  gegolten  haben,  hier  zu  Tsreiaigeii. 

Wie  bei  B^lflteben  mit  einer  Richtebene,  haben  wir  ancb 
liier: 

Afflk.  S.  lUtb.  m.  Vkfu  2.  aaiha,  T.  XtT.  7 
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Da  aber  ancb  die  Bedingang  stattfindet,  wie  bei  RegeiflAcbeo  mit 
einer  Riebtgeiaden,  nftmlieh 

1 

80  folgt  die  Fonctionalgloichong 


dt» 


1) 


2) 


Partiell  nacb  «»  nod  v  differeutiirt  gibt: 

Hierau  F*  elimioirt»  folgt: 

die  partielle  Differential^eicbang  der  Konoidflftcben. 

Beitpiele* 

1)  Die  erste  Hochbeim'sche  FUcbe. 

Ihre  Gleichung  lu  Ebcocncoordinatcn  ist 

J#«-f  trS«>      0  1) 
DiffercDtiirt  man  partiell,  so  kommt: 

dl 


2) 


Mit  tt  and  v  beziebangsweise  moltipUcirt»  bieraaf  addirt,  er- 
gibt sieb: 

ou  *  ov 
als  das  Kriteriam  der  Koaoidfl&Gbeo. 

liestimme  mau  dio  zweiten  Ableituugeu 
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Sin»  "*  %v!^         l  4) 

ü  IC  »* 


Qtul  äubstitnire  man  dieselben  in  das  Kriteriam  der  Regelfläcbea 
mit  einer  Kichtgeraden,  nämlich 

I 

10  ist  eriichtlich,  dws  dieielbe  idenüseb  null  i$t  und  xwir: 

Uoserd  RegelflAcbe  besitzt  somit  eine  Kicbtgerade. 

Wollen  wir  nnn  nachsehen,  oh  auch  das  Kriteriam  der  Regel- 
flächen mit  einer  Kichtebcne  ermiit  wird.  uiusüte  der  Gieiciiuug 
genügt  werden: 

C-tc  o'k'      .      „  C**10  ^ 

In  der  Tat  wird  auch  diese  Gleicfaang  in  aller  Strenge  erfaUt, 
denn  darcb  Sabititation  ergibt  sieb: 

Dio  erste  Hochheim'scfac  Fläche  besitzt  somit  eine  Bicbtgerade 
nnd  Bichtebene  aud  ist  ein  Konoid. 


2)  Die  zweite  Hochbeim'scbe  Fläche. 

Diese  hat  in  Ebenencoordinaten  die  Gleichaog: 

i^fu*io  — V*  — 0  1) 

Nnn  wollen  wir  auch  bei  dieser  Flftdie  prftfen,  ob  dieselbe  den 
Kriterien  für  Konoidfläehen,  fttr  RegelAfteben  mit  einer  Bicbtgerade 
nnd  Bicbtebene  genüge  leistet»  nftmlieb: 

7* 
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dw  ,  Bio 
du  Ov 


Bildet  man  die  Differentialqaotieaten 

a»—  iM4»» 

aw  2» 
a* mh* 

und  auch  die  sweften  AUeituDgen 


1 


3) 


6m« 

a>» 

4» 

ö«  " 

2 

4) 


uud  substitairt  dieselben  in  die  Oleicbnngcn  2),  so  erbält  man: 

jlf«»*       ~        ilftt»  JM»«  Äf»«     ilf«  it«  ilfi»*  —  " 

Anedrftclce,  die  identiscb  nnll  sind.  Die  zweite  Hochbeim'eche  Fläche 
iet  somit  derselben  Art  wie  die  erste. 


3)  Flache  Scbraabenflftche. 

Ihre  GleichuDg  laotot  in  Ebeueucoordioaten: 

u  1 


Partiell  differentlirt,  folgt: 
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dm 
du 


POM  RotatiMf-  und  lUgt^Ückm.  •  IQl 


c(««4-f;«)  ^arctg 
  u 


2) 


Multiplicirt  mau  bzhw.  mit  u  uod  »  und  addirt,  so  resulUrt: 

die  ,  Bw 
)p 

das  Kriterium  der  Koaoidüächou.   Bilde  man 


du  *     or  ' 


dm 

du  V 

Öio  ~  H 

dt, 

itQd  dlfforeotlire  partiell  nach  t»  and  t»: 

dys  ff^c      dw  3*w 


4) 


Btp  Btß 

Mit  ^- .      respect.  malUplidrt  nnil  sobtrahirt,  ergibt  eich: 

B*'r        Bw  S»r  ö'tr     .    /Bw\*  B*fc 

—  0 


ein  Zcicbeu,  dasB  die  Hache  Schraubeoflächc  auch  eine  Ricbtgorade 
besitzt. 

§  7.  KeffetfiätAen. 

Auch  die  Gk'iihuug  dieser  Fl&chengattung  wird  sehr  eiafacb  io 
Ebencucoordiuateu. 

Seien  «o,  ^»  s»  die  Coordioaten  der  Spitxe,  so  ist  die  Relation, 
der  die  Ebeoeneoordioaten  stets  genOgen  mftssen,  gegeben  durch 
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welche  aocb  scbou  die  Gleichuug  aller  Kegolflächcii  mit  dem  Scheitel 
^<ij  yoo  darstellt  Ausserdem  tritt  noch  hinzu  die  Gieichuog  der 
io  der  xy  Ebene  betindUcheu  Leitlinie 

^(«,  v)  «  0  z.  B. 

In  der  Tat,  zn  Punktcoordiuaten  übergehend,  ergibt  sich,  wenn 
man  in  1)  die  Werte  für  u,  f,  w  eiusctzt : 


2) 


df.     df.      df      Bf      Bf     df  ^ 

aap + ^»  a, + 8 .    a  -  2^  öir  -  a  t  -  ^ 

oder: 
oder  anch 

p(«--aro)-j-5(yo  — —  »— 3) 

Dies  die  bekannte  Bedingnugsgleicbuug  tUr  Kegdflächen. 

Denkt  mao  sich  den  Scheitel  in  der  s  Achse»  lo  folgt  fttr  die 
Oleidiimg  der  Kegelflftehe 

»  1 

oder 

1 

t 

was  sehr  aoschaoUch  in  der  Figur  zum  Ausdracke  kommt 


§  8.  Qflindtrfiädun. 

Soll  nun  eiue  Cyiiuderfläche  als  das  Erzeugnis^  rinor  Ebene 
sich  ergeben,  so  muss  die  erzeugend*'  Kbcue  stets  einer  tixen  Ge* 
raden  parallel  bleiben.  Die  tiieicbuog  dieser  Geraden  sei: 


*     cos  y  ^ 

CO»  y  ' 

oder  auch  geschrieben: 


,G>  1) 


n 

Ans  4le8er  GleichoDg  folgt  sofort: 
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tt COS a 4" C08 jS -|-  ""cosy  —  0 

oder 

als  d;^  Gleichung  der  Cylindei Aäcliou ,  deruu  Jblrzou^eode  parallel 
ZOT  (ieradou  G  siniL 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  Icucbtct  sofort  ein,  wenn  uiau 
vou  den  Ebenen-  zu  den  Puuklcuordiuateu  übergeht  und 

fix,  y,  *)  -  0 

als  .die  Gleichung  der  Cylinderflicbe  a&aimmt. 

BeitiiDiDt  man  nach  der  frftber  behandelten  Tranaforaatioa: 


"""    Bf.     Bf,  Bf 

By  . 


» 


Bf 

dz 

Bf        Bf  .  Bf 


and  rabititnirt  dieselben  in  die  Gleichung  4),  >o  ergibt  eich: 

Bf  Bf 

-S-H  4+1-0  7) 
Bn  Bx 

oder  auchs  chliesslicli: 

ap  +  6g-i  8) 

welches  die  partielle  Differeutialgleichong  für  Cylinderflftchen  dar> 
stellt,  die  wir  im  eretea  Teile  des  Thema  abgeleitet  haben. 
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Beispiel. 

BeMicboeu  wir  mit  «,     y  die  Winkel  der  Eictitger«deo,  so  ist 

die  Gle'u'huug  aller  Cylinderil  irhon  in  Ebenencoordiiiateii,  deren  £r- 
zeageode  parallel  zur  Eicbtgeradea  siod. 

Betrtelitoii  wir  einen  Cylinder,  der  senkredit  anf  der  Ebene 
stellt,  so  hat  man: 

somit 

10  SS  0 

Gleiehttog  der  Cylinderflichen  TOn  gegebener  Beechaffeabeit 
Es  iat 

1 

wie  es  sein  mnss. 

Ebenso  erbilt  man  filr  einen  CyUnder,  der  senkreeht  aaf  der 
ffM  Ebene  siebt: 

somit 

tt  -»  0 

die  Gleiebnog  der  CylinderflAchen  von  genannter  Eigeoscbafl»  worana 

1 

M  0» 

u 

wie  es  aas  der  Fignr  ersichtlich  ist 
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Miscelien» 


i. 


Zam  PytliagorHischen  Lehrsatze. 


Gegeben  aei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OAB^  mit  OA  a, 
OB^h  als  Katheten;  ferner  sei  der  Funkt  If  der  Scbwerpnnkt 
des  Qoadrates  Aber  AB^  fthnlicli      P  ffkr  Quadrate  über  Bo^  OA. 

Als  Abscisscna( li'^p  ^vfüilf^n  wir  OA,  die  andere  Kathete  als 
Ordiuatcnachse ,  (ien  ächeitei  des  rechten  Winkels  0  zum  Anfantrs- 
ponkte  eines  reihtwinkligon  Coordinatensystems.  Die  Courdiuatcu 
der  Schwerpunkte  iU,  iV,  i'  sind  (Fig.  1.) 


Das  Dreieck  der  Schwerpunkte  MNP  steht  zum  gcgebenea 
Dreiecke  OAJJ  m  besonderer  Beziehung,  die  wir  näher  untersuchen 
wollen. 

1)  Beide  Dreiecke  ALNF  und  OAB  haben  einen  Schwerponkt 
gemeinschaftlich. 

2)  Die  Flftehe  des  Dreieckes  MNP  flbertriffib  die  Fläche  des 
Dreieckes  OAB  um  die  Ftftche  des  Dreieckes  AMB,  denn  es  ist 


3)  Bezeichnen  wir  mit  R  den  Durchschnitt  MN .  AB^  Ähnlich 


S  s  I^M ,  ABj  so  folgt  aus  dem  Pjthagoräischeu  Lehrsätze: 
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lOti  MüeeUen. 

^  AMB      ^  BNO  -f  /x  OPA 
somit  mit  Kttcksidit  anf  (2) 

ZicLcu  wir  beiderseits  die  Fläche  MVtSIi  ab,  so  orhaiteu  wir 

4)  Die  Ucraaeu  OM^  ^lY,  i^i'  sind  Ilöhoa  des  Drcieckos  M^P, 
Ihr  gemeinschaftlicher  Dnrchichnitt  H  ^  a'-\-b}' 

5)  Das  Dreieck  OJi^  liegt  porspectiTisch  zum  Dreiecke  AßVP. 
Dies  erhellt  schon  ans  (4).   Schreiben  wir 

U^'ÄB  .  AP,    V^BÖ,  PM,    W=  OÄ  ,  AfN 

80  liegen  die  Punkte  (7,  \\  Vr  auf  einer  Geradeu,  welche  wir  mit 
n  bezeichneu  wollen,  und  deren  Gleichung: 

6)  Schreiben  wir  L  =  oJi  .  MN,  K  OA  .  MF,  m  können  wir 
sagen:  ilcr  Kegelschnitt,  Avoldier  durch  die  Punkte  OKSHL  poht, 
berührt  die  Gerade  Ml'  im  Punkte  Q,    Es  ist  nämlich  JiLOOKS 

ein  Pascarsches  Sechseck,  wo  OO^NP,  Far  dieses  Sechseck  ist 
n  die  Pascal'sche  Gerade. 

Analytisch  beweist  sich  der  Satz  wie  folgt:  Es  ist 

^/A'=  —  (ö_J-2ft)y-|-aar-}-A(a  +  A)  —0 
UP  =  ^  — (2<t+6)jB+a(a+6)  es  0 
AP^  ay'\'hx-nb^O 

KL  =  a(i9+25)y+d(3a+ft)«— 'aft(«4-6)  -*  0 

Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  durch  die  Punkte  A',         L  ist 

MN .  MP—XAB  .KL^O 
Da  nun  der  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  0  gehen  soll,  so  folgt:' 

somit  ist  die  Gleichung  des  betreflFendea  Kogeischaiucä  nach  Kürzung 
mit  dem  gemciusauieu  iaclor  (a'-j-«&-|"**)  • 
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ans  welcher  man  sogleich  ersieht,  dass  die  Goradd  iKP  eiae  Tangente 
desselben  im  Punkte  Q  ist. 

7)  Die  Lage  der  Achse  J7  ist  schon  durch  die  Lage  der  Hypo- 
tenuse AB  bestimmt  Aendert  nun  diese  ihre  Lage  nach  dem  Ge- 
setze 9(a,  — 0,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Enveloppe 
Ton  /7,  wenn  wir  aus 

ZI-O,  ,(«,*) -0, 

die  Gr^issen  a,  It  eliminireo.  Bemerl^onswert  ist  der  Fall 

wo  k  eonstant  ist. 

8)  Ist  nun  0  coQStaut,  l>  vcriiQjcrlicli ,  dreht  sich  die  Hypote- 
nuse um  deu  Scheitel  A  -^  wir  erhalten  so  eine  Reihe  von  Dreiecken 
GAB  und  eine  Reihe  ihnen  zugeordneten  Kegelschnitten,  deren 
Mittelpunkte  auf  einem  bestimmten  Kegelschnitte  liegen.  Ebenso 
gehiSrt  zu  dieser  Beihe  von  Dreiecken  eine  Reihe  von  Aehson  17, 
welche  einen  Kegelschnitt  umhQllen  und  zwar  eine  Hyperbel,  deren 
Gleichung  ^ 

xiif  -  a)  = 

Bei  gegebenem  a  gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
zwei  Kegelschnitte  des  Art  6.  Den  entsprechenden  Wert  &  erhalten 
wir  aus 

[I» + ö  4-  nn « [25*  -  5 + 2»^* + ö  U  -f-  »iU  ^ + -  o 

Liegt  nun  der  Punkt  ($',  i;)  auf  der  Ellipse 

so  erhalten  wir  zwei  Dreiecke,  welche  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
IT-achse  liegen.  Sie  sind  reell  fOr 

d.  i.  wenn  der  Punkt  (^17)  innerhalb  der  Parabel 

liegt,  also  für  Punkte  (Ii;),  welche  auf  dem  Ellipsenbogen  liegen, 
der  innerhalh  der  Parabel  liegt.  For  die  Schnittpunkte  der  Parabel 
mit  der  Ellipse  ist  h  ±00. 

Beide  Kegelschnitte,  welche  durch  den  Punkt  hiudurch  gehcu, 
fallen  bei  gegebenem  'f  zosammtni ,  es  entspricht  ihueu  somit  ein 
Wert     wenn  der  Tunkt  auf  der  Curve 
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[2S»-|»,-|.2i,*-h«(l+n)?-4«J«U*+'»(§+«l)]  -  0 

liegt,  welche  im  Pankte  O  einen  Rackkehrpnnkt  nnd  die  Gerade 
NF  ZOT  Bftekkekrtangente  in  diesem  Punkte  liat.  Ganz  analoge 
Reenltate  erlialten  wir  fQr  ccmstanCes  b  nnd  vertnderlicbes  a. 

Die  Resultate,  zu  denen  wir  gekommen  sind,  können  wir  ver- 
allgomeinori] ,  indem  wir  statt  der  Quadrate  Uber  den  Seiten  des 
Dreieckes  reguläre  Polygone  nehmen. 

Bezoidinen  wir  anch  hier  mit  J/,  iV,  P  die  Schwerpanlcte  der 
regulären  ifEcke  flher  AB  beziehnngi weise  BO,  OA^  so  hahea  wir: 

//'       n  ,  fi     a       n  ,  h\ 
^12»'"»+ 2-    ■2'"'^»  +2) 

Aach  hier  gilt: 

1)  Die  Dreiecke  MNP  nnd  OAP  haben  denselben  Schwerpnnkt 

2)  Die  VerbiuLluiigsliiiicu  Ol/,  ^^V,  i^/* schneiden  sich  in  einem 
Puuktc,  deun  ihre  Gleichungen  sind: 

OJtf  =E  ^Äcot^4-ö^^— ^ucot^       X  =  0 
AN  =  ^2a+(cot      y+Äx— oft  —  0 


und 


heot  -  +  a,       — acot  —  — 
n  II 


TT 


H 


a  cot- +  2fr, 
n 


—  ab 


S  0 


3)  Die  Dreiecke  OAB^  MNP  liegen  porspectifisch.  Homologe 
Seiten  schneiden  sich  auf  der  Geraden  IL 

4)  Der  Kegelschnitt,  der  durch  MLOKS  geht,  berührt  die  Ge- 
rade A7*  im  Tunkte  O;  äomit  ist  7//.00Ä'V  ein  Pascalschei  Sechseck 
und  IJ  dmcii  PascaUche  Gerade.  K.  Zahraduik. 
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9. 

Xotii  ttber  «Us  elvmtlleto  OtbI. 

Im  allgereeinen  die  Geschichte  derjenigen  algebraischen  Curven 
schreiben  zu  wollen,  die,  weil  sich  eben  ihre  Gestalt  mit  mehr  oder 
weniger  Zwang  als  eiförmig  schilderu  lässt,  seit  peu  pr^s)  260 
Jahren  „Ovale  ■  heissen,  würde,  obschon  er  manches  Verlockende 
für  sich  hat,  kanm  ein  recht  glücklicher  Gedaoke  nenneii  Min. 
Zwar  kommen  dieselben  schon  beim  filteren  H er on  vor  and  werden 
alfl  (fireilich  nicht  mehr  geometrische)  „Korblinien**  der  Architekten 
mid  Ingenieare  wol  ewigen  Beetand  haben,  doch  wfire  es,  ohne  die 
fiedentong  der  „CSarteeiMilien  Ovale**  and  New  ton 's  eich  hieraof 
besiebende  Leistongen  zn  verkennen,  einerseits  nnr- wenig,  was  man 
seit  Jenem  bis  aof  Prödas,  Descartes  nnd  allen&Us  noch 
Giovanni  Domenico,  Cassini  davon  za  berichten  hätte» 
andererseits  aber  treten  diese  Curveu  vom  zweiten  Drittel  des 
17.  Jahrhunderts  an  in  so  mannigfaltigen  Formen  auf  nnd  können 
sich  jeden  Augenblick  in  so  wechselvollen  Gestalten  bieten  (ich  er- 
innere  nur  an  das  äusserst  instrnctive  Cayley*gche  Beispiel  vom 
Zerfallen  einer  Curve  vierter  Ordnung  in  \  Ovale),  dass  ihre  histo- 
rische IBehandlung  bis  zur  G^^ijoTnvarr  imudesteus  schwer  durch- 
führbar erscheint.  laWahrhnt  f  hu^  iiuea  ovata  oder  „Eilinie" 
xax'  iiop]v  ist  jedoch  nur  eine  von  ihnen,  wenn  ich  auders  recht 
unterrichtet  bin;  dieses  eigentlichen  Ovals  ist,  meines  Wissens,  bis- 
jetzt  weder  in  der  Geschichte  der  Alataeniatik  besonders  gedacht 
worden,  noch  seine  Behuinlluug  von  irgend  einer  Seite  erfolgt,  obwol 
es  schon  deshalb  vor  völliger  Vergessenheit  bewahrt  zu  werden 
verdient,  weil  jedenfoOs  die  Zahl  der  vorhandenen  Uehnngsbeispiele 
durch  die  Eilinie  um  ein  darchans  nicht  weräoses  vermehrt  wird. 
Von  ihr  hörte  ich  zum  ersten  nnd  letzten  Male  vor  37  Jahren  ans 
dem  Mundo  meines  Lehrers  L.  von  Seidel  in  München,  ohne  iiir 
inzwischen,  sei  es  in  Lehrbttchem,  Aa^bensammlangen,  oder  sonst 
wo,  wieder  zn  begegnen.  Allerdings  triHt  man  8<dion  vor  370  Jahren 
bei  Albrecht  Dflrer  die  Consonanz  „Elerltnie**,  keineswegs  aber 
damit  zugleich  begriffliche  Deckoog  an,  da  ja  bekanntlich  durch 
letztere  Bezeichnung  nnr  ein  deatscbcs  Wort  für  Ellipse  geschaffen 
sein  sollte.  Einige  Worte  seien  mir  über  diese  nicht  uninteressante 
Linie  za  sagen  gestattet. 

Der  Durchmesser  AO  =  a  eines  Kreises  C  werde  als  Abscisaen- 
uüd  die  Kreistangente  in  O  als  Ordinatenachso  augenoinmeii.  Zieht 
man  dann  eine  Kreissehne  Ol\  liillt  l'ii  senkrecht  auf  AO  und  von 
U  aus  das  Perpendikel  QM  auf  üP,  so  gehört  der  Punkt  M  der 
Eälinie,  einer  Curve  vierter  Ordnung,  au,  dcreu  Gleichung 
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lautet,  uud  die  den  Coordinaton-Aiitaii^'  zu  ciiuni  droiluchen  Pnnkt, 
in  diesem  abor  nur  tüiio  reelle  Tangente  hat,  die  Achse  der  V. 
Einen  Mittelpunkt,  der,  wenn  vorhaudcu,  6  Bcsümmungs-Elemente 
vertreteo  wttrde,  besitzt  sie  oicbt  Zwei  MaxirnftlpimkCe,  die  ihr 
TerlftQf  zeigt,  ergeben  sich  als  Schnitte  eines  Kreises  C  mit  ihr, 
der  seineo  Mittelpnnkt  auf  der  Abscissen^Achse  ond  j|a  kqdi  Hall^ 
messer  hat,  sowie  den  Kreis  C  und  die  Corvo  in  O  IjerOhrt.  Das 
dadurch  bestimmte  Sebnendreiectc  wird  gleichseitig  and  hat  zur 
Soitonlänge  iaV3,  die  zugleich  die  Grösse  des  KrUmmaagshalh- 
messers  in  jedem  der  Maximalpuukte  iixirt.  Nur  2  (statt  12  im 
allgeineiuen),  oder  4  paarweise  uiit  ciuander  parallele  (wenn  auch 
das  Supplement  des  Neigungswinkels  iu  Betracht  kommt),  TangeDten 
giebt  es,  die,  eiuer  Kcgebenen  Geraden  parallel,  an  die  Curve  ge- 
zogen werden  könnun;  eine  Tangente  mit  Hülfe  von  Cirkel  und 
Liueal  /u  constiuiren,  bietet  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  ebi-u 
80  wenig  verursacht  die  Auttinduug  der  Berttluruugspuiiktti  jüuer 
paralleler  Tangenten  Mtthe. 

Die  Uutersufhuug  der  Evolute  niaunt  eiueu  etwas  mlticateu 
Charakter  au;  denn,  vou  Auwonduug  der  Liuiencoordinaten  dabei 
abstrahirt,  .verlaugt  die  eine  Methode,  nach  der  die  Evolute  als 
Enveloppe  aller  Normalen  aufzufassen,  d.  h.  ein  veränderlicher  Pa- 
rameter Y  ans  der  Normale,  N^O^  und  aus  dfN  *>-  0  zu  elimiiiireii 
ist,  die  Auflösung  einer  Gleichung  vierten  Grades  in  GOsy''t,  während 
das  andere  Verfahren,  welches  die  Evolute  als  Ort  der  Kmmmnngs* 
centra  keuneu  lehrt,  zwar  nur  die  einer  Gleichung  dritten  Grades 
nötig  macht,  im  übrigen  aber  das  Abstruse  nur  wenig  benimmt 
und  gleichfalls  recht  umständlich  bleibt.  Nach  dem  letzteren  wird, 
unter  ft  die  Coordioaten  des  Krammungsmittelpunktes  verstan- 
den, die  Gleichung  der  Evolute 


oder 

^vo(!urcb  ihre  Zugehörigkeit  zu  den  Cartcsischcn  Vurmen,  wie  sie  noter  der 

hü  8«1doiI' Fiedler  (Analjt.  Geoo.  d.  h.  eb.  C.)  alndlrt  tind,  dentlicb 
hervortritt.  In  gesdiicbtlieber  Hineioht  iit  BBsaer'i  InMigaraldieeertatloa 
^Kiel  1869)  aber  eaaediche  Ltaies  aod  FUcheo  naebiiilaeeD. 
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s    

Sie  ]iegt  Üut  gaoz  iimerluüb  des  KreiBes  C\  Iftoft  in  O  und  dem 
«öderen  Endpankte  seines  Darcbmessen  in  Spiteen  ans  and  gebt 
(nber  nnr  einmal)  darcb  die  beiden  Haximnl-  oder  Galminationt. 
pnnkte,  in  deren  Näbe  sie  wieder  je  2  Spitzen  besitit,  hindarcb. 


Der  1  lachüijraum,  den  die  Eilinie  einscbliesst,  beträgt  , 
iUre  halbe  Länge  wird  durch 


ansgedrdekt  nnd  hängt  somit  wesentHeb  Ton  xwei  elllptiscbea  Inte- 
gralen <in  Legendre'scher  Normalform)  ab,  die  der  ersten  nnd 
zweiten  Gattnng  angehören;  darin  ist  t*  fOr  g  gesdirieben. 

Endlich,  rotirt  unsere  Cnrre  am  die  Achse  OA,  so  entsteht  dio 
Bflftche 

Ihre  Knhalnr  liefert  oder  g  des  Inlialtes  einer  Kugel  TomDnrch- 
messer  a,  die  Compiauatioa  ergiebt 

X  2  .  235715  ,  .  . 

14 

also  etwa      der  Kogelflftcbe. 


Leipzig.  Dr.  Armin  Wittsteio. 
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Im  Anschluss  an  die  in  diesem  Arcliiv,  Reihe  2,  Teil  13  auf 
Seite  217  -  21U  unter  obigem  Titel  von  uns  ^oirebeuen  Atisfübrungen 
darf  hier  noch  bcnurkl  werden,  dass  die  dort  angegebenen  Con- 
gruenzcn  natQriich  auch  ihre  Gültigkeit  bch&lten,  wenn  statt  p  {p 
eine  Primsab!)  ehie  beliebige  Zahl  m  geaetit  wird.  Ferner  mag 
Doch  mitgeteilt  werden,  dass,  wenn  man  die  eiDsdnen  Congraeiuseo 

-1)1*  i 
l*-|-(m  - 1)  1>  >  s  0  (med.  11») 

8.  W.  ^ 

mit  einander  verbindet,  die  folgenden  Reihen  aulgestellt  werden 

können: 

V*+m  .  .        +  .  .  .  («  —  1)1 

2-+(m-l)2«-i+(m-l)2— »+.  .  .  (i»-2)2 

•  •  •  • 

•  •  ■  • 

•  •  •  • 

(m  —  —  [»  -  2)(m—  l)«-l+(m—  [i»-2)(m—  1)--« 

.  .  .  (m— [m»S)(i»— 1) 

Diese  Heiben  geben  z.  B.  f Or  m  »  7  und  n  0  die  folgenden  Ke- 
sultato: 

1«  +  7  .  1*  +  7  .  1*  +  7  .  l»  +  7  •  1*  +  6  •  1 
2«  +  6  .  2a  +  6  .  2*  H-  6  .  2»  +  6  .  2«  +  5  .  2 

8«  +  5.5»  +  5.3*-l-ö.3»-|-5.8«+4.8 
4«^.  4  .  4»-!-  4  .  4*  +  4    4*  4-  4  .  4«  +  Ä  ,  4 

5«  +  3  .  5^^  -f  ;i  . 4- .  f»^  4-3.5-4-2.;) 
()"  4-  2  .  0^  4-  2  .  0'  4-  2  .  ö-»  4-  2  .  G-  4-  1  .  6 

Oldenburg  i.  Gr.  G.  Spedcmaia. 


0  (mod.  7) 
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Ueber  die  Transfonnation  der  elliptischen 

Fimctioiieu. 

Von 

Fritz  BmTf 

StMkr  ■«  k.  k.  Btoatagyamiina  in  WJtn.  IX,  Bc«. 


Brlwinntliob  führt  man  das  allgemeine  Transformat.ioTisproblem 
der  elliptischen  Integrale  auf  4le  Aafgalie  ^ojrück,  eine  rationale 
Fanetion 

zo  finden,  die  der  Differentialgleichaag 

 _4m   dff  

genflgt,  wo  p  eine  Consiaute  ist  Betrachtet  man  die  Integralgrenzen 
at,  y  als  Binam<Fonctionen  des  Int^alwertes     so  dass 


AB  =  8inam(«,  e)^  y  —  sinam 


ist  *)*  80  wird  die  obige  Bedingaag  die  Gleichangen 

1)  leh  fthre  die  Bedingaag«  dais  die  Werte  «^0,  jf  0  ttoh  cot« 
«pnehtn,  wm  eieh  splter  nU  notwendig  Ar  die  raUonnlo  Transfornttion  er- 
golteo  wild,  leboo  jetst  eio. 
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herbeifahren,  wo  to'  die  Perioden  der  ursprünglichen,  Ä,  Ä'  die 
der  transformirten  Function  sind.    Man  kann  daher  die  Aufgabe 

der  Transformation  von  zwei  Standpnnkton  aas  angreifen:  erstens, 
von  der  Periodentrausformation  zur  Substitution  v  —  f(x)  gelangen, 
zweitens  umgekehrt.  Die  vorliegoTido  Arbeit  beschul ti^f  cirh  dnmit, 
den  Zusammenliaug  zwischen  Trausturmatiou  und  Substitution  näher 
sn  prftduren. 


I.  Die  lineare  Transformation  and  Snbttitation. 

Es  soll  zuerst  die  Form  aller  möglichen  linearen  Substitutionen 
festgestellt  werden.  Die  Bedingung,  dass  eine  rationale  Substitution 
obiger  Differentialgleichung  genüge,  ist  die,  dass  sich  Zuhler  and 

F(x) 

Nenner  des  Aasdrockes  v.  /  \  in        Dimeosion  iiöchstens  um  1 

nntencbeiden  (vgl.  Jacobi,  ges.  Werke,  I.  Bd.,  pag.  70)  and  das«, 
wenn  sie  Ton  gleichem  Grade  find,  die  lieiden  leisten  Coefficieatea 
des  Zfthlers  nnd  des  Nenners  nteht  einander  proportional  sind.  Da 
also  jede  lineare  Sabstitntion  in  einer  der  drei  »folgenden  Formen  ge- 
sehrieben weiden  kann 

80  wird,  wenn  noch  für  »  ^  0  anch  y  —  0  sein  soll  nar  die  Fanction 

zu  betrachten  sein. 

Han  sabstitnire  also  diesen  Aasdrnck  In  die  Oieiehnng 

tlx  p  'h/ 


y(i— «»«»>  ya-»'>(i— 

\yj  jT^o  a 


1) 


(vgl.  Königsberger,  Theorie  der  ellipt  Fnn€t.  U.  Bd.  pag.  96),  so 
wird  die  rechte  Seite  Ton  1)  ftbergehen  in  '    .  -~^> 

welcher  Ausdruck  also  mit  -j-  ~~==^^  ~-  identisch  sein  soll. 

VU— «•){!— c*«») 

Ks  muss  also  der  Factor  (1  -a*x*)  identisch  sem  mit  (1  —  äs') 
oder  mit  (l--c*«'),  so  dass  daraus 
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ö  —  ±  1  oder  —  ±  « 
folgt,  deuen  die  Werte 

k^±^  resp.  A-±; 

correspondireo.  £b  gibt  also  im  ganxen  nnr  vier  vencliiedene 
Uaeare  SabstitiiUoMii 

Die  Art  und  Weiie,  wie  slcli  die  Zeiebea  tob  «  und  I;  entepreehen, 
ist  bekannt  (KOnigsb.  a.  a.  0.,  II.  Bd.,  pag.  66). 

Yergleicht  man  dieses  Resultat  mit  den  bekannten  Ausdrücken 
der  linearen  TransformatioD ,  so  kann  mau  sagen:  Jeder  linearen 
rationalen  Snbstitntion  entspricht  eine  ganzzaliligc  lineare  Trans- 
formation und  umgekehrt:  Wenn  einer  linearen  ganzzahligen  Trans- 
formation eine  rationale  Subätiiulioii  eutspricht,  so  ist  sie  liuear. 

£b  soll  una  vntersncht  werden,  wann  die  Transformation 

«} 

2m'  ^  ^^^aSl+2t^a^l' 


die  man  fan  mit 

entspricht,  wobei 

Wenn 


«0  «I 


beseiebnet,  einer  rationalen  Sobstitntion 


<*o^i  —  **i*o  = 

ist,  so  sind  dies  bekanntlieb  die  Bedingungen  far  die  rationale 
Transfonnation  der  0  FnnetioneB,  die  aber  dann  rationale  Be- 
ziehungen zwischen  den  drei  elliptischen  Functionen  unter  einander, 
aicbt  aber  zwiscben  den  sin  am  Functionen  allein  nach  sieh  sieben. 

Ich  will  nun  mit  KUcksicht  auf  Königsberger  a.  a.  0. ,  II.  Bd., 
pag.  37  diesen  besondem  Fall  nfther  ansfobren,  gegonflber  dem  all- 
gemeinem Standpunkte,  der  in  dem  erwfthnten  Werke  eingehalten 
ist.  Hierbei  wird  sich  die  Gelegenheit  ergeben,  an  dem  dort  ge* 
lUhrten  Beweis  für  die  BatienaHtftt  gansabligerTraMlomiattonen*) 
eine  Ergiatang  ansnbringeo,  weshalb  ich  den  Osdaakengaag  dieses 
Beweises  Uer  kan  angebe. 


I)  Allrrdings  liiuten  clip  Periodenglcichunpcn  don  etwas  nndera ,  m  dilt» 
sich  big  auf  einen  speciellcQ  der  Traotlormation  paaren  GraUet  richtige 

BeHltote  ergeben }  die  Bemrkmg,  die  leb  ttt  der  BewdefBhrang  rabiliige, 
wild  Ueidaivh  jedoch  nicht  teogirL 
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Es  wird  dort  auf  einen  Satz  recurrirt,  der  da  sagt,  dass  von 
zwei  ungeradt'u  duppeipenodiscLeu  Fuijctiuueu  doreu  eine  zweiter,  die 
and«ro  »ter  Ordnung  ist,  man  stets  die  letztere  rational  durch  die 
entere  tmdracken  ktnn,  voraiisgeteüEt,  daw  die  beiden  FanctioDeii 
dieaelbeo  Perioden  haben.    ,K0nigsb.  a.  a.  O.,  II.  Bd.,  jiag.  354). 

Offenbar  sind  hier  ElementarptTioden  gemeint.  In  dort  näher 
au<5s;etuhrtem  Sinne  kann  mau  nun  oSl.  aP.'  nls  Perioden  von  y  auf- 
fassen,  so  dass  oo'  nach  o)  ebenfalls  Tenoden  von  y  sind.  Es 
ist  nun  ausser  Acht  gelassen,  dass  sie  deswegen  nocii  nicht  Ele- 
raentarperiodon  sein  miisson,  daher  <lie  Bediiiguntr,  dass  a„,  a,. 
ganze  Zahlen  sind,  auch  uiciit  hinreichend  ist.    Damit  m 

tatBftoblifih  Eiementarperioden  von  y  seien,  mflseen      2a|,  ^ 

gaaie  Zahlen  sein,  also  gerade  und  auseerdem  nrata  die  Trans- 
formations-Delerniinante  —  1  sein,  so  dass  d«ir  obige  Beweis  nur 
fflr  lineare  Transformationeo»  deren  drittes  Glied  gerade  ist,  gtUtig 
ist  Es  iSsst  sich  aber  auch  direct  beweisen,  dass  eine  lineare 
Transformation,  bei  weicher  letztere  Bedingung  nicht  erfüllt  ist, 
nicht  rational  ist 

Wenn     ungerade  ist,  so  kann  erstens 

I.  gerade  sein.  Die  Gleichungen  «)  naeh  aSl^  aSt*  anfgeldst 
geben' 

aSl  =     (a — 2(i|  »' 

was  mau  auch  in  der  Form  schreiben  kann 

Ol  —  2*,^— flj  .  2»' 

Hier  sind  die  Coeffieienten  von  ^,  2»'  laoter  ganze  Zahlen,  and  iiire 
Determinante  ist  gleich  1.  Gelingt  es  daher  eine  ungerade  Function 

CO 

zu  linden,  die  als  Eiementarperioden  so  wird  sich  diese 

rational  durch  y  ausdrücken  lassen.  Eine  solche  Function  ist 

sin  am  g  px 
^  '  cosamti  ~  yf^^« 
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Da  dies  also  eine  rationale  Funktion  von  1/  ist,  die  pirh  nirht  rational 
io  X  ausdrücken  liUst,  so  kann  uomögUch  y  eine  rationale  Function 
TOB  c  sein. 

IL  sei  oq  angerade.   Man  kann  die  Gleichungen 

aÄ'  — + 

ueh  is  folgender  Form  Be1iroibe& 

Da  <^  und  beide  nngerade  Zahlen  sind,  so  ist  ^^i^  eine  gaue 
Zahl;  die  Determinante 

und  es  wird  daher  die  Function 

/isinamu  psf 

sich  rational  durch  y  ausdrucken  iasseu,  wodurch  analog  dem 
frUberca  der  Beweis  geliefert  ist. 

Wir  haben  also  geflohen,  daas  nnr  Transformationen  Ton  der 
Form 

flo  =  l,  «,  =  0,  JfcSO,  1       _  . 

oder  >  (mod  2) 

oo  =  1,  «1=1,      =  0,  Ä|  =  1  ) 

eine  ratiouak  Substitution  entspricht  und  zwar,  wie  bekannt,  der 
ersten  die  Substitution 

y  =  ±* 

je  nachdem 

Oq  —  4»  i  1 

ist,  und  ebenso  der  zweiten  die  Substitution 
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II.  Die  Snbstitation  nnd  Transformation 
«weiten  Grades. 

Die  allgemeine  Snbstitntion  streiten  Grades  wird  mit  Berftck- 
sichtigong  der  Bedingnngen  flir  die  rationate  Sobstitation  überlianpt 
folgendermassen  lanten: 

Veno  Of  nickt  verschwindet,  so  mnss  sie  sieli  aneh  in  der  Form 
schreiben  lassen.  Ist  hingegen 

-  0 

so  braucht  ciuo  solche  Form  nicht  ciuzatreten,  uud  es  ist 

Diese  F&Ue  sollen  jedoch  später  beachtet  werden,  nnd  zuerst 
«s  —  0  angenommen  werden. 

Es  sei  also 

ax 

y "  1-1^««^«,«« 

wie  mau  Ja  otfenbar  scbreibeu  kann.   Ks  üuü  der  Gicithuug 

(iy  1  dx 

geottgt  werden.  Bekanntlich  ist 


1) 


£fi  ist  nnn 


-  —  lim  (-]  —  lim  ,  ,  -  -^i  —  « 


•       ( 1  -|-  ax  -"i-  «j  x"*)^ 

nnd  daher  ans  1) 

a{  1  — cr,x*)rfaj 
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Ans  der  GlekhiiDg  2)  folgt  dtnii  weiter 

mcl  am  dieser  Gleichung  darch  Yergleichen  der  Coeffidenten  glei- 
cher PoteDsen  tob  m  folgende: 

4«!  +  6a2  -  a^'d  +  k^)  (1  +c«)  -  2«, 

12«fl,  +  4o»-2ffn(l+fc«)  c-0 

6«|«+Öa««,+u*  -  2«ja«(  l+i«H-«*«*(  1-f  ^')+«*^'-c*+2a,  ( 1+e») 

+«,«  3) 

12o«,'+4«»a,  —  2a«,a«(l+*«)  =0 
4«i^+6a^«i*— Vö')n+^')      —  2a-jc»— (l+c«)o,« 

Setzt  flu«  das  Beaaltat  der  entea  dieier  Gleiobaogen  •  as  0  in  dte 
andereii  eia«  aad  lint  die  ideotiachen  weg,  eo  erhält  aiaii 

4«,  —  a«tl  +  i«)  (1  +  c*)  -  2«! 

6«i«-2«ia»(l+A«  -  c«+2«ia+c«)+«,* 

3a) 

4<r|«-«,V(l  +  ifc«)  "-2«,c*-(l  +  c*)«,« 

Die  LOenngen  der  letxtea  dieser  GleichaDgeo  aiad 

«1-0,   ff,  -  ±  c 

TOD  denen  die  ersten  zwei  gleichen  Worzelu  Qoter  Beriefcsicbtigang 
von  o  — '  0  <lou  Fall  der  Hncaren  Sabstitution  geliea,  also  nicht 
weiter  berücksichtigt  za  werden  brauchen. 

1)  Sei  alao  «,«+«.  Die  Gleiehaugen  3a)  gehen  dann  flbbr  In 

6c  — o«(l+ifc«)  -  —  (l  +  c«) 
6c»~2a«c(l+il'«)+a*Ä«=  2<r«+2<;+2c»  4) 
6o»— a*c«(l+fc«)  -  — c«(l+<j«) 

Die  erste  uod  dritte  dieser  Gloicbuugeu  siud  ideuiisch,  da  sie  sich 
nur  um  den  Factor  c*  Ton  einaeder  nntericheidon  Aus  der  ersten 
and  «weiten  erhält  man 

«•ii-  — o«+l+6tf  +  c» 

a«ikS(a«-.3<;)  S«r+2a««-4fi*+2d* 

worana  dann  dnrdi  EUmiaati^B  m  jk*  folgt 
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4 

welche  Gleidntng  zar  Bestimmaeg  Ten  a  dient  Ihre  LAmmgen  ni 


a 

dw  heisst 


<i  =  d;U+o)  und  a  — ±2yc 
Setzt  man  diese  Werte  in  die  GleichuDgea  4a)  ein,  so  erh&lt  man 

2)  Sei  «I  «  —  e.  Da  in  den  GleicbnDgen  3a)  c  nur  tu  der 
zweiten  Potenz  Torkommt,  so  muu  man  offenbar  in  den  aae  ihnen 
gefolgerten  Oleiehvngen  4)  nnd  4a)  einfiMsh  statt  0,  —  c  eetse»,  da 
dM  Anftretm  dir  ersten  und  dritten  Potenz  von  «  lediglich  eine 
Folge  des  «  in  Sa)  ist,  daraus  folgt,  dass  die  Besnltate  die  am  4) 
and  4a)  gezogen  werden,  bis  anf  das  Zeichen  von  c  dieselben  aiad; 
es  wird  also  in  diesem  Falle 

a  =  4:  (1  —  <?)   und   a  —  i  2iVc 

sein,  woraus  dann  mit  Hilfe  von  3a) 

,  2»Vc      ^    .       ,  (1  — c)  ,  . 

U.  Soll  der  Fall 

behandelt  werden.  Es  redaoirt  sich,  wie  man  gleich  sehen  wird, 
anf  die  lineare  Substitution. 

Gebt  man  n&mlich  genau  so  vor  wie  im  ersten  Fall,  so  erh&lt  man 

ausserdem  aof  demselben  Wege  wie  IrUber  und  mit  denselben  Be- 
zeichnungen 

1 

P 

Die  Bedingttogsgleicbnng,  die  mau  aus  der  Oleichung 
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siebl,  wird  also  sein 

mid  ans  dieser,  wie  man  elnihMsh  ansreelmet  aar  Bestimmiing  der 
Coostanten  folgende 

4ä  =  4^  1) 
e^s  _at(i  _ jfeS)  «.  4  ^t*  4-  2ft  ?  -  (1  +«»  2) 

—  0,«(  1  +     +  6*  —  «I      1  -f  Arä)  —  4a,a,ft(  1  +  it»)  +  k'^a^  »Oj» 

-  4^  "'^(i4-c«)4-4"'c«  5) 


•j 


-  fl,V(l  +  t*)+W.«  VV-  26  ^ 


6) 


4*»a,a^"=s4Ä^«»  7) 

Die  erste  Gleichung  gibt 

setst  man  dies  in  8)  ein,  so  erhalt  man 

Dorcb  dieses  Resultat  verwandelt  sieh  die  Gleichung  9}  in 

also  ist 
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Dnrch  diese  Werte  werden  nao,  wie  maa  sidi  leicht  aberzeugt 
die  GIeicliwce&  8),  5),  6)  and  7)  ideBtitcli  erftUt;  die  Gleichmig  4) 
gibt 

wonoa  dann 

und  mit  Rücksicht  aui 

folgt.  Ane 

«i'a+**)  -  U+c*)   und  &»a/  -  0« 

folgt  nun 

«I  —  ±  l  oder  ±     «nd  *  =  i «  oder  i  ^ 

nnd  daraus 

und  zwar  entsprechen  sich  gleiche  Werte  ? on  ai  und  b.  Dadurch  wii4 


Dies  sind  aber  belnmitlieh  dieselben  Formen,  wie  bei  der  linearen 
Snbstitntien. 

III.  Erübrigt  noch  den  Fall 

in  nntersnchen.  Auf  gani  analoge  Weise  wie  früher  vorgehend 
flbeneogt  man  sieb  leicht  von  der  Richtigkeit  folgender  BehanptnA- 
gen.  Erstens 

1 

-  a 

reruer  muts 

oder  *  =  ±J 

soin  Man  kann  also  diesen  Factor  woglassen,  da  man  ihn  dnrcil 
lineare  Transformatioa  wieder  erlangen  Icann.  —  Betrachtet  "!im 
also  die  Substitution 

so  erbilt  man  ebenso  wie  frfiher 
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Die  Coefficientea  gleicher  PoCeozeii  werden  lein 


4a,  -4^*  1) 
4o,+4a|«+aM-*«)— a+«*>+4  2) 

8a,a,+  2a,«,(l-A:»)  +  2o,»(l  -A:»)  =  -4^(l  +  c:«>  3) 

2a,>(l~.i«}«4^]c>  6) 
SeUt  man  das  BeaolUt  Yon  1) 

in  6)  nnd  6)  ein,  so  erhftlt  man 

6ai*(l-i*)  -  40^0«   uDd   2Va— i»)-4a,V 

darana  folgt 

«1  —  «I  —  0 

Dieser  Wert  widerspricht  jedoch  den  GleichuDgen  2)  and  4),  wes- 
halb also  dieser  Fall  keioo  brauciibarea  Sobstitutioneii  gibt. 


Ucber  die  HaiMwüüiÜ  der  L  Yansfomatiuncn  zweiten  Urade». 

Die  Transformationen  zweiten  Grades  zerfallen  bekanntlich  in 
3  nicht  äquivalcute  Glasseu  (KOuigsb.  a.  a.  0.,  II.  Bd.,  p.  to)  oäiulich 


1  0 
OS 


Oq  a,  1     '10     I  «0  «1 


2  0  f 

I  *•  *i  h   1  1  2    l  6,      i'  Oll 


«0  «1 


Es  wird  sich  non  lotcbt  beweisen  lassen,  dass  die  erste,  solange 
ungerade  Ist  jedenfalls  nicht  irrational,  in  allen  andern  Fallen  die 
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TrHiifeforrnation  jedoiifalls  iiiclit  ratioual  sein  kann  *).  Es  sollen  hier 
allo  Fälle  hosondors  Ixdiandclt  werden,  damit  die  Unterschiede,  welche 
durch  die  VerschiedeiihciL  der  Transformationszahleu  in  Bezug  auf 
die  Rationalität  sich  ergeben,  klarer  hervortreten. 

Die  erito  TrantformatioD,  aiwgeiührt  gleich 
bal  die  PeriodengleicbiiBKeD 

zur  i'  oige. 

Einem  Werte  der  enten  Varitbelo  «  entsprechen  nun  swei 

  00 

Wertreihen  dei  Arguments  »/?,  nämlich  w mto-\- ma  und  g  —  * 
-\-na-\;-n'(o'  oder  infolge  obiger  Periodcngleichungen 

w+m(4oA A')4-m'(£^i2-f 36, A')  und 

Es  sei  nun  erstens  ungerade.  —  Dann  wird  obigen  Wert- 
reihen nur  <  iu  Wert  von  y  entsprechen,  uuti  daher  y  jedenfalls 
eine  nicht  irruüuualü  Function  von  x  sein.  —  Setzt  man  als  be- 
kannt voraus,  dass  sie,  wie  sich  später  ergeben  wird,  rational  sein 
011188 ,  80  wird  Bich  durch  einfache  Ueberlegoog  auch  der  Grad  von 
y  finden  laesen. 

Einem  Werte  von  y  entsprechen  zwei  Koihcu  von  w  Werten, 
n&mlicli : 

Sl 

w+I^A+p'A'  und    ^  — ap-f  ^i^-f  q'A* 

Ant  obigen  Periodengleichnngen  folgt  nun,  da      ^  3 

Sl  wm     6|w  "  a^m* 


die  beiden  Beiben  werden  also  lasten: 


1)  Dait  di«  Traasforoiatkm  mtiftul,  rssp.  irraiiODal  iü,  folgt  dann  dar* 
ant,  daM  sie,  wie  später  bewiesen  weiden  wird,  jedenfallt  alg«braiteh  ist. 

S)  Bs  ist  hier,  wi«  aecb  ipitcr  fast  abcnill,  statt  «fi,  aO'  bloss  il,  1'  g*- 
iAitobaa  wordtn* 
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Sei  nun  gerade  und  siebt  nuui  von  ganseii  Yielfacben  ab,  so 
bleiben  folgeode  Werte  abrig: 

w,  w-f-  ^  je  «achdem      gerade  oder  tiogenule  ist 

(V  CD  Co' 

—  —  le,  - — je  uacbdem  j)  zu  gleicher  Zeit  mit  og  ge- 
rade oder  ungerade  wird,  oder  nicht.  Diesen  w  Werten  entiprechen 
aber  nnr  zwei  r  Werte,  so  dass  die  Function 

y  -  /(«) 

vom  zweiten  Grade  in  x  ist. 

Ist  jedoch     ungerade,  so  bleiben  folgende  Wirte: 

+  2"  +  "2 

je  nachdem  pi  gerade  ist  oder  nicht,  und 

j— — w,   g  1« 

denen  auch  nur  mi  Werte  von  «  enttpreelieii,  wie  man  leieht 
sieht,  da  jedenlSdls  entweder  ii|  oder  6t  gerade  sein  müssen. 

Es  sei  nun  uq  gerade.  Ks  werden  liauu  jedeai  x  zwei  Werte 
\ou  t/  entsprechen,  die  sich  jedoch  nnr  durch  das  Zeichen  nnter- 
Bcheiden.  In  diesem  Falle  wird  sieb  also  y  jedenfalls  nicht  rational 
dnrch  x  ausdrücken  lassen. 

Die  zweite  Transformation  laatet  ausgeführt: 

I       «0  "»I 

worans  die  Periodengleiehnngen 
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sie))  erhoben.  Die  beideu  w  Reiben  werden,  gleich  in  den  i2,  Sl'  ans- 
gedruckt)  lauten: 


IC 


oder  nach  WeglMSung  Tielfacber  ?on  Perioden  filr  nngenides 
und  sweitens 

das  lieisst  fQr  ungerade 

A 

während  für  gerades  o«  nur  die  Werte  ±:te  erscheinen. 

Iq  beiden  Fullen  entaprecben  aleo  dncm  y  swei  Werte  von  «. 

Fflr  die  dritte  TraMformaliou  {  ^^'^  mit  im  Periodeo- 
glelchuDgeD 

ündet  man  auf  gani  analogem  Wege  dasselbe  Resultat  Fassen  wir 
alle  Fälle  zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  die  Rationalität  einer  Transformatioa 
zweiten  Qradee  ist,  daes  diese  TraBsfonaation  von  der  Fora 


1  0  1 

1  «0  «1 

02  1 

1   *0  *l 

ist,  wo  die  zweite  linear  und     ungerade  ist 

Zngleicb  siebt  man,  dass  die  Snbstitotion,  welebe  dieser  Tnuia- 
formation  entspricht,  qnadratisch  ist» 

Es  sollen  nun  die  Transformationen,  die  zu  den  einzelnen  Sub- 
stitutionen zweiten  Grades  gehüreu,  entsprechend  festgestellt  werden. 

Die  hieher  gehörigen  Snbititntionen  sind 
sie  entsteht  darch  Verbindungen  von 
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und  dieBOD  eots|»recbe&  in  gleicher  Beilienfolge 


•  1  0 


und 


4«  -h  1    2m  ' 
2r  1  , 


;  0  2  i 

(4it±l)(2«+i)-4mr=s=l 

Ist.  Pie  TnuDflfomiation  wird  also  braten 

;  4m±1  2m 


wo 


I     Ar  4#4-3e 

Oq  =  1,   o,  =  0,         0,  &i  ==  0  (mod.  2) 


niso 

nnd  iwir 

Ol  =  0  (mod.  3),  ^0^0  (mod.  4),  6|  =  2  (mod.  4) 

ne  enisteirt  dnroli  Veripindnng  ?<ni 

il+c)it      .  . 
y:;^^  nnd  if-fa 

du  beiftst  durch  die  TraoaformaUua 


1  0 

0  2 


4ni:l   2f»  +  l 
2i-  2*-fl 


wo  die  iweite  elienfails  linear  ist  Die  Transformation  wird  also 


An±i  2i»+l 
4r      4«+ 2 


also 


^  =  1,  Ol  =  1,  h^  =  0^  ^1^0  (nod.  9) 
uod  zwar  ist 


60  ^  0,  £,  5  2  (mod«  4) 
Wie  man  Idcbt  ausrechnet,  gelangt  man,  wenn  man  die  SabititaHon 

(l-fc)ar 
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(mit  dem  Modul  k     z-r~-  uud 


1+c 


mü  der  lindRreii 


y  — 


verbiodet,  zu  der  obigeu. 

PiesM  Operation  eotsprieht  nnn  die  ZosinmeBBetniiig 

•  1  0  ;  ;  4«±i  2m  i 

0  2  ]  i  2r-|-l    2*4-1  I 
das  iat  avagefllhrt  gleidi 


Et  ist  hier  also 


!  4n±l  2m 
1  4r-]-2  4*-f2 


Of  =  1,    a|  =  0,       =  0,    ij  =  1,  wo 

—  6|  5  2  (mod.  4) 

sie  eutsteht  durch  die  Verbindung  der  Vohgen  mit  y »  As,  aU 
durch 


aa  ist 


iu±l  2m 


1  1 

»  0  1 


I  4n±l  4q±1 


«•s±l,  a.s±l,  A|S2,  Ä|»0(mod.4) 


III.  Die  Transformation  «ten  Grades. 

Bevor  ich  mich  zu  den  Bedingungen  für  die  Rationaiitftt  der 
Transformation  wende,  mnss  ich  einen  Ualfesats  voransschickea. 

Er  lautet:  Den  Periodengleichungen 

II»'  — 

o  nnn  o^,  a{,  b^,  &|  nicht  notwendig  ganae  Zahlen  sind,  wird 
immer  and  nnr  dann  eine  algebraische  Besiehnng  zwischen  m  med 
g  entsprechen,  wenn  die  Transfonnationssahlen  commenaa* 
rable  Grossen  sind. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  BetiiugungcQ  für  eine  alge- 
braische Beziehung  werden  sein  (Köoigsb.  a.  a.  0.,  I.  Bd.,  pag.  iöO). 
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1)  Es  darf  ei&em  Werte  von  x  uor  eine  endücbe  Anzahl  von 
y  entsprechen. 

S)  y  darf  iiv  fBr  eine  endliche  ÄuaU  tob  und  mr  irar 
TOD  eiiwr  endttclivii  Ordniuig  nAendlielt  «irden. 

Jedem  Werte  Ton  «  entsprechen  die  B^en  tos  Argwnenli- 
werten 

w^mm^min*  und  ^  —  w^"»»-!-«!!»' 

das  beisit 
und 

Wenn  nnn  ^  nnd  1^  den  gemeinsamen  Nenner  haben,  and  den 
gemeinsamen  Nenner  V|,  lo  wird  es  im  allgemeinen  vq^i  Tersehledeoe 
Werte  filr  die  obigen  Werte  des  Argnmenti  geben,  die  wesentlich 
Tetsehieden  sind,  nnd  daher  ebenseriele  y.  Ondnrch  Ist  die  erst» 
Bedingung  erflUlt 

Zweitens  kann  man  schreiben 

so  sind  hier  die  gemeinsamen  Nenner  statt  v^,  vi  (oo^i  —  aiio)*'o  ond 
nnd  {a^h^  —  a^l^i)Vl  und  €8  wird  daher  höchstens  (a^^»,  —  ajt(,)*VjVi 
Werte  von  »  geben,  die  irgend  einem  y  Werte,  also  auch  dem  Werte 

entsprechen,  aiso  ouio  (mdliche  Anzahl ;  da  übrigens  v  sowol  als  r  infolge 
ihrer  Eigenschaft  als  elliptische  t^inctioncn  erster  Gattung  nur  toü 
der  ersten  Ordnung  anendlich  ^verden  können,  so  ist  auch  der  SWeiten 
Bedingung  Genüge  geleistet,  und  obiger  Öatz  erwiesen. 

Dass,  wenn  die  Traosfonnattonszablen  ineommeninrabel 
sind,  also 

V,  .  Vi  -  «D 

erstens  jedem  Werte  von  x  unendlich  viel  Werte  von  y  entspreclieu, 
uidererseits  y  in  nnendlich  vielen  Punkten  unendlich  wird,  das 
beisat,  dasa  swischen  uud  x  keine  algebraische  Besiehnng  bssteben 
kann,  ist  klar. 

▲rek.  4.  iUih.  a.  Pkjt.  i.  lUik;  T.  XlY.  S 
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Im  folgenden  wird  die  IraDsformatiou  stets  in  der  Form  ge- 
sebriebeD  werden 

1     ^  0 


^       i  oder 


je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.  (Köuigsb.  a.  a-  0.,  Ii., 
p.  46  ff.).  Dabei  ist 

1)  Bedingong  für  die  Bationalität  för  angorades  n. 

£8  ist 


^0  j  Oo  «1 
16^*     U  «'i 


und  daher 


Es  wird  uuii  jedem  Werte  von  a:  folgender  Complex  von  w  Werten 
entsprechen: 

to*^mtt-^m|M'   and   ^  —  w-|-n»-|-i»j»' 

oder 


und 


3 


T"'*!)      '  2   ~^  -T^^i  )^  } 

denen  stets  und  nur  «iann  ein  Wert  von  ^  entspricht,  \vi  im  ge- 
rade ist,  wiü  mau  einsieht,  wenn  man  beaoht«;t,  dasa  (l  inn  uuge- 
rjulc  und  doss  ig  uad  jedenfalls  ungerade  sind.  Mit  itücksicbt 
auf  obigen  Uilfssatz  ist  also  y  eine  rationale  Function  von  x  uad 
bQ  gerade  die  notwendige  und  binreicheDde  Bedingung  dafür. 

Ebenso  ündet  man  die  Bedingongen  der  Kationalitilt  für  ge* 
rades  n. 

Ava  der  Tranaformation 


folgen  die  Glelchungeu 


4  <,  M  ^0  ^ 
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IKel  w  Reihen  werden  sein 
nnd 

und  daraus  die  Kalioualit&täbedingnngen 

ool+Vi  gerade,  o^i^  nngcrade 

das  faeisat 

/0  uugcrade,  gerade. 

BekatiDtlich  ist  die  Bedin^uug  dafür,  dass  bei  oioer  ratiuualen 
SubstituLiou  die  Werte  y  =-  U  und  a;  -»  0  iicb  entsprechen,  die, 
dass  die  erste  Transformatiuuszahl  ungerade  sei.  Da  aber  aus  dem 
oben  gesagten  nnmittelbar  hervorgeht,  dass  dies  bei  jeder  rationalen 
Transformation  der  Fall  ist,  so  folgt: 

Dass  bei  jeder  rationalen  Substitution,  welche  einer  gauzzahligen 
Perioileiitranstormatiua  eotspricht,  sich  die  Werte  y^O  und  x  — 0 
entsprechen  oiasseo. 

Es  soll  nnn  znaftchst  fOr  ungerades  n,  bloss  mit  Hilfs  der 
Periodengieicbungen  der  Beweis  erbnbcht  werden,  dass  einer  ratlO; 
nalen  Transformation  nter  Ordnung  eino  ebensolche  Snbstitation 
entspricht  —  Ans  den  firfthor  anfgestellten  Periodengleichnngen  folgt 

^  —  2  »       —  „ 

Es  bull  nun  untersucht  werden,  wie  gross  die  Zahl  der  in  den 
beiden  Keilten 

Ä 

nnd  ^  --»-HA+ViA' 

enthaltenen  Grüsseu  ist,  die  sich  nicht  nur  nm  ganze  Vielfache  der 
Perioden  unterscheiden,  dass  heisst,  wie  viel  Werte  von  k  einem  y 
entsprechen,  worin  offenbar  die  Lösnng  obiger  Aufgabe  besteht 

Drückt  man  die  Werte  von  durch  die  m,     aas,  so  er- 

hält man  fflr  die  erste  Reihe  nach  einfacher  Umformung 

9* 


1^      Üeer:  Utber  dk  Trant/ormation  der  «(/^mcAm  fknetiwMm, 


w+  =  1  m  4-  «Lfliio_«i!3^„'  n) 

Das  letzte  Glied  kann  mit  Rflcksicht  aof 
anch  io  der  Form 

geschrieben  werden;  es  wird  also,  abgesehen  von  ganzen  Perioden- 
Vielfachen  im  Ganzen  ti  Werte  für  die  unendlich  vielon  Weriecora- 
binationen  von  ^  und  anaebmeo.  Sei  also  für  irgend  ein  System 
solcher  Werte 

|i  .  2ai  -  f»,  —  at,  +  ^ 
f»'  .  2«,—  Hi'ac  =  ßtt-\-9 


WO  9  eine  gaiue  Zahl  <  vonteUt. 

Die  nächste  Frage  wird  nun  sein,  wie  viele  nicht  nar  am  ganze 
TieUacbe  von  «» differirende  Werte  der  Ausdruck 

"•  —  "w 

n 

annehmen  kann,  wenn  man  in  demselben  der  Beihe  naeh  fi,  f«| ;  fi\ 
fi/i .  .  .  setzt  Han  schreibe  denselben  in  der  Form 

 i  .  C   B 

n 

n  * 

Der  Zähler  des  letzteren  Braches  ändert  sich,  da  gerade  ist,  nnr 
am  panzo  Vielfache  von  t,  so  dass  er  im  ganzen  nur  Werte  aa* 
nebmen  kann.  £&  wird  somit  in  der  ganzen  Eeibe  a)  nur 

Werte  geben,  die  sich  nicht  nur  um  ganze  Vielfache  der  Perioden 
nnterseheklen. 
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Ud  das  TarbaltoD  4tt  Bdbe 


^16«.-  +  ,.».)-v.('«'"«-^''*«) 


*  m  *  n 

ZU  QDtersQcheD,  schroibo  man  dieselbe  in  fo'gcuder  Weise 

n-(16«,{4-  '.^ ,)  ^  16at5+<,4, 

 _  «   ^  

_|  ü  —  te 


 tO 

'  fl 

10 

Die  enten  zwei  Glieder  sind  znrnnmen  gesogen  gleich  ^  i  sweitent 
kann  inao  die  beiden  letzten  Glieder  stets  auf  die  Form 


bringeo,  dM  heieat  auf  die  Fora  ?on  a).  Sehreibt  mtn  nämlich 
ferner 

60  Wird  nur  der  Beweis  zu  erbringen  sein^  dass  die  zwei  Congrueazeu 
af/k^bit^  =  in,    <j^4"^Hi  =      (med.  ») 

itets  gannaUig  Ifiebar  seien.  Die  erste  Bedingung  hieni  wird  sein, 
dass  m—bf^y  durch  den  grössten  gemeinschaftliehen  TeUer  tob  a 

und  n  teilbar  sei,  and  dieselbe  Beziehung  zwischen  m'  -  dfi^y  e  nnd 
n  vorhanden  sei.  Dann  wird  folgen  (Siebe  Diriehlet,  Zableiitbeorle, 
1863,  pag.  46  QBd  57) 

fl  =  (m  — dfijiaV^wJ-J   und   ^1  =  w'    rffij)of       (mod.  n) 


134      Btert  Ütber  dm  IVat^/omalMH  der  ttt^tlu^km  fimetioitM. 

WO  ^(n)  die  6sii88*8cbe*  Fnnction  i6t  Ftlr  fi,  btt  nuA  dum  die 
Bastimnningscoiignieiiz 

Wiü  mau  sich  überzeugen  kaun,  eutspricht  diesen  Congrueuzeo, 
unter  c,  d,  m,  m'  obigu  Werte  Yerstandcu,  stets  ein  Wert  von 
fi  und  fii,  80  dMB  also  einem  y  »  Werte  von  »  entsprechen. 

BerHeksicbtlgt  man  die  TnuiBforniationBbedingnDgen  fftr  die 
rationale  Transformation  paaren  Grades,  so  sieht  man,  dass  die 
allgemeine  Untersnchang  Ober  den  Substitutionsgrad  sich  Ton  der 
obigen  nieht  wesentlich  unterscheidet,  und  es  wird  daher  vollständig 
bewiesen  sein 

dass  joder  rationalen  Trausformation  eine  Substitution 
desselben  Grades  entspricht 

Was  nun  die  Form  dor  Substitutionen  anbelangt,  so  soll  zuerst 
der  Fall  des  ungeraden  »  bebaudelt  werden.  —  Aus  den  Periodtu- 
glcichuugen 

6)  =  «0^0^  -|-  2«,  ijÜ' 

folgt,  dass,  wenn  man  statt  des  Argumentes  w,  «04-2  oder  ^«0  setzt, 

das  beisst,  wcnu  x  sieb  in  —  j-  verwiuidolt,  jedesmal  auch  y  den 
entgegengesetzten  Wert  annimmt.  Ist  also 

ü 

HO  üy  V  gaaae  Functionen  höchstens  «ten  Grades  von  x  sind,  so 
muss  entweder  V  oder  V  das  Zeichen  gleichzeitig  mit  «  ftndern, 
demnach  im  Zähler  oder  Nenner  nur  gerade,  resp^  ungerade,  oder 
nur  ungerade  resp.  gerade  Potenzen  von  «  vorkommen.  Da  aber 

entsprechend e  Werte  sein  sollen,  so  müsseu  die  ungeraden  Potenzen 
im  Zäbler  anftrotcn.  Berrtcksichtiüt  man  ferner,  dass  sich  der  Grad 
des  Zählers  und  des  Kenners  nur  um  höchstens  1  unterscheiden 
darf,  so  folgt 
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Uebrigens  ISiit  et  sich  andi  leicht  direet  nachweiM,  daas  es  nicht 
möglich  Ist,  dais  bei  nngeradem  n  der  Zfthler  von  gleichem  oder 
niodrigerem  Grade  ist  als  der  Nenner.  Denn  es  wird  vor  allem 
klar  sein,  dass  bei  einer  Snbetitntlon  von  der  Form 

wo  der  Indix  doti  Grad  von  LT  und  V  bczeicbnet,  durch  eine  Sab- 
stitution  von  der  Form 

a  e=a      z    oder    s  =«  i  CO! 

nicht  an  dem  Grade  von  V  nnd  F  verändert  wird.  Ansser  den 
eben  genannten  Snbstitationen  gibt  es  nur  noch  irrationale,  welche 
einer  linearen  Transformation  entsprechen.  Sie  sind  sämtlich  von 
der  Form 

oder  aas  ähnlichen  z usain  mengeseUty  die  aber  wieder  dieselbe  Form 
haben.  Setzt  man  n&miich 


ax 


nnd  setzt  man  lür  x 

SO  erhält  muu 


Vi— &»* 


ez 


d.  i.  die  Form  wie  oben. 

Schreibe«  wir  uuu  die  Substilutiou  iu  der  Form 

nnd  sobstltoircu  uir  sie  in  den  Ansdrnelc 
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80  erhilt  man 


» — 


I>as8  hier,  wenn  dieser  Ausdruck  sich  auch  ratio nal  maclica  iiesse, 
jede  II  falls  Zähler  und  l^Ienaer  von  gleichem  Gradu  sein  werden,  ist 
oöenbar. 

Sei  iwiiteiis 

sobstitoirt  man  hier  den  obigen  Aasdruck  für  «,  so  wird 


ax      /-   /     ax    \"~-^  * 


multipHcirt  man  Zahler  uod  Nenner  mit  (^-f*«»*)**,  80  wird 
Aosdrack  bekommen  von  der  i>  orm 

_  M  4-  iV  Vi  -"fta^ 

in  dem  also 

^      iV^i  ^  0 
sein  muB.  Das  allgemeine  Glied  von  M  wird  lauten 
0»  .  (a«)2*    4-  «c»)»-a  (1  -  ib«)* 

das  lioiest  vom  Grado  %\  sein  und  ebenso  im  Nonnor,  von  3f,.  Es 
wird  also  niemals  müglich  sein  von  einer  Sabstitation  von  der  Fora 

y--^  oder  »  ^ 

mittelst  einer  linearen  Substitution  zu  einer  dritten  von  der  Form 

17« 

zu  gelangen. 


Gäbe  CS  nun  eine  TraD&formation 


die  eine  der  obigen 
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SabfiUtotionen  zur  Folge  bAtte,  so  könnte  maa  bekftnuüicb  atets 


«0  0 
16§  U 


ZU  einer  von  der  Foni 


dvrdi  eine  lineare  Thaiafom»ti<m 

gelangen,  die  aber  belnnnüieh  einer  Snbititatlon 

entspreche,  q.  e.  d. 

Wenn    gerade  ist,  eo  helaeen  die  Periode nglcichangen 

iro  die  Bedingungen  für  die  Bationalitit  eind :  oq,  <o  ungerade,  |, 
gerade.  ^  Yermebrt  man  dae  Argnment  um  ^  oder  setzt  es  ne- 

gatlT,  80  flieht  man,  dass  stets  einem  entgegeng^eetiten  »  Werte  ein 
eben  solches  y  entspricht,  so  dass  ancb  hier  entweder  im  Zihler 
oder  im  Nenner  nnr  gerade  oder  ungerade  Potenzen  Torkommen 
können.  Da  nnn 

Bich  euUprcchen,  also  die  ungeradeu  Potuuzca  im  Zähler  auftreten 
maisen,  so  muss  die  Transformation  von  der  Form 

sein.  £s  Hesse  sieh  ttbiigens  anch  in  diesem  Falle  dirod  nach- 
wetsen,  dass  keine  Transformation  eine  Snbstitntion  von  der  Form 

»-Fi  oder  ir^^- 
Venn  «  gerade  ist,  inr  Folge  babeii  kann. 

Um  die  Zahl  derjenigen  uicht  äquivalenten  Classen  von  Trans- 
fonnationszablen  für  gerades  «  kennen,  die  rationale  Substitutioueu 
zur  Fülgc  haben,  erwäge  man  folgendes:  Ist  der  Transformations- 
grad =•  2Pm.,  wo  TU  ungerade  ist,  so  wird  diese  Zahl  A  p  Divisoren 
haben,  wenn  A  die  Anzahl  der  Divisoren  (1  eingerechnet)  von  m 
bedeutet,  TOD  denen  jedoch  nnr  Ä{p^l)  gerade  sein  werden,  ferner 
«Ifta  wir  Divisoren  toi  der  Fm 
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rationale  TraosfonnatioDeii  liofem,  da 

sein  soll  und    nur  ungerade  seiu  darf   Ea  wird  dalior  für  , 
ebensoviole  Combi  nationon  gobeu,  als  fttr  den  Traasformationsgrad 
m,  Dagegen  wird  es  für  jedes 

=  2p  Ö,    2i— •  mal 

80  viel  Werfe  (^ebcii.  die  kleiuer  siud  als  /j  und  gerade  sind  und  es 
wird,  wenn  die  An/alil  'U  r  nicht  äquivalouteii  Classeii  far  den  Grad 
m  <^  S  gesetzt  wird,  dalicr  'M"^  6  Classcn  geben  oder 

Substitutionen. 

Wien,  Octobcr  1094. 
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IV. 

Eleiiientiire  Bestiiuniuüg  der  Luge  der 
gleichäeitigen  Hyperbel  iin  Kegel. 

Von 

G.  D.  E.  Weyer 


Da  alle  gkicLseitigcu  IIy]icrbeiii  Abulichc  Figuren  siud,  ebenso 
wio  alle  Parabeln  oder  alle  Kreise,  uud  die  gleichseitige  Hyperbel 
derselbe  besoudere  Fall  uuter  den  llyperbcln  ist,  wie  der  Kreis  unter 
den  Ellipsen,  so  scheint  es  natürlich,  dass  die  Frage  nach  der  Lage 
ei  II  er  gleichseitigen  Hyperbel  in  einem  beliebigen  jrc  i  adeii  oder 
schiefen  Kegel  entstehen  nitisste,  voransgesttzt ,  dass  derselbe  alle 
möglichen  Arten  von  Kegeiscbnitteu  mitteist  einer  schneidenden 
Ebene  darzustellen  gestattet.  Diese  Voranssetznug  ist  treilieli  nicht 
immer  zutretlend  in  Beziehung  auf  die  gleichseitigen  Hyperbeln,  da 
bei  jedem  willkürlich  angenommenen  Kegel  nur  solche  Hyperbeln 
sich  ergeben,  deren  Ac•h^^ll\erh;^ltniss  eine  gewisse  Grenze  nicht 
flberschreitet,  während  keine  derartige  Kuibchränkung  für  die  übrigen 
Kegelschnitte  stattfindet,  welche  man  als  Schnitte  aus  jedem  belie- 
bigen Kegel  erhalten  kauu.  Die  Betracbtung  der  möglichen  I^agcn 
der  schieideaden  Ebene ,  welche  Hyperbeln  liefert ,  gicbt  diese  Ein- 
schränkong  schon  dadorcb  za  erkennen,  dass  die  schneidende  Ebene 
in  ihrem  Spielraam  vom  Parabelschnitt  abwärts  bis  za  einer  Seite 
vom  Acbsendreieck  des  Kegels«  einen  Winkel  von  gleicher  GrOsse 
mit  dem  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels  beschreibt  Ein  sehr 
kleiner  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels  würde  daher  nur  solche 
Hyperbeln  gestatte»,  die  wenig  von  der  Parabelfonii  abweiehen. 
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iDdem  also  die  gleichseitige  Hyperbel  keine  iiigemeine  Beziebmig 
tu  jedem  beliebigen  Segel  hat,  so  ist  man  auch  wol  aof  eine  be- 
sondere Untersachnng  ihrer  Lage  im  Kegel  bei  elementeren  Behnnd* 
Inngen  der  Kegelschnitte  bisher  ttberhanpt  nicht  nAber  eingegangen, 
wie  es  scheint 

Ausgesprochen  findet  sich  freilich  wcnigsteos  die  Frage  nach 
der  Lage  der  gleichseitigen  Hyperhcl  im  Kegel  bereits  in  ciucr 
älteren  elementareu  Sclirift,  die  auch  manche  praktische  Auweu- 
dangeii  der  Kegelschuiite  eolhält,  uämlich  in  De  la  Chapelle's  Trait6 
des  soctions  coniques,  Paris  1750,  deutacli  von  Böckmann,  Carisruhe 
17Ui  pag.  3GL  Aber  die  Beautwortuag  dazu  fiel  nicht  nur  ganz 
unvollständig  aus,  sondern  der  Gegenstand  selbst  wurde  dabei  aus 
dem  Gesiebt  verloren  und  statt  dessen  die  andere  Frage  verfolgt, 
welche  Hyperbeln  entstehen  wflrden,  wenn  man  in  einem  Kegel, 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  ein  rechter,  Stampfer  oder  spitner 
Winkel  wftre,  den  Schnitt  allemal  parallel  znr  Achse  des  Kegels 
legte?  DerYer&sser  scheint  indessen  diese  Frage  als  identisch  mit 
der  Totgelegten  angesehen  zu  haben,  wenn  er  suhKesslich  bemerkt, 
man  könne  also  bei  dieser  Art  von  Kegelschnitten  allemal  ans  der 
Beschaffenheit  des  Winkels  an  der  Spitze  des  Kegels  schlicssen ,  ob 
die  Achsen  sich  gleich  sind  oder  nicht,  und  >Yeun  sie  ungleich  sind, 
welche  von  beiden  die  grdsste  sei.  Hiernach  sollte  mau  also  glauben, 
dass  nur  aus  einem,  an  seiner  Spitze  rechtwinkligen  Kegel  sich  eine 
gleichseitige  Hyperbel  schneiden  lasse. 

Die  folgenden  elementaren  Untersuchungen  ergeben,  dass  die 
Lage  von  gleichseitigen  Iljpf^rbcln  in  jedem  Kogel ,  dessen  Wiukel 
au  der  ISpitze  nicht  kleiner  als  9ü*^  ist,  immer  in  d()]>p''lter  Weise 
bestimmt  werden  kann,  filmlich  wie  die  Lage  des  Kreises,  oder 
des  Ellipbensclinitts  von  gi.'gt.'boner  Form,  und  seines  Wechsel- 
schnitts, ferner  dass  diese  Bobtimmuug  sich  allgemein  auf  IIyi)erbeln 
von  beliebigem  AxeuverLiiUuiss  ausdehnen  lässt ,  und  auch  das 
Maximum  der  Exctutncitut  der  möglichen  Byperbelu  lur  jedeu  ge- 
gebenen Kegel  leicht  darzastellon  gestattet 


l)  Abzusehen 'ist  hier  natürlich,  wo  oi  «ich  nur  ua  eiiM  «leoientare 
Bestiminuag  handelt,  von  den  gans  nllgemeinen  UiiWriUchangon,  wenn  «tncc 
des  Kegels  dne  Oberfliehe  sveiten  Grades  geseM  wird.  Solche  «llgeoielttft 
Diikussiojien  finden  lieh  schon  18S1  Ton  SdiMoineh  in  deteeB  Zeitsduv  lir 
Math.  u.  Fhjiik,  Jnhrg.  6,  pag  41 S;  fnmer  In  dcüen  Lehrb.  der  analyt. 
Geometrie  df a  Ranmea,  wie  ancb  nenerdiiigt  Ton  A»  Kmacr  in  dieeega  AreUv, 
T*  19«  PH* 
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Wird  die  Gleiehaag  der  gleicbseiUgen  Hyperbel 
e&tsprecbend  der  Kreisgieichung 

zo  Omnde  gelegt,  so  ist  bei  dem  gleicben  Wert  der  Ordinate  im 
Kegelscbnitt: 

«(2aH-«)-«W-«'} 

wo  2a'  hier  den  Dnrebmesaer  der  kreisförmigen  Orandflftebe  dei 
geraden  oder  scbiefcn  Kegels  bezeichoet.  Es  sei  ferner  a  der  Winkel 
an  der  Spitze  des  Kegels,  nnd  v  der  Winkel,  welchen  eine  Kegelselto 
des  Achsendreiecks  mit  der  Grnndtiäcbe  bildet,  aber  u  der  Winkel 
der  Achse  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  derselben  Seite ,  so  ist 
der  dritte  Winkel  im  Ac-hseudrcieck  da«?  Supplement  von  ((-\-v  und 
man  hat  aus  der  Figur  nnd  der  obigen  Gleicbaug  die  Zasammon» 
Btellnng: 

«      sin»  2a'  —  «'     sin(«  —  u) 

«*     ainü      2a-[-»  sinCa-j'^) 

Ks  ist  daher  die  aufzulösende  Gleichung  fUr  die  uubekanute 
Grösse  u,  weuu  a  und  v  gegeben  sind: 

Bin«iia(«+«}  s  sin 

lu  dem  besonderen  i^'alie,  wu  a  «  90^  ist,  erhält  man  hiernach: 

BiBveoBv  —  sin  «cot« 

sin 2»  «  sin 

2m  =      oder  ISO«— 2^ 
tt  —  r  oder  900—» 


Wenn  also  der  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels  90°  ist,  so  giebt 
es  folgende  2  Systeme  ?on  Schnitten  fOr  die  gleichseitige  Hyperbel. 
In  dem  einen  System  macht  die  Seite  des  Kegels  gleich  grosse 
Winkel  mit  der  schneidenden  Ebene  und  mit  der  Qmndflftcbe.  Oans 
dasBdbe  Iftsst  sidi  vom  Kimschnitte  sagen ,  nur  dass  die  gleiehea 
Winkel  dann  nie  eorrespondironde  Winkel  bei  jpanUelen  Linien 
liegen.  Auch  im  zweiten  System,  wo 

ist  nnd  die  Aebse  der  glelchaeitigeii  Hyperbel  also  senkrecht  inr 
Omndflache  dea  Kegels  steht,  findet  sich  die  entsprechende  swelte 
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La^e  der  Kreisschnitto  am  Wcchselschnitt  des  Kegels,  indem  die 
Durchmesser  der  Kreise  um  den  Wiiiiiel  yO'^ — v  gegen  dieselbe  Seite 
dw  Kegels  geneigt  sind. 

Die  Gleichung 

sintrftin  (»-f-^'^     sinusioC« — u) 

ergab  also  fttr  u  zwei  reelle  Werte,  wenn 

«  -  90» 

gesetzt  wurde.  Wie  hieraus  uiclit  Beschlüssen  werden  kann,  dass 
der  r«'chte  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels  für  den  Sehuitt  der 
gleieiiseiiigcu  Hyperbel  durchaus  notwendig  ist,  eben  so  wenig  hat 
der  hier  vorkommende  zweite  bcljuitt,  welcher  senkrceht  zur  Gruud- 
flüehe  steht,  eine  ullgemeiue  Beziehung  zur  gleicbseitigeu  Hyperbel, 
in  iiü  nimmt  man  z.  B.  die  eine  Seite  des  Kegels  senkrecht  zur 
üruudÜache  au,  so  wird  ein  damit  paralleler  Schnitt  eine  Tajabel, 
und  keine  giuichseitige  Hyperbel  geben,  obgleich  der  Schnitt  senk» 
recht  zur  Grundflftcbe  ist 

Die  erste  Aufiösong,  M  =  r,  stimmt  tiborein  mit  der  von  La 
Cliapelle  gegeVienon,  wonnch  ein  Schnitt  der  gloiciiseitigeu  Hyperbel 
in  diesem  Falle  iiarallfl  zur  Achse  des  Kogels  liegen  muss.  Denn 
weil  das  AchsendrciccU  hier  rechtwinklig  ist,  so  teilt  die  Achse  de«? 
Kegels  dasselbe  Dreid  k  in  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  ,  woraus 
n  =•  r  folgt.  Wie  aber  hei  andern  Achsendreiecken  die  Kegelschnitte 
sich  gestalten,  welche  parallel  zur  Aclio  des  Kegels  liegen,  das  hat 
mit  der  vorliegenden  Frage  nichts  zu  tun,  wonach  nur  die  Lage  der 
gleichseitigen  Hyperbel  im  gegebenen  Kegel  gesucht  wird. 

Zur  weiteren  Erlangung  der  Bedingungen  ffir  diese  Lage  kann 
die  Entwicklnng  der  obigen  Gleichung  dienen: 

Bin«  sin  (a-\-v)'»»  sin  u  sin 

^  sin u  (sin  a  cos«  -  cos  a sin«) 

—  sin  u  (sin  «Vi  —  sin^«  —  cosasinu) ' 
[8int>8in(fir-^v)-|'C0S«siu^i»J*  —  sin^8in'a(l sin*«) 

sin^-j-^'^M-sin  rsin(a-|-r)cosa — 8m*«)4-sin-c8in*(«-f- f)  —  0 

sin*«  =  ^sin'a—  sin**sin(aH~*')<:o80f 

:h  VUsiii*«— sin«8in(«+ric08«J*  —  8in*»sin*(a+«) 

•  ♦ 

Damit  dieser  Ausdruck  nicbt  sofort  imaginftr  urerde,  mnss.dte 
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Zahl  unter  «lern  Wurzelzeichen  positiv  sein,  wa??  nur  möjiHch  ist, 
wenn  cos«  entweder  null  oder  negativ,  also  a  entweder  90"  oder 
grösser  als  90^  wird.  Der  Fall  «=90^  crgiebt: 

Bill*U  »  i  ±  8iü*l»C08*l» 

Das  obere  Zeichen  giebt  coB*tr  und  das  antere  sin*».  Die  beiden 
Anfldsnogen  aiad  daher 

«-•90*— »  und  u^v 

wie  schon  vorher  gefunden  wnrde. 

Die  allgeineine  Bedingung  fflr  den  mögticben  Schnitt  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  ist  also,  dasa  der  Winkel  an  der  Spitie  des  Kegels 
nicht  nnter  90*  sein  darf. 

Was  den  zweiten  Wert  von  u  betrifft,  so  er^jiebt  er  sich  auch 
schon  aus  der  ursprünglichen  Gleichung 

sin  9  ain  (tt+v)  —  ain  «sin  («  —  «) 

iiidcni  man  die  beiden  Factoren  vertauschen  kann ,  su  dass  der  zu- 
erst ^,'efuudeue  Wert  als  a— w  angeseiieu  wird,  und  durch  Sub- 
traction  desselben  von  a  sich  der  zweite  Wert  von  n  ergeben  muss: 
Die  Summe  beider  Werte  von  u  wird  also  notwendig  gleich  a  sein. 

Dieselbe  nraprUngliche  Gleichung  wird  nicht  nur  zur  Prüfung 
der  Bechnung,  sondern  auch  aur  schftrfsten  Bestimmung  von  « 
dienen  können,  welches  dieser  Gleichung  vollkommen  genflgen  muss. 
Ausserdem  ist  sie  hinreichend,  um  t»  schori  durch  einige  wiederholte 
Terauehe  genau  su  finden,  ohne  erst  die  quadratische  Gleichung 
durch  Bechnung  oder  Constroction  aufzulösen.  Letsteres  wQrde 
zwar  möglich,  aber  doch  gar  zu  umständlich  sein. 

Nachdem  hiermit  die  Bestimmnng  der  Tiage  vou  gleichseitigen 
Hyperbeln  in  einem  gegebenen  Kegel  erledigt  ist,  sei  dabei  ferner 

b 

eine  allgemeine  Hyperbel  mit  dem  AchsonverhUtniss  -  angenom* 

men.   Die  Aufgabe  wird  also  jetzt: 

lu  ciueiü  gcgcbeueu  Kegel  die  Lage  einer  Ilypcrbel  mit  dem 
b 

Achsenvorbftltniss:  -  zu  finden. 
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Zar  AttÜösaog  werde  die  allgemeine  Gieicbaug  der  Hyperbel 

TergUchea  mit  der  Gieichaug  des  Kreises 

wo  wieder  2a'  den  Durchmesser  der  kreisförmigen  GrandflldM  des 
Kegeli  beseichnet,  lo  ist  für  gleiche  Werte  der  Ordiwteii 

und  man  erb&lt  sanftchst,  wie  in  der  vorigen  Anfpibe,  mit  der 
yerftndemng: 

ac   sin  t?      2a*  —  as* 

«*  "~  sin» 

Aber  nach  der  Figur  ist  aneb  wieder: 

2a'—«'      8in(a  — u) 

ao-^«  Bin(a-)-«) 

daher 

sin»     2a+g    rin(«— ») 

nnd  weil  p  ~  ^  and  g  ist, 

«e»  _^    flo-f- «   sin(a j—u; 

(2a-f-a;)a*    8iD(a — «) 
■°(2c-|-«)6»'  fin(«+v) 

oder  die  lllr  »  anfzolOsende  GleichuDg  wird: 

-jiBin«8in(a-|- v)  —  sintiifin(«  — «) 
Es  sei  <r  -1  90*,  80  wird  diese  Oielcbnng 

^8in39  —  sin2te 

Ist  b  Iddner  als  m  so  ist  die  Oleichnng  immer  lösbar,  auch  bis  zu 
i  -«  o,  wie  schon  vorher  behandelt.  Aber  für  den  Fall,  wo  b  grösser 
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Als  a  iBt,  entsteht  die  Bedingmig,  dass  ^  sin  2«  Ueiaer  ala  1  seiii 

muss,  oder  lioclisteus  ^  1,  um  sin2M  büstimraen  zakOnnen,  was  bei 
hinreichend  kleinem  Werte  von  ?•  anch  immer  möglich  ist.  Die 
zweite  Autiüsuug  crgiebt  sicii  auch  wieder  durch  Subtiactiuu  deä 
gefundenen  Wertes  für  w  von  90®. 

Beispiel.  « «  90^,  0 «- 1^  und  ^  —  4  gicbt 

«  — 16«58'3  oder  7S«1',7 
Als  Grenzwert  von 

sin  2«''  «  1,  W02a  2u  =:  UO^  umi  «  ^  45* 

gehört,  warde  auch  die  zweite  Auflüsiiog 

«— «  _  46« 

werden,  also  beide  Schnitte  zusammenfallen.   Damit  wird 

"«"■isriBr  oder  -  =  o,363 

als  Maximum  für  die  iu  diesem  {yegehouon  Kegel  möglichen 
Uyperbelschnitte,  so  dass  alle  andern  Schnitte,  wo  u  kleiner 
oder  grösser  als  45*  ist,  nur  Hyperbeln  ergeben,  deren 

h 

Achseuverbältniss  -  kleiner  als  5,353  ist. 

Bei  der  Entwicklong  der  allgemeinen  Gleichung  bedarf  es  nnr 

der  liiuzufüguug  des  Factors  ^,  auf  der  liukeu  Seite.  Die  ent- 
wickelte Gleichnng  wird  daher  jetzt  werden: 

5* 

sin'v  —  |sin'«e  —  ^  sin  »  8in(«  +  v)  cos  « 


1  /r  1- 

dL  y  j  isiu*«  —  ^  sin  v sin(o  1»)  cos  «  —  8iu*y  si  u^(o 
Für  reelle  Werte  moss  also 

|8ln'«  —  ^  sin  V  Bin(«  -|-  *0  ^  ^  a*    ^  ^'^"^ 
sein,  oder: 

Awk.  «.  Hitk.  B.  ThjB.  8.  TL  IMha,  XIY.  10 
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isin*«  >  ^«in  V 8in(«+ .  (1  +^ *) 

2sin^|acos^     >»^^8inc8m(«-|-r)  .  2co8*|a 
«in*    >-    ein  V  siD(«  + 

a*     siu  c  sinCo-^  *?) 

oder  böchBtons 

^  ^  ^Biii*^  

8iii»ßin(«+ 1) 

In  (Ion  t'olK'onden  Beispielen,  wcklie  am  leichtesten  und  geoaae- 
steu  imcli  der  orsprUnglictieu  Gleictiang 

dveh  einige  wiederholte  Tenoelie  fKr  «  aofralöMo  sind,  ist  das 

Maximum  für  ^  liiozugefügi,  wo  beide  HyperbelacbDitte  zusammeo^ 

fülen,  indem  die  QoadratwnrEe],  bei  der  AnflOsnng  nach  der  qsa- 
dratiachen  Gleicbnng  nnll  wird.  Es  ist  damit  die  Hyperbel  Ton 

grösstcr  Excentricität  dargestellt,  welche  aas  dem  gegebenen  Kegel 
gescbnitten  werden  luon.  Ihre  Lage  bestimmt  sich  einftusli  ducli 

«  —  I« 

als  den  Winl^^,  welchen  diese  Hyperbel  mit  den  Seiten  (im  Achaen. 
dreieck)  des  Kogels  bildet  Das  ergiebt  sich  nach,  wenn  man  die 
Quadratwnrze!  —  0  setzt,  ans  dem  abrigen  Teil  der  Glelcbang,  in* 

dem  dabei  cbeufalis  der  Maximal  wei  l  vuu  ^  eiugeführt  wird. 
Beispiele. 

1)      «=:90«  2)      ir-*91«  3)      «  —  100^ 


V 


*  —  I  *  —  1  *  — 
a  o  a  ™ 

Ii  =  33«  u=-37«55'  u  =  22«43',3 

oder  57  oder      «=63.5  oder      —  77**  16,7 

h  b  h 

-  =  max  -     maz  -  «  maz 

4»  a  a 

—  1,0462  —  1.0175  I«      1,24  80 

•  sb4Ö^  ii^4ö»d(>'  »stGO» 
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4)      0  =  100«  5)      «=rll6«        .     6)  0=120« 

»  -  28«  »  =  24«  »  Ä  10» 

a  «t  a 

«  =  22«  16'  »-.lö«2ö',5  «  — 8«14',1 

oder     »77«.  4&      oder     =100«^4,6      oder  slll«.46,9 

b  h  b 

-  =  max  -  —  max  -  =  max 
<i                            a  a 

»  1,4167  - 1,6585  .       ;  2^746 

«  =  50«  «==58«  «  —  60« 

7)      « =  130"  8)      «      1700  9)      « » 80« 

tr  —  95«  tr  —  2«  0=9  60* 

h      ^  b  h 

-  —  l  =1  -=0^ 

«s9«52'^5  «:=8«42',56  «•**8«S6',1 

oder      »1207,05     oder     —16117,41      oder  —71.88,9 

h  l  b 

-  —  max  -  —  max  -  =  max 
a                              a  a 

=  2,3522  —  4,5201  —  0,8615 

u=65«  tt  —  85"  u=-40" 

10)      «  »  6« 
«-.85« 

?=0,05 

«  — 2«6',75 

oder      «  3»  54,25 
6 

-  —  max 
a 

—  0,05244 

Von  deu  beiden  Figureu  hierzu  gehört  die  erste  zum  ersten 
Beispiel  mit  deu  Winkeln 

«9  90*  nnd  v  — 33<> 

Die  Lage  der  Hauptaeliae  Sa  fftr  die  geaaehte  gteiehseitige  Hyperbel 
war  leicht  doreh  Yenehiebnng  so  in  wiUen,  da»  beide  AnflOBangen 
eine  gleich  grosse  Hauptachse  erhielten.  Die  swelte  Figur  besieht 
sich  aof  das  dritte  Beispiel,  wo 

10» 
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«  —  100«  and  w  =c  2Ö« 

floiii  soll.  Aaf  der  linken  Seite  in  beiden  Figaren  ist  der  Bann 
benntstt  am  die  Hyperbel  tob  grOseter  BIxeeatriettAft  hinra  va  fttgen, 
welche  in  Jedem  der  gegebenen  Kegel  noch  mOglicb  int  In  der 
ersten  Figur  wnrde  das  maximgle  AeheenTerluatniw 

-  =  1,9462 

nnd  in  der  xwelten  Fignr 

-  -1,2480 
Kiel,  d.  ao.  Octbr.  1894. 
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Y. 

Zar  Theorie  des  Kegelschnittbüschels* 

Ton 

A.  Wimao 

in  Lnpd. 


1.  "Wir  betrachten  hier  znerst  dio  Aufgabe  .,die  Anzahl  der 
„fiueni  KegclsL-huitt  S  0  eingeschriebenen  lirtitcke  zu  bestim- 
„inen,  unter  der  Voraassetzung,  dass  die  Seiten  die  KegeUchniUe 
M^'tf  ^9  ^  Bttscbels 

Ä'i  +  ifcS  -  0 

„der  Reihe  nach  berahren.*' 

Den  Puukton  des  Kegelschuitts  »S  u  kaim  man  bekanntlich 
einen  veräüderlichen  raranieter  x  eindeutig  zut>iduen.  Von  jedem 
Tuiikte  X  goheu  ^woi  Taugeuteu  des  KegclschuitU 

Sü  kommt  uiaii  vom  i'uukte  x  zu  zwei  Punkteu  auf  «S  —  0,  welche 
durch  die  eben  erwähnten  Tangenten  ausgeschnitten  werden.  Von 
diesen  Punkten  x^  geben  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts 

welche  Yier  Pnnkte  aof  ^  xs  0  bestimmen^  und  von  den  Pnnkten 
9%  kommt  man  anf  dieselbe  Weise  dnreh  8  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts 

zu  aciil  i'unkltxi      uuf  <S  »  0.   Zu  jedem  Puukle      gelangt  UMfi 
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aber  von  2  Punkten  a^,  4  Punkten  «|  nnd  8  Punkten  a;,  welche 
durch  das  Ziehen  von  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  itj ,  kf\  ki 
bestimmt  worden  Jedem  Punkte  x  entsprechen  somit  8  Punkte  t^^ 
und  jedem  rankte  s  Punkte  x.  Diese  Correspondeiiz  wird  durch 
eine  Gleichung  vom  b.  Grade  in  sowoi  z  als 

F(xt  ffg)  SS  0  V  +  •  •  •  -I- 

ausgedrilckt  Die  gebrochene  Linie  x — — r^  —  x.i  wird  ein  ge- 
schlossenes Dreieck  von  der  in  der  gesteiltoTi  Aufgabe  ang^ebenen 
Art,  falls  X  =  a;g.   Man  erhält  also  eine  Gleichung 

welche  vom  Grado  IG  ist.  Die  Anzahl  der  Lösungen  ist  somit  16, 
nnd  mau  kann  in  derselben  Weise  den  folgenden  allgemeioeren  Satz 
beweisen: 

„Es  giebt  2'*->-^  einem  K^elschnitte  5  »  0  eingeschriebene  n- 
»Ecke,  deren  Seiten  die  Eegeledinitte  i^,  k»-  .  .  ibk  des  BttBchels 

^jißt  Beihe  nadi  bertüiren.'* 

Dieie  Zslil  ktm  IntaM  Mdneirt  werden,  wenn  einige  der  A» 
eionader  gieksii  sind;  ao  S.B.,  wenn  r  anf  einander  folgende 
Bchnitto  dea  Bttsdiela 

ideali&ch  sind,  erhält  man  nur  2"+*-*"  I.o  uii>^(  n,  denn  mau  kommt 
(r—  1)-Mal  von  je  einem  ar,  zu  nur  liuciu  xi^i. 

Es  sei  r  «=>  d.  h.  man  tnch»  „die  Anzahl  einem  Kegelschnitte 
^»eingeschriebener  n-£cke,  welche  einem  zweiten  Kegelschnitte  um- 

„geschricbcn  sind."  Nach  den  vorhergehenden  Entwicklungen  würde 
man  hier  1  Lösungen  erwarten.  Die  bekannten  Sätze  über  die 
Poncclct'schen  Polygone  sagen  aber,  dass  es  im  allgemeinen  keine 
solche  Vielecke  pieht,  in  speciellen  Fällen  aber  unendlich  viele.  Ob 
dergleichen  KigcutUmhchkeiteu  auch  in  den  Fällen,  wo  die  Seiten 
des  Vielecks  verschiedene  Kegelschnitte  des  Büschels  berilhrcii,  vor- 
kommen können,  wollen  wir  nun  untersuchen. 

2.  Hier  mag  es  angemessen  sein  den  folgenden  Sali  einsn- 
iBbren: 

,,\Y(Dn  von  einem  vcrilndcrlitheu  Punkt  x  eines  Kcgclachuitts 
0  die  Tangenton  x  — 2,  und  x — an  die  bozt^lidien  Kegel- 
„stshnitte 
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„gezogen  worden  wo  a-,  und  x,.  die  übrigen  Sflinittpunktc  mit  0 
„bczoichnen,  so  besteht  die  Enveloppo  der  Qeradou  — aus  iKwei 
nKcgelscbuittcn  des  Büschels 

Den  Tloweis  hiefttr  erbringen  wir  leicht  mit  U(Ufe  folgender 
von  Salmou- Fiedler     behandelten  Aufgabe: 

„Unter  welehor  Bedingung  kann  in  den  Kegelschnitt  5  »  0  ein 
r)reic(k  eingeschrieben  werden,  dessen  Seiten  die  Kegelschnitte 
eines  Bflscbels 

der  Reihe  naeh  berOhren"? 

Diese  Aufgabe  haben  wir  in  der  Tat  schon  dahin  beantwortet, 
dass  ohne  irgend  welche  Bedingung  für /.j,  A-j,  k.^  10  solche 
Dreiecke  vorkommen.  Salmon-Fiedler  findet  aber  das  Ver- 
schwinden üiaor  gewissen  Invariante  erforderlich. 
Dieser  Widerspruch  l^ommt  daraus,  dass  es  zwei  Arten  solcher 
Dreiecke  giebt;  doch  nimmt  Salmon  nur  die  eine  MOgUehkeit  in  Be- 
tracht, wie  die  folgende  Behaadlnngsweise  lehrt  Dm  Dreieck  wird 
als  Coordinatendraieck  genommen.  Somit 

Die  Coeffideiiten  für  «i*,  r^*,  in  8,  werden  (durch  projectifisehe 
Transformalioo)  «  1  gesetst.  Dann  bat  man  als  mAgUche  Be- 
rOhmngspnnkte  nur  die  Punkte: 

Diese  8  Combinationen  lassen  sich  aber  (durch  geeignete  Zeichen- 
lüiderungen)  zu  2  wesentlich  verachiedMien  Fällen  reduciren: 

1>  a^iH-^ri"«*«— Oi  *f+«i— «t  =  Ö;  «j-l-arj  —  «,  —  0 
ä)   «1—«^  »     =s  0;   <t,  —    sBs«|  —  0;         ib, afj 0 

Salmon  nimmt  nur  Rücksicht  auf  den  letzteren  Fall,  indem  er  fUr 
6'|  die  folgende  (jleichoog  nimmt: 


1)  AnalytiMhe  Gfoinctne  der  Kegelscbniite,  &  Auflage.  S.  644. 


X52  Wim  an:  Zur  Theorie  tUt  KegeUchntUbiischeU. 

Betrachtet  mau  nun  die  Discriminantc  für  ^\-f-Äjb': 

■0  hat  man: 

ßi  —  2(0,4  +  «ai  4-  «1«)  (2  +  ^  a,3+ Ä-^     + ig  a,a) 

Diese  Grossen  sind  nicht  unabhängig,  sondern  stehen  in  der  in- 
Tarianten  Beziehung: 

Wftren  wir  aber  vom  Falle  1),  wo  die  Berflbrnngspnnkte  anf  einer 
Geraden  («i-f  ^iH~^s  —  0)  liegen,  ausgegangen,  so  b&tlen  wir  keine 
solche  Bedingung  erhalten. 

Die  Gleichnng  (A)  bestimmt  zu  gegebeneu  uud  zwei  Werte 
k^.  Es  ist  uuu  leicht  zu  erweiscu,  dass  unendlich  viele  Dreiecke 
dem  Kegelschnitte  —  0  eingeschrieben  worden  können ,  deren 
Seiten  drei  so  zusaromengehdrige  Kegelschnitte  ^  j ,  ,  /.  ^  berOhren. 
Man  kann  ja  den  Schnittpunkt  der  beiden  Selten,  welche  ^  und 
berfthren,  beliebig  auf  6'  —  0  wfthlen;  die  Verbindangsgerado  x^— «t 
nrass  doch  einen  von  jenen  zwei  Kegelschnitten  berflbreo.  Hi^ 
mit  ist  aber  auch  der  im  Anfang  dieses  Numerus  gegebene  Sata 
bewiesen. 

Lässt  mau  nun  vcraiideilicb  sciu,  uud  aber  constant, 
80  erhält  man  für  jcdiMi  Wert  für  l:^  16  in  S  =  0  eingeschriebene 
Dreiecke,  diTcii  Soiteu  /.j,  uud  A3  beruliieu.  Diejenigen  Drei- 
eckssoiteii,  welche  A,,  berühren,  müssen  aber  Taugenteu  der  beiden 
durch  (A)  bestimmten  Kegelschnitte  sein,  somit  gemeinschaftliche 
Tangenten  zweier  festen  Kegelschnitte  des  Bttschels  und  den  ver- 
änderlichen Kegelschnitts  L^.  Hau  erhftlt  also  acht  solche  Dreiecks- 
seiten ;  zu  jeder  von  diesen  gehören  aber  zwei  Dreiecke. 

Wir  küuueu  oau  den  folgendeu  allgemeinerea  Satz  beweisen: 

„Schreibt  man  einem  Kegelschnitte  18  s  0  ein  Polygon 

a?  — apj — 3P^  —  •  .  .  ar-n.  .1  —  * 

nOin,  wo  die  Seiten 
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„die  bezüglicliun  Kegelschnitte  .  .  .  i^i  des  Bacheis 

„bcrtüircn,  so  bebtclit  die  Envcloppe  der  nteii  Seit©  i — x  aus 
n2'*->  K«gelschDitten  dessclbcu  Bttscüolä''. 

Wir  nebmen  an,  der  Satz  sei  bewiesen  fOr  n— 1  Seiten.  Der 
Zug  ktam  also  durch  die  einzige  Gerade 

«N-s  ersetzt  werden,  welche  2»-»  Kegelschnitte  amhflllt  Von 
diesen  Kegelschnitten  sei  einer  durch  kr  bezeichnet.  Fttr  das  Dreieck 
as'-aehi.s— 9b~t-^«  bestimmt  dann  die  Oleiohiing  (A)  za  kn^i  und 
je  einem  kr  zwei  Kegelschnitte  kny  welche  von  der  «ten  Seite  tun* 
httUt  wcrdcu.  Da  der  Satz  schon  im  Toraas  illr  » 3  hewieien 
war,  ist  der  Beweis  somit  allgemein  erbracht 

3.  "Wir  sucht  II  iinn  das  gegerscitige  Verhöllniss  dreier  Kegel- 
schnitte /.i,  wilihc  dt  r  lU'lation  (Ä)  genügen.  Was  uird  hier 
aus  den  16  mehr  crwülmtin  Dreiecken,  welche  /.-,.  /.-.,  und  K  in  ge- 
rader Linie  berühren  ?  Uvi  Kegelschnitt  ig  hat  uut  einem  beliebigen 
anderen  ic,  des  Büschels  4  Tangenten  gemein,  welche  in  8  iti,  und 
^4  berührenden  Dreiecken  auftreten.  Die  Tnnf^cntcn  in  den  4  Basis- 
puukteu  des  Büschels  berühren  aber  keinen  audereu  Kegelschnitt, 
und  mau  kann  sagen,  dass  ^-3  diese  mit  sich  selbst  gsmciu  hat.  Für 
kl  und  gelten  natorlleh  gleichartige  Verhältnisse.  Hiernach  er- 
scbliesst  man  leicht,  dass  die  16  Dreiecke  in  der  folgenden  Weise 
grnppirt  sind: 

In  jedem  der  4  Basispunkto  befinden  sich  Eckpunkte  je  dreier 
von  ihnen;  so  erbitlt  man  12  Dreiecke.  Die  4  übrigen  sind  von 
den  Seiten  dieser  Dreiecke  gebildet,  welche  durch  keiaen  Basispuukt 
gehoQ. 

Wenn  in  einem  Baaispnnkt  die  Tangenten  von  nnd  k^  ge- 
zogen werden,  so  wird  nach  dem  Obigen  dieVerbindnngsgenide  der 
flhrigen  Schuittpnnkte  dieser  Geraden  mit  S  =  0  von  den  2  durch 
(A)  zugeordneten  Kegelschnitten  it^  berührt  Oder  auch: 

Zieht  man  im  Basispnnkte  die  Tangente  an      lässt  die  folgende 
Seite  Lj  berühren,  was  zwar  auf  2  Weisen  vor  sich  jj^ehcn  kann, 
und  vollendet  so  das  in  N     0  eingeschriebene  Dreieck,  so  benilTrou 
die  letzten  Seiten  im  Babispiinkte  die  beiden  Tiuwordncten  Kegel- 
schnitte     Die  entsprechenden  Sätze  iu  Bezug  aut  die  zusammenge- 
hörigen Kegelschnitte      k^*  .  ,  k»  gelten  für  Polygone  mit  beiie- 
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biger  Seitoozabl,  d.  fa.  man  kommt  immer  durch  Tangenten  der  Kegel* 
schnitte  in  cyUischer  iEteihrafolgo,  wobei  man  von  einem  be> 
liebigen  ki  ausgeben  kann,  von  einem  beliebigen  BasiBpunkte  zn 
demselben  zorQck. 

4*  Die  vorigen  Entwicklnngen  wenden  wir  anf  die  folgende 
specielle  Infgabe  an: 

Ein  Polygon  a-,  —  ~.  .  .— a-«— ar^  sei  dum  Kegelschnitt 
,St  =3  ()  eingeschrieben,  und  die  »  —  1  Seiten  —  .  .  .  3r„_i  —  x« 
berühren  den  Kegelsciiuiii  ü;  mau  suche  die  Euveloppo  der 

«ten  Seite  x^—x^. 

Bieee  Anfgabo  kann  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gloi- 
cbang  (A)  gelöst  werden.  Man  sncht  aneret  die  £nveloppe  der 
Geraden  ar,— a^x-  Weil  hier 

erhilt  man  die  LOenng 

wo 

1:.  _»l'"4^,Q, 

Wir  iiplimen  an,  mau  habe  auf  diese  Weise«  fortL^ehnnd  die  Envoloppe 
der  Goraden  gefunden,  und  zwar  bestehe  diese  aus  dem 

Kegelschnitt 

Man  betrachte  nuu  das  Dreieck  a-,  — «n-f  --  x„  — a,.  Di»  Knveloppen 
der  beiden  ersten  Seiten  sind  die  Kegelschnitte  mit  den  Parametern 
kn'^i  und  0.  Somit  kann  kn  ans  der  Gleiehang 

gefunden  werden.    Es  besteht  aber  auch  die  Gleichung: 

(^j- Ah-s)»  =  4-^, [ÖH-^{A«-i  +  V  «)] 
£ine  Wurzel  der  Gleicbong  fttr  ku  ist  somit  die  schon  bekannte 
hn^%,  Fttr  die  hier  gesuchte  Wnrzel  erbftlt  man  also  leicht 

Die  gesnchte  Eaveloppe 

der  Seite  Xn  —  r^  ist  somit  gefunden.  Wenn  A„  =  0,  ijut  man  die 
Bedingung,  dsss  unendlich  viele  n-Kcke  dem  Kegelschnitte  ;Sj  0 
ei  ngf  schrieben  nnd  dem  Kegelschnitte  fi^  0  umgeschrieben  werden 
kennen. 
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Man  erhält  4  Polygone  dos  Systems,  deren  nte  Seiten  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  k  des  BUschels  berühren.  Dieso  Seiten  sind 
nämlich  die  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitte  l:  ntid 
Jode  von  diesen  Polygonen  wird  aber  zweiinn?  fjezählt,  jo  nachdem 
man  \  on  dem  einen  oder  anderen  Scbuittpimkte  der  bezüglichen 
»ten  Seite  mit  5—  0  ausgeht 

Für  —  0  würde  mmn  nlio  auch  4  fi^Ecke  erbalCeo,  deren 
sämtliche  Seiten  den  Kegelschnitt  ^  0  herahren*  Bekanntlich 
sind  aber  diese  Polygone  ansgeartet,  d.  h.  bestehen  ans  In  sich 
(dnrch  Yemüttlnng  der  gemeinsamen  Pnnkto  oder  Tangenten  Ton 
8  und  Si)  sorftcklanfenden  Zfigen 


1)  HintiehlUeh  der  Foseeiefiebea  Polygoae  verweilen  wir  hier  euf; 
Helphen  TnM  4et  loneiioiM  ellipliqiiei  U  8  SS7.  Vgl.  «ttch  Slarni*  Die 
Gebilde  ersten  nnd  xwciten  Gradee  der  Linicngcometiie  I  6.  SS,  woselbet 
aneh  weitere  Litteretar-HiowdcaBgeo  gegebeo  eiiid. 
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VI. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Machen  zweiten 

Grades. 

Von 

Stephan  Glaser. 


Im  13.  Teile  der  zv«ieit(.'n  Uciho  des  Archivs  p  vj  113  — !>(>,)  habe 
ich  auseiuanderznsctzen  versucht,  wie  sich  die  Cur\eii  z^uileu  Grades 
mit  liUlfo  eliios  Abbilduiigsprincips  ciuer  genu>iiisameu  Behaiidiuug 
unterzieh  eil  hissen,  und  habe  an  einzelnen  IJeispiolcn  den  Vorteil 
dieser  Methode  nachgewiesen.  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  dasselbe 
Vorfahren  zur  Untersuchung  der  Flächen  zweiten  Grades  aui  den 
Kaum  zu  uburUagea  und  diesen  mit  iliilto  der  Substitution 

abzobilden.  Wie  sich  leicht  uachwciscu  lässt,  bat  dicso  Abbiidnng 
fost  ganz  di696lben  Eigenschaften  wie  die  der  Ebene  imd  macht  et 
möglich ,  alle  für  die  Abbilder  gewonnenen  Resultate  ohne  weiterat 
auf  die  anprünglichen  Gebilde  zn  übertragen.  Wir  abergchen  an 
dieser  Stelle  die  Aufisftblang  und  Ableitung  dieser  Eigenschaften  und 
begnügen  uns  mit  der  Angabe  der  drei  wichtigsten.  Dieselben  sind: 

1.  ,,Die  Abbilder  paralicior  Geraden  sind  wieder  paraliolJ* 

2.  „Fflr  Abschnitte  paralleler  Geraden  ist  das  Verhältniss  zum 
Bilde  constant'* 

3.  .,Der  Inhalt  eines  jeden  üaum&tucKs  ist  gleich  ßbc  mal  dem 
Inhalt  des  Bildes.*' 
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Mit  Hülfe  dieser  Substitutiou  nimmt  die  allgemeino  Gleichung 
der  Mittelpauktsfläcben  zweiten  Grades 


worin  ff  und  |i  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten,  die  ein- 
fiichere  Form 

an,  welclie  im  Falle  des  EHipsoida  die  Kugel  vom  Kadius  1  dar- 
stellt 

Wir  wollen  nnn  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Anfgaben  be- 
handeln ,  welche  wieder  wie  im  Falle  der  Ebene  dem  Gebiete  der 
relativen  Maxima  nnd  Minima  entnommen  sind  und  sich  anf  belie- 
bige Flächen  zweiten  Grades  beziehen. 

Die  erste  nnd  eigentliche  Aufgabe  lautet:  „I>as  Tetraeder  vom 
grösstcu  oder  kleinsten  Tnlinlt  r.n  findon,  von  weli'bem  2  Kcken  fest 
gegeben  sind,  die  beiden  andern  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
sich  befinden/* 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  vollständig  lösen,  ohne  dass  es  nötig 
wäre  eise  Unterscheidung  der  Mittel punktsflächen  vurzuDohnen. 

Ans  den  Resultaten  derselben  l&sst  sich  dann  ohne  Mtthe  die 
Iiösnng  der  weiteren  beiden  Anfgaben  herleiten: 

„Das  Tetraeder  yom  grOssten  oder  kleiDsten  Inhalt  sn  finden, 

von  dem  nur  eine  Ecke  fest  gegeben  ist,  die  3  andern  anf  einer 
FlAche  zweiten  Grades  sieh  befinden/' 

,,Das  Tetraeder  vom  grössten  oder  kleinsten  Inhalt  /u  finden, 
dessen  4  Ecken  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  sich  beünden.'^ 

Was  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades  angeht,  so  lassen  sich 
dieselben  als  Gren/Julle  der  Mittelpunktsfläcben  auffassen.  Unsere 
Resultate  sind  aber  derart,  dass  sie  sich  mit  culsprcchcudcn  Modi- 
ticatiouen  auch  auf  solche  Greuzfällo  Ubertragen  lassen.  Doch  wird 
im  Folgenden  weder  anf  diese  Grenzfälle  noch  flberhanpt  anf  eine 
Untersdieidang  der  Hitteipanktsflilchen  eingegangen,  da  es  gerade 
in  der  Absicht  des  Verlsssers  liegt  za  zeigen,  bis  zu  welcher  Voll« 
stftndigkeit  die  Aalgabe  gelöst  werden  kann,  ohne  eine  solche  Unter- 
ecfaeidang  vorzanehmen. 
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1.  • 

Die  Flftche  zweiten  Grade«  aei  g^eben  ctnrcli  die  Oleichong 

Die  beiden  auf  der  Flftehe  beweglichen  Ponkte  seien 

A  -  Qu  »in  ^i)   und       =  (fjf,  ig) 
die  beiden  festen 

und  es  sei  die  Bezeichnung  so  jrrwählt,  dass  die  Kanten  PjPg,  PiPj 
and  i^ii4  dieselbe  Lage  zu  einander  haben  wie  die  positive  |-,  tj- 
nnd  (-axe.    Dann  wird  der  Inhalt  des  Tetraeders  dargestellt  durch 


1  ^'a  Vt 
1  §s 


(1) 


Bezeichnen  wir  mit  Aj  nnd  <wel  nn  bestimmte  Ifnltiplieatoren,  so 
lasten  die  Bedingungen  des  Haxirnnrns  oder  Minimums; 


^''+a,£i-o,  |^+fi,ih-o,  |^+,iU-o 


(2) 


Conibiniren  wir  die  Glieder  sämtlicher  HorizouUlreihen  der  Deter- 
minante mit  den  adjungirteu  Elementen  der  ersten  beiden  Horizon- 
talreihen, so  ergiebt  sich  das  folgende  System  Ton  Gleichongeu : 

BJ         0/1  d/S 


(3) 
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dJ  \  (8) 

BJ         d/1  Bd 


worin 


^3  %  fil  j  «  (2  3  4)  und 

n%  Cs 


^'4  «74  U 


=:  (3  4  1)  geseut  ist 


(4) 


Sabstitairen  wir  hieria  die  Werte  der  DifferentialqaoUentea,  die 
sieh  ans  (2)  ergeben,  so  erbalten  wir 

(2  3  4)--il, 

(2  3  4)-i,(^,.%  +  ^»/i'?4H-l-f.J4)  0 

-  (3  4  1)  -         +  «  %»^4+ -  0 

Daraus  Mgi^  tiaaa  die  Klanimorausdrücke  $aiV"i"'^«V"i"^*f«f/*  ^^^f 
alle  vou  einander  versc-hicdeuen  Zeiger  o  und  ß  denselben  Wort 
besitzen  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Summe  £3'^'4  +  <^3^44~f*^ 

Beseichnen  wir  diesen  gemeinsamen  Wert  mit  —  ^i  so  rednciren 
sich  unsere  Otoicbnngen  anf 

(234)-l,=0,  -(341)+^-oi 

(a3  4>+^-=0,   -(3  4lj-A,  =  ^J 
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Am  denselbeD  folgt  weiter 


^4-^3  =  ~^'  und   


wonos 


und  D«sk  Division  mit  J 
wird.  DftDD  mnu  aber  auch 


—  (3  4  1)  -  (2  3  4) 


(6) 

0) 


sein.  AnBserdem  wird 


also 


(2  3  4)  p  +  (2  3  4)  -  ^ 
(234)  (341)-.-^i 


(S) 


Audrerseits  ist  aber 

^  .  (2  3  4) -(3  41) +  (4  12) -(12  3) 


Datier  idqbs 


(9) 


sein.  Die  beiden  letateii  üleichungeii  köimen  zur  Bestimmung  von 
9  beauUt  werden.   Quadrircu  wir  dieselben  und  climinireo  dann 

(g^})»  ^  kommt 

(e-l)*(234)*«  (412)*-f  (123)*  — 2(412)(1  23)  (10) 
Directe  Aasreehnoag  ergiebt  aber,  sofern  wir  der  KQnce  wegen 


setsen: 


e^(2  3  4)«  - 


9' 


^1  —1.  -1  1 
-1»   9^»  ' 

— 1,  — pir« 


9a« 
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f|i[(4  1  2)«4.(1  2  3)«--2(4  1  2)  (1  2  3)J 


P, 

1-1,  -1, 


2 


-1,  ^1, 

-1,  -1 
-1.  -1 


P.   -1,  -1 

-1,  -1 

—1,    —1,  «<F, 

Setzen  wir  diese  Werte  ia  (10)  ein,  so  kommt; 

(*-l)[»'(<'.«4-^.)  -(",  +  «.  +  1^] 

-((f+l)(<%  +  ««  +  ^ 

und  daraus  für  f  die  BestimmuDgsgleichuDg 


 9m 

1 


(11) 


2. 


Aus  den  bisherigen  Besaltaton  lassen  sieb  die  folgenden  geome* 
trischen  Schlüsse  ziehen: 

Aus  der  Gleichheit  der  Sammeoausdrücke  la^^  +  fva^^ -j-fi^a^^r. 
folgt,  dass  die  Seitenflftcbe  des  maximalen  oder  minimalen 

Tetraedersparauel  der  Tangentialebene  in  i\,  die  Seiteniäebe  P^P^P^ 
parallel  der  Tangentialebene  In  Iftnft  od^r  OP,  ra  P^^sA  vnd 
(>Pt  ZQ  1\1\Pa  coojagirt  ist,  dass  ferner  P|P«  znr  Ebene  PsOP«  und 
PsP«  znr  Ebene  PfOPg  conjngirt  ist  Nennen  wir  den  Sehnittpnnkt 
der  dnrch  0  zu  PsP4  coqjogirt  gelegten  Ebene  mit  der  Oeraden 
P5P4  oder  deren  Verlangemng  P  und  die  Sehnittcnrre  derselben 
Ebene  mit  der  gegebenen  Fläche  so  liegen  die  Pnnkte  P|  und 
P^  auf  K  and  stellen  die  Eudpnnkte  einer  znr  Richtung  OP  conju- 
girteu  Sehne  dar,  es  muss  also  OP  oder  dessen  Verlftngemng  durch 
den  Mittelpunkt  II  von  gehen.  Sachen  wir  ferner  den  Schnitt- 
punkt von  PjO  oder  dessen  Verlängerung  mit  I\I\J\,  den  Schuitt- 
pnnkt     ?on  P^O  oder  dessen  Yerlängernng  mit  PiPgP««  so  ist 


OP,  :  072,  =  OPs  :  OÄ,  -  ±  p 

AKk.  d.  MAkh.  tt.  Fbya.  2.  Eoibo,  T.  XIV 
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je  nachdem  p  ^  0  ist,  d.  b.  je  nachdem  0  auf  den  Strecken  PxRi^ 
Itli^  oder  aaf  der  Yerläogeruug  derselben  liegt 

Endlich  muss  sich  die  Polarebene  zu       mit  der  Polarebenc  zu 
in  einem  Punkte  S  aaf  OP  oder  auf  der  Verlängerung  Ton  QP 
derart  schneiden,  dass 

0^':0/2  —  ±p 

ist,  je  nachdem  p  ^  0  ist,  d-  b.  je  nachdem  0  auf  SR  oder  auf  der 

Yerlftugernng  von  SR  liegt.  Da  nnn  S  ein  Schnittpunkt  der  Polar- 
ebenen  zn  Ps  nnd  ist  nnd  P  aaf  der  TerbindnngsUnie  dieser 
beiden  Punkte  sich  befindet,  so  mnss  die  Polarebene  2a  P  ebenlslls 
durch  ;S  gehen. '  Darum  mnss  auch  die  Polaro  zu  P  in  Bezug  anf 
die  Schnittcurve  K  durch  s  gehen,  also  8  der  Schnittpunkt  dieser 
Polaren  mit  QP  oder  der  Verlängerung  von  QP  sein. 

Damit  ist  die  Constructiou  des  maximalen  oder  minimalen  Tetnk 
eders  bis  anf  die  Bestimmang  von  ^  gefunden. 

Man  construire  durch  0  die  zu  P^P^  conjugirte  Ebene,  welche 
PjFi  oder  die  Verlängerung  von  /3P4  im  Puukte  P  uud  die  ge- 
gcheno  i'liii  ho  iu  der  Curve  K  schneidet.  Daun  verbinde  man  P 
mit  I)  und  bestimme  den  Punkt  <S,  iu  welchem  diese  Verbindungs- 
linie oder  die  Verliiiiguruug  derselben  von  der  Pulareu  von  /'  iu 
Bezug  auf  die  Schnittcurve  A'  getroffen  wird,  uud  suche  den  Punkt 
R,  fttr  welchen 

QS',QR^±9 

st.  Dann  trifft  die  durch  R  zur  Polare  parallel  gezogene  Gerade 
die  Curve  K  in  den  gesuchten  Eckpunkten  Pi  nnd  P^» 

Die  CfloichnnR  (1)  besagt,  dass  die  Teiltetracder  ^}I\PJ\  uud 
Oi 8/3^4  denselben  Inhalt  haben.  Dies  versteht  sich  nach  dem  Vor- 
hergesagten von  8ell>8t,  da  sie  die  üruadflÄche  OPgP^  gemeinsam 
haben  uud  gleich  hoch  sind. 

Es  crubrigL  uuch  die  Borcchuuug  vou     und  J. 
Nach  (8)  ist 

Ferner  hatten  wir  gefunden 
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.,(ss4).-;.[,.(M.-^.)-(<,,+.«+y] 

Also  wird 

^-(,+X8ä4) - ±*-+y^,. [(.»(<...4 - («»-H^f  £)] 

und  es  ergeben  sich  mit  Benntzang  vou  (11)  nach  wenigen  Umfor- 
mungen die  beiden  Darstellnngen 

wo  das  Yor/piohcu  sü  za  wählen  ist,  dass  der  Ansdrack  positiv  wird» 
Mit  J  ist  aber  auch  J  bestimmt. 


3. 

Zur  weiteren  Bestimmung  von  q  lienkLii  wir  um  um  0  als 
Mittelpunkt  eine  mit  der  gegebenen  ähnlicho  (cvcuturll  der  eonju- 
girteu  ähnliche)  Flüche  construirt,  welche  /»i*  oder  die  Verläuge- 
rung  von  P^P^  in  P  berührt. 

Die  Oleichmig  der  berfihrenden  Flflche  sei 

Bezeichnen  wir  die  Goordinaten  Ton  /*  mit  tt,  v,  «o,  so  gelten 
die  folgenden  Gleichnngen : 

Wir  qnadriren  die  letatan  3  Gleichnogen,  fftgen  bei  der  vorietsten, 
den  Factor  bei  der  letxten  den  Fkctor  fi  hinan  nnd  addiren. 
Dann  kommt 

<l8-*-««(tfa+Ö4+— )  (11) 

Hnltiplidren  wir  dieselben  3  Gleichnngen  respective  mit  «vs*  i^ti 
nnd  addiren,  so  wird 
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(15) 


HoltiplidreD  wir  sie  mit  «174.  fi^«  nnd  addiren  wiedernnit  sa  er- 
gibt uch 

Nun  Yereinigeo  wir  (15)  nod  (16)  durch  Multiplication  and  setzen 
den  obigen  Wert  f&r  0^—»  ein.  Dann  Iconunt  nach  DivieioQ  mit 


wonuiB 


1 

"  o  ? 

*  2  (17) 

wird-  Mit  Einaetsnng  dieses  Wertes  nimmt  die  zar  Bestimmong  von 
^  gefondene  Gleichung  die  einfache  Gestalt  an 

=  ;  (18) 

wrMi  voIOcommen  übcrcin^tinmit  mit  der  Gleicbang,  welche  in  der 
im  Eingang  erwähnten  Abhandlung  für  die  eutsprecboude  Aufgabe 
der  Ebene  (pag.  126—145)  aufgestellt  und  für  die  verschiedenen 
Arten  der  Cnnren  zweiten  Grades  eingebend  discutirt  wordoa  ist 

Ausserdem  erlcennt  man,  dass  «  ond  damit  auch  ^  nor  abhängig 
ist  TOD  der  Lage  der  dnrch  und  P4  bestimmten  Geraden ,  aber 
nicht  von  der  Lage  der  Paukte  nud  auf  dieser  Geraden,  dass 
also  zu  allen  Ponktepaaren  auf  dersellran  Geraden  dieselben  Eck- 
pankte  Pi  tind  des  maximalen  oder  minimalen  Tetraedefs  ge- 
hören. 

Nehmen  wir  ferner  un,  es  sei  die  auf  ihre  Uaupt^uu  belogene 
Gleichaug  der  Öcbuittcurve  A' 

so  wird  die  Schnittcurro  der  dnrch  P  zu  r^r^  conjugirt  gelegten 
Ebene  mit  der  berflhrenden  Flftche 

dargestellt  durch  die  Gleichung 
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Bilden  wir  beide  Corveii  mit  Sabstitotion 

»'-Ol',  »'-V  . 
ab,  80  werden  die  Gleiehmigen  der  Abbilder 

l  und 

Es  stellt  also  #  die  damals  mit  o  bezeicbaete  GrOsse  dar,  welche 
aas  der  linken  Seite  der  Gleichaag 

berrorgeht,  wenn  mau  dario  ;  und  t)  durch  die  Coordinaten  des 
Pooktes  P  ersetzt  Damit  ist  gezeigt,  dass  die  Coostroction  der 
Pookte  /\  nnd  identisch  ist  mit  der  Lösung  der  bereits  in  aller 
Vollständigkeit  behandeiteo  Aufgabe:  Bas  Dreieck  vom  grössten 
oder  kleitsten  Inhalt  su  sacken»  dessen  eins  Ecke  der  Punkt  F  ist, 
wahrend  die  beiden  andern  Ecken  auf  der^Carve  K  sich  befinden. 

Wir  gewinnen  hiornach  das  definitive  Besultat: 


Man  zeiehne  durch  0  die  zu  i'^r^  cunjugirte  Ebene,  welche 
^3/4  oder  dessen  Verläugorung  im  Punkte  i*  und  die  gegebene 
Flftche  in  der  Cnrve  K  schneidet  Dann  construire  man  das  Dreieck 
vom  gröKten  oder  kleinsten  Inhalt,  dessen  eine  Ecke  der  feste  Punkt 
P  ist,  nnd  dessen  andere  beiden  Ecken  auf  K  liegen.  Diese  beideo 
Ecken  sind  dann  die  gesuchten  Eckpunkte  Pt  nnd  P^  des  maiimalen 
oder  minimaleil  Tetraeders. 

Eine  besondere  Beachtung  verdient  der  Fall,  dass  P^P^  oder 
desscu  Verlängerung  darck  U  geht.  NYähreud  im  allgemeiueu  die 
AuzabI  der  Lösungen  unserer  Aufgabe  liüchstens  2  beträgt,  sind  in 

diesem  sprciolltn  p'allo  innMidlich  viele  Lösungen  vorhanden.  Es 
fällt  dann  /' mit  <) /iisammou ,  und  es  wird  tliin-Ii  jedes  beliebige 
Paar  von  citiijugirteu  Halbmessern  der  Curvu  A'  uin  maximales 
Dreieck  und  damit  auch  ein  maiimales  Tetraeder  bostiount 


4 

Wir  wülltu  nnn  die  Annahme,  dass  die  beiden  Punkte  I*^  und 
^4  fest  gegeben  seifen,  fallen  lassen  und  voranasetzeu ,  dass  nur  I\ 
der  Lage  nach  bestimmt  sei,  während  die  drei  Punkte       P^  tta4 
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/s  anf  der  Fl&che  wandern,  und  fragen  wiederum  nach  dem  Tetra- 
eder grOsstcn  oder  kleinsten  Inhalts»  das  sich  construirea  liutt; 
dann  treten  zo  (2)  noch  die  BedingaogsgleichaDgan  hioza: 

= 0,  t,'+«b«+i.&*  - 1  (19) 

Oarans  ergiebt  sich  weiter 

3^  i/l 


(20) 


(21) 


oder 

(4  1  2)  -  V^il3  +  f  »?i'/n4-f*^i?.  =  0 
(4  1  2)-A3(y3+f;;,,^,4-^^i5,  -  0 

(4  1  2)-X3-ü 

(4  1  2}^A,(|Bg4+s%i,4+,if^)  =  0 

Daraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle  attcb  die  toh  mn  Insher  mit 

—  — -  bezeichnete  Sunuao  gleich  —  ^   ist.     Geometrisch  bedeutet 
m  p 

dieses  Resultat,  dass  auch  die  Seitenfläche  P,  l\P^  parallel  der  Tan- 
gpiitialobene  in  l\  nnd  die  Seitenfl&cbe  P^tP^  parallel  der  Polar- 
ebene 2a  P4  l&aft.  Ferner  wird 


€8  muBi  also 


^     "  A 


sein.  Endlich  igt  auch 

(412)  -  -  (341)  -  (S34) 

d.  h.  es  haben  die  Tetraeder  Pi^jPa,  iy  4/1»  A^y«  sämtlich  Ucu* 
selbes  Inhalt 
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BeseicbiieD  wir  wie  oben  mit  /7|  den  Sehnittpmikt  Ton  i\Q  oder 
denen  Yerlängerong  mit  it^3^4)  mit  Jl»  den  Scbnittponkt  von  Pfi 
oder  deaeea  Yerlängerang  mit  /',P,F4,  ferner  mit  den  Schnitt^ 
pnnkt  von  Pfi  oder  deseeo  Verlftogerong  mit  PiPiF«,  mit  den 
Scbnittpookt  von  P4O  oder  dessen  Yerlängerang  mit  P|Pt^t,  endlich 
mit  S  den  Sdmittpnnkt  von  oder  dessen  Yerlftogening  mit  der 
Polarebene  zq      so  ist 

OPg  i  OJtt  =  OFt  i  OBt  *  OP, :       *  OS :  0124     ±  9 

je  nachdem  ^  ^  0  ist,  d.  h.  je  nachdem  0  anf  den  Strecken  P^Aj, 

P^R^y        Uder  aui  der  VcriäDgerüiig  derselben  liegt 

Was  die  Bedingiiugsglcichung  för  9  angeht,  SO  erhalten  wir 
dieselbe  aus  (U),  iudcm  wir  dariu 

^  —  1.   V34  =  ? 

setMU.  Dum  kommt 

e(»-l)-2  

oder 

^(^-2)(^+l)a4a=  3(^+1) 
woraas,  da  ^^^l  Bi^h^  gleich  nnll  sein^kann 

folgt.  Fflr  die  Determinante  J  kommt 


woraos  sich  nach  kurzer  Transformatiott 


ergiebt.    Dieser  letztere  Ausdruck  lässi  erkennen,  da  jg  nirr  fc\r  solche 
Paukte      ein  Maximum  oder  Minimum  vorliaudu  a  t^nn, 
welche 

cfi<T4 1>  0  ist 
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Die  CoasLructioa  Torläut't  folgouderiDASBen: 
Man  zeichne  die  Ebene 

nnd  nebme  auf  der  Scbnitteorve  dieser  Ebene  mit  der  gegebenen 
FIftcbe  den  Punkt  l\  beliebig  an.  Dann  zeichne  man  die  E^bene 

weiche  die  Scbnitteorve  in  den  Ecken  P|  nnd  Pf  Bdineidet. 

Es  cutsprecbcu  also  jedem  der  beiden  Werte  vou  ^,  die  si'^Vi 
aus  orgebeu,  sofern  sie  überhaupt  reell  sind  und  zur  Cou- 
struction  verwendet  werden  l^Önnen,  uucndlicb  viele  Lösungen  un- 
serer Aufgabe. 

6. 

In  dem  besondern  Falle,  dass  auch  l\  auf  der  Fläche  liegt,  also 

e*  -  1 

ist,  beibst  die  Gleicbuog  iür  q 

f(p-2)-3 

wonach 

9  -  3 

wird.  Dnnnist 

-  j  y «yr» 

nnd 

(234)  « -.(^4  1)  -  (4  1^) 
daher  muss  auch 

-(123)-f 

sein.  Es  sind  also  die  sänjtlicbeu  Tetraeder  unter  einander  gleich. 
Damit  sind  die  Lösungen  der  letzten  Aufgabe  gefunden:  ,.DasTetra- 
e  (kr  grössttn  odi  r  kleinsten  luhalts  zn  finden,  dessen  Ecken  sämt- 
lich auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen.'' 

Die  Anfgabe  ist  nur  dann  zu  Idsen,  wenn 
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ist,  avd  zwar  giebt  es  in  diesem  Falle  Qoendlicb  viele  LOsDogen. 

Mau  uimmt      beliebig  au  und  zeiclinet  die  Ebene 

Danu  Dimmt  man  auf  der  Scbuittcurve  dieser  Ebeue  mit  der  Fluche 
beliebig  au  und  construirt  die  Ebene 

Biese  triflt  die  ScbnittGarre  ia  den  gesncbten  beiden  Ecken 
und  Pr 

Berlin,  Juni  1896. 
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Integration  der  Differentialgleichung 
für  elliptiscbe  und  parabolische  Coordinaten. 


Dr.  J.  H.  Hwtensttlii 

in  Diwdm*). 


Eiolüituug. 

A.    JtUegralüm  der  Diffeientiaigleichung 

ßr  IhlarcoordmcUen, 

Der  Differeotialgleicbang 

wird,  wie  Herr  C.  Neamami  bemerkt  hat,  gonflgt  durch  die  Bewel- 
Bche  Faoction 


*)  VcfgL  ü«1»«r  dia  lategmlon  der  Differ«iitift](l«icbttttg 

Ar  Polar*  nnd  elliptiich«  GaofdlMteu  a.  s.  w.  toq  demsclbeD  Verf.,  Dresden 
)t»7. 


Digitized  by  Google 


2)  -^f^-f  (-»)"i2a.i74. 

jfaUi 

f  i72n  —2.4.6.  .  .  In 
{U  ist  also  nicht  die  Gaass'sche  Fonctiou). 

Hietio  bedeuten  Vi  die  rechtwinUigen  Goordinatev  eiaes  belie- 
bigen Pnnktes. 

Durch  Eiafühniug  von  Polarcoorüiuateu,  die  defiairt  sind  dorch 

verwaodelt  sich  obige  DifiereDtialgleichaug  in 

oder  in 
fiOls 

6)  ^=r»i:r  (Pj-.*rj) 

Dieter  Oleichnng  wird  nach  Herrn  C.  Nenmann  geuügi  dnrcli 

7a)     J^iF)  «  j,(V^t^^|i_  2ei»,  C08(g»  ip,)) 

OD 

oder 

7b)  Jo  iP)  -  -^'**H  (CWC'h'  +  «Ä') 

Mb 

8)  f0  =  1,   fj        —  £3  .  .  .  =  2 


9) 


00  Q2h-\-n 


10)  -  ^ß^j^, 

D  a  der  Paukt  (r^,  9^1)  ganz  beliebig  gewählt  werden  lumn,  so  sind 
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in  7b)  die  C  und  Sn'  als  willkürliche  Constante  aufzufassen  und 
die  particu^urua  LOsangen  der  Differouüalgleichaog  5)  liabea  die 
Form 

)    c         /  /  X  •  —  0,  1,  8  ...  00 


B.    Reeurrinnde  Bdationen  fOr  die  C»  und  Sn. 

Es  ist 

Cm  —  Jn(9)C0bHq>    und        —  J«(^)siuna> 

daiMr: 

-  ^-'(p)co8ii?,       ~  -  j;'(p)8ilin^ 

g-^-  =s  —  n»/„  (p)ßiuri9',         =  n     (p)  C08  mp 

Die  Jm(()  genügen  aber  bekanntlich  doa  recurrireadeo  Belatiooen 

W  (p)  =  J;-l  (ff)  -  Jn^l  (9) 


12) 


daher  kommt: 


2  0^  —  ( (9) — J'»*!  (p))  sin  nip 
2BCh 

—  (ff)  +  Jn^i  (9))  CO%wp 


Hierauf  eigiebt  sich  leicht: 


BCh       1  BSn  _       -  . 

diS;»      1  dCn 
Öff"  +  i  — 

+i  3^"  =  ^..-i(ff)cos«9> 
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HultipUcirt  man  die  «iMe  dieser  Gleidrangen  mit  ooe^,  die  zweite 
mit  ~sin9  und  eddirt,  so  erhalt  man  auf  dieae.  und  ftiuiUche 
Weise: 


la. 


/  röC„        1  cSn\  (oSn   ,    1  cCn\  . 


Ib. 


/ac«  ,  1  a^nX  .    ,  fdSn   1  acA 

Uioraiifi  folgt  leicht: 

^ /ac«       Ida,  .    \    ^  ^ 

2        cos^  -  ^       sin       =  -S«-,  -  S„ , 

Dii^o  Kelatioaon  bleiben  auch  richtig  für  »  =  U,  woua  man  setzt 

6-1      —       und   5-1  =  Sg 

Cap.  1. 

Integration  der  Differentialgleichaug 

ax'  ^  ü^-'i  ^ 

fttr  eUiptische  Coiordinaten. 

A.    Ein/tihnmff  ellipiucher  Coordinaten. 

Seist  man 

la)  X  -f-  »y  —  c  cos  I  (i^  -j-  wft) 

oder 
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Ib. 


ff  SS  eCOBtvemw  —  e  ^  COSie 

«  SS  :fljll»I^BiDW      c  H  «hl« 


80  folgt  leicht: 
2a) 


Man  erkennt,  dass  die  CJurven  &^  •»  Cooat.  coDfocale  EUipseo 
repräseuUreo  mit  deo  Halbachsen 

3)  a  =  e  —  2  ^   ft  — c  g — 

vs  ahreud  die  Carveu  vo  s=  Const  coufocale  Hyperbeln  danteilen. 
Da 

fli— 41  — 

80  bedeutet  e  die  lineare  £zcentricitftt  der  Schar  confocaler  Ellipsen 
—  Const 

Wir  setzen  nan  weiter: 

4)  ika      Of    ikb  ^       ike  ^  f 


BO  dass 


<aU8 

Ca)  tt  =  J«*»  r-»^«-* 

Ans  5)  ergiebt  sich  sofort: 

6b)  u  -  *  -  - 

Ans  Ib)  folgt  femer: 
7a)  ikx  =•  (u-i-v)cosw,  iksiw^vjnuw 
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Tb)       9  —  itr  —  V(*ita:)«+  (lAy)«  —  y»*-f  »«+21»  COS  SJir 

a;      ilx  (m-|-»)cosw 

y     iky     (II-— »)  «iiiw 

Darch  EiufaLiruug  dor  elliptischen  Coordinaten  ^  und  verwandelt 
Bicb  eudlich  die  DifferentialgleichQng 

in 

3*/  oV 

äÄ*     die*  ^  "T  ^'^'^  ^"'^ 

oder 


B.    Reeunirmde  RdaUonen  für  dh  C«  md  elUptiaAm 

Cüordinalen. 

Denkt  man  sieb  in  den  AasdrUckeD 

Cm  »  Jn(9)co8iiy   and   Sh  "  JM(«)8in»^ 

die  ^  und  ^  aof  Grand  der  Belationen  Tb)  nnd  7c)  dnreh  elUptiiehe 
Coordinaten  enetst,  so  ist 


9) 


du 


BCh  dg  BQ,B9 
Bq  Bt^'^Bip  Bv 

Bün  öt»  ,  BS.,  a^p 

8«  '  d»~^  du 

BSu  Bq  I  BSh  B^ 
Bi  Bü'^Bp  B  9 


^    BCn        ,  BCn 

moM»  folgt  durch  AnflOsung  nacb  und 


bzbw.  nscli 


bQ 


und 


98n 

Bip 
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10) 


falls 

11} 


N 


Bf, 


N  — - 
dtp 


N  ~-  «=" 


dCn  B(p  dCn  B<p 
Bu  dv  du 

dCn  dp  BCn  Bg 
Bv  du      Bu  Bv 

Bs»  Bfp  diSw  Bifi 

Bu  Bv  "Kf 

dS„  Bg  Bt%  CQ 

Bv  Bu  Bu  dv 


Bq  B^  ^Bq  B^ 
~~  Ott  3»  du 


Snbsütoirt  man  die  AnBdrftcke  10)  in  die  mit  N  maltiplidrten 
GleichaDgen  la  nud  Ib  der  £iiileitaiig,  so  gehen  diese  nacdi  einigen 
leichten  Transformationen  Aber  in 


12a) 


I2b) 


BCnl        B(p  ,  sincp  dg']     BCnf         Bq>  ,  siof  Bgl 
BSnl  .      B^     C09Q)  Bgl  .  BSn[  .      B<9      cos<p  Bq\ 


Bu 


d<r      cos  <p  Bgl,      BCn  [ 


Bu 


Cv        g     ÖpJ     Bv  L 

cw  ,  sin  <p  Bg  1 

cos  qp  r,    -}-       •  a     -~  a~ 


Bcr 

sin  V.  o" 


cos  9  4" 


CO'N  fr  Po"' 
4?  cmj 
»in  9  d(i^ 


Bu\ 


BCn\         C(p  ,  sin  qp  Vg]      ÖCW  f         Sqp  .  sin  QP  Bg'] 

.   fiS,,  r  .        OOP      cos  qp  Bgl      cSh    .       0<P      COS  w  Bg ' 

-f        8in  (jp  r  ^     —       [sin^js  jj- 

'  ü«   L         cv        g     cvj  [      ^  ou        g  du 


cC„[  .      ?rjp     c08<p  rpl  ,  9Ch  r  .      d(f>     cos 9  öol 


,  3ä,  1      ("if    sin  •)[>  8p]    a.s',  r 


f  77 


sin  do^ 
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Infolge  eines  Mimenttndmssea  sind  leider  einige  DraeküBbler 
stellen  geblieben,  die  wir  gfltigst  ta  berichtigen  bitten: 

S.  171  u.  7  a)  1.  Jn{gi)  cusn(9 — 90 J   sutt   ./«(^jjcos^^^y — q>j^) 

S.  172  n.  12)  1.  Jh-M  n  J.~\(q) 

S.  174  0.  7ä)  L  ily  —  (1» — t>)8mir  statt  ikyiu — v)Binw 

S.  175  n.  8a)  1.  |^  »» 

S.  170  Z.  1  V.  0.  1.  „ 

&  179  Ula.  I2ttü  M  3to 

a  179  Z.  5.     n.  L  „  [J^-iW 

8.  180  Z.  1  V.  u  1.  —2;  „  -£ 

8.  188  Z.  6  T.  n.  L  statt  Mv)+J»^{u)Jn\v) 

8.  183  Z.  4     n.  1.  (Jn^iiv)  statt  Jn^iiv) 

S.  184  Z.  10  V.  0.  1.  8in(2n-|-l)irco8«?  statt  8in(2fi-{-l)m  .  te 

S.  184  Z.  1  V.  u.  1.  S-jn  statt.  ^'^^  u.  J„^aiv)]8ni2nic  statt  ./„  3,i(")]sm2»MJ 

S.  186  u.  1  a)  1.  x-i-i!/  -  (4  +  «t?)»   „  =  -f-''/)^ 

S.  186  u.  2)  I.     =     4i?«x+4i?*    „      y«—  4i2%+4^« 

8.  187  Z,  2  ?.  0. 1.  —  Äd+fii)«  ,         »jj)«  statt 

8.  190  Z.  8  V.  o.  1.  --Ms)  -  Jh-iC«)  >tett  —  JW»  =  J»f  i(«) 
8.  193  n.  16b.  1.  —  20tiv4-e9")  stott  ~2m«+6«^ 

S.  192  u.  20b)  1.  Ä,  =  ^a^gr^)  V^;;  statt       —  J^s^C^)«» 
S.  193  Z.  6  V.  0.  I.  co8  2«»(T  statt  co82nw 
8.  193  Z.  7  V.  n.  1.  C08  2n»r    „      €08  20«« 
8.  194  Z.  b  V.  0.  1.  Jn+M    „  Ju-niv) 

S.  194  Z.  6  V.  u.  1.  Y   statt  ^'^^ 

8.  194  Z.  1     u.  1.  Jn-^tivjii  statt 

8.  195  Z.  7  T.  Q.  L  Jm^^u)        ^  ^«.-^(tt) 

8.  196  Z.  5     o.  L  2ta(JNf3(tt)  statt  ^Sn)Jn^{u) 
S.  196  Z.  3  V.  u.  1.  ^„.i(x)   statt  Jn,i(x) 
8.  196  Z.  2  V.  u.  1.  ^M~2.i(a;)  statt  Ju  2,iix) 
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ßbr  «MqHiat^  «luf  jNiniifllMeA«  Qtordmaten,  III 

Aus 

p  9 

folgt  aber  leicht  darch  i>artielle  Diflferentiatioo  : 


^.  ,                    cww     (u'{-ti)eoiv  dp     eosio     <sos<p  da 
13a)    ~  siDtt  aJ  =s  —-^         ^  a»  

.     B<p     voaw     Ct<4>v)cost0  dp     cosw  cosqodp 
lob)    —  BID»  a    «  s   =s    -K- 

Mu^  ^  — ^Lmy^!^-  ^9  mm     *^  _  Bin  y  S|£ 

'^d.ü       (f  (»•        dl»       9  p9» 

89»        «p  w  sin  10  9^         sie  w     fliny  3p 


BO  (iass: 


8ip      cos  op  Bg         C08  M> 

b5ä9>o  —   

dtp  ,  sin  9»  dg         sin  n- 

cos  ip  a  H  sT  —   

^  du  '     9    Ott  ^ 

0<p  ,  sin  Y  sin 

C08  «>  ^  H —  -      —»  —  


HolCipIicirt  man  weiter  di«  GleichaogeD  13c)  aod  ISd)  bzhw.  mit 

—  ^  uud  4-  ^  uud  addirt,  so  kommt  mit  Eacksiclit  aaf  11) 

sin  ir  /dg  8p\ 
JV00S9»  U"^öi/ 

oder  weil 

■  • 

2  sin  trcosi^ 

IS)   
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Unter  Berücksichtigung  von  14)  nod  1&)  kann  man  den  Gleicbungen 
12a)  QDd  12b)  die  Gestalt  geben: 


la. 


2Goa 

_  1 
2U11 


Ib. 


n. 


coato  \du  ;     äaintr  Vau      dv  )  "*  "^^^ 

Hieraas  folgt: 

_i_/aa.    ae,A_  * 
costc \du'^dp  J-^'^~ 

cosu.  \du  +3«,^ 
Oleichnngen  geltoD  wiedernm  a«eh  für  «  ^  0,  llalls 
C-i  =  —  Ci   nod  &4  S 


C.  Transformatiön  der  Cm  and  ;8m  in  elliptiscbe 

Coordinaten, 

FOr  Polarcoordinaten  ist 

_  _   .  .   <n 

Demuach  kommt,  wenn  man 
setzt 

0 

Tertauflcht  man  bierin  (p,  und  bihw.  mit  — v  nnd  2i0,  so 
erhUt  man 

j;,  y»«  4-«« + 2ttv  cos  2»)  —  2»  (tt)    <  •  o)  cos  2»«» 
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/fir  elUptisth«  und  parabolisckt  CoordinaUn,  X7d 


Bedenkt  man  weiter,  dass  v  !*'  +  f*-|-2j*öco8ic    der  Ausdruck 

für     m  düptischen  Coordiuatcu,  uud  dass 

M—t»)  "(-lyJnM 

80  fo]gt  fOr  elliptische  Coordinaten,  da  überdies 

tn^Hrn  ist, 


lila.  C'q  —  ^«(j)  —  ^0  (Vu'4-i*2^2n»co82ic)) 
Femer  ist 

Ulb.  -  0 

Cm  Cg  und  St  IQr  eUiptisclie  Goordinaten  zu  gewianen,  bedienen 
vir  ODS  der  Belationeu  la.  Setzt  man  in  denselben  «:=0,  bo 
kommt 

.   i_/'ö^.?£o\ 

^        2(soaw  V8tt      8»  / 


Mit  Kttcksicbt  auf  III  a.  folgt  aber 


^  -  2»fi»(-i}»j;'(tt)j;(t»)co82»w 


0 

demnach  ist 
oder,  da 

Ol»         00  o  ^ 

4- y„(M)(J«-i(r)— ^«+i(»))]co8anw 
0  ^ 

Da  weltef 
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J_i  {x)  =  —  J^{z) 

80  ergiebt  sich  auch 


+  -iV— l)"[^»-i(i*)^i.(f)-j-yN(wKi.-i(tj)Jcos2»» 

-  2,.      (— l)"[c/„il(M)y„(i;)-f  J„(tt)J«.jl(,;)]C082nw 

-  -2Vl)*[»^i.+l(t»)JWtr)+J'«(»)J^ 

—  —  •^n(—l)"[^n+l(u)J«(i;)4-y„(tt)y^l(v}jcOS2(  1*4-1)«, 

-  '^^.(-l)l«/»+l(u)J;(o)-^-J;{uJy«4.l(»j]cos2»l0 

00 

=s  —  2  l)"[yHl{»V»(«')+-^».(«)^H-H(«^)Jcü8(2n+l )a.C08W 

Demnach  kommt 


C,  -  Ä(— l)"[^Ml(w)^H(i)  + J,.(u)J„4i(i,)]c08(2«-f-l)u; 

oder 

IVa.  Cj  -  (-l]"[^H4i(«)^H(t')+«/Hfi(tt)JH(»)Jc08(2n4-l)w 
Ferner  ist 

8C'o     aC'o     CO  .  , 

ä,r  -  atT  -  «-(-ir[«'»'(«)JW(r)-^»(»)j;.')]co82««» 

Uieraus  folgt  leicht 

00 


00  f2i» 

A  2"(  -l)"[^«4i(»)Ji.(«>)— i(»)lC0i2»iiP 
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/8r  tUif  lisch«  wnd  fiamboliicht  Coordiuattn,  181 
«  —  2„  (-l)«  [Muynwiv)  -  J'«+l(ttK„W]C082(n +1)» 

 ^(  - l/p„^l(„)        —  jr^(u)  ^,»+i(t;)]  (COS  2i*u>- cos 2{n  -j-  l)ir) 

o 

«-  -  2  -£«C-1)»[^«+i(i»)J'«(it)— «^W J«fi(p}]8ia(2n4-1)»  .  sin» 
II 


BO  dass 


5»  =  2,(-lj-[^+i(t*)^(t;)-^n(u)^„4l(t;)j8m(2n-[-l)w 
0 


oder 


II  ^ 

CJnter  BoDutznng  von  la.  könnte  man  jetzt,  indem  man  n  —  1 
eetzt,  und  8^  l&r  elliptif^he  Ooordinaton  entwiekeln.!  Schnelkir 
zum  Ziele  fahren  jedoch  die  Relationen  II.  Nach  diesen  ist 


Kon  ist 


^  ^» cos»  Vätt  ) 


Cr  -  Ä(-l)"[-^H-lM'^»W+'^i.W-^«+l(»>]<»B(2n+l)« 

0 

also: 

=  Ä(-l)"[^„+i'(uK„(«)+'^H'(u)^„+i(tO]co8(2»-f 

Ott  o 

|fi  -  |»(-lrR«+l(«)»/«'(v)+-^Mtt)'^«+i'(»)lc08(2»-|-l)» 
+  ^W''»+lW+''i.(«)^-+l'(v)]cO8(2il+l>0 

0 
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0 

—  ^  (  -1)-  [2^„4  i(u)  ^h4-i(v)  +  ^(u)  Jn^i{v) 

0 

+  ^pffa(») -^mM  co8(J»+l)w 

oder  da 

da  da 

+  •^Mfl(«)*Ai-l(v)]C08(2fl4-l)w 

0 

+ j;+i(i»)j;(t»)ico«(afi+i)w 

0 

—  -  l)*[2^H+i(«)«^H+l(v)+'A.(u)y«+2(t;) 
9 

+  ^H+2(w)»Ai(üj]  C08(2m  +  1)w 

—  Ji(») — Ji(u)  Jtiv)]  CM  w 

—  il»(-l)»[2Ji+i(fi)j;H.i(i,)-|- 

0 

—  (- 1]"  (2 J„ ,  i( w) ynH(v)+ ^»f a(e) 

0 

+  J»f  2(«)*/»(v}]  C08  2(«  + cot  W 
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+     £,(-!>•  PM,+ 1(1.)  J.ti(i>)+ Ji+iC«) 

0 

+  J»^g{u)  Jmliv)]  COS  2(«  4-  l)to 

-    2«(  -i)H[2/»(t,)  J^MH- jr«-i(«)/«4..(») 


II  ^ 


2., (-l)»[/..-l(«y»f  lW+*+l(»).<,-lW]c082iw 


80  dass 


oder 


Ferner  ist: 

«  X«  [J„+i(«)       -  •'«(f )  «^«+1  (v)]  8in(2«  4-1)«; 


8in(2fi-|-l)"' 
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8iii(SN»+l)<i- 

oder  weil  das  erste  Glied  der  ersten  Samme  gleich  nall  ist: 

CO 

(sin  (2n+  3)tc  -f-sin  (2«-|- 1)«,) 

-  f»(-l)•[•^.(«)^«+2(t»)-^„^2(«)J;.(t,)l  X 

Biii2(i»+lV 

OD 

or, 

D&  femer 

80  kommt: 


X 
0 

00 


oder 

Vb.  -  l«.  Y C-l>*-'  J«-l{f*)<^,+l(t»)]siaa••l^ 
Uuich  i^'orUetzoug  dieser  Botracbtaugen  erhält  man  allgem^: 


Digitized  by  Google 


TL 


/5r  ^iplüek«  und  panbaltad^M  Coordtnat»»,  lg5 

II  ^ 

— «fn-a^»)  «^H^-tf^iC«)]  sin  2n + 1)«? 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Relationen  kann  man  sich  überdies 
auch  ohne  Schwierigkeit  daroh  den  Schlots  Yoa  «  aof  n+i  Aber- 
zengea.  Ist 

so  kann  man  den  Gleichungen  Vi.  auch  die  Gestalt  geben: 

Cu     -  J<,^«(u)^o|«(»)]8in2nip 

ika      =  2«  ~  [Jai  »(m)  •'ff-«»  —  Ja-niu)  Jg^n'  v)}  sin  ^wff 
0  * 

II  ^ 

.  C0s(2ri4-1)«'' 

V  **  .  8in(2«-f-l)ir 

liie  £ntwickelBngen  ¥11.  lass<;n  sich  Eusammenfiisson  in: 

c.  - -s:»   [-"Aü         W +  w]  cos 

«,  =  r.^  p'^w:^  w  -  (.)]  «in«» 

falls  n  die  mit  tf  gleichartigen  Werte  zu  dorchlaafen  hat 

D.  Memitat. 

TTaben  die  Ca  und  Sg  die  in  VIII.  angegebene  Bedeutung  und  mUtehen 
die  Co'  und  *J>V  äie^t'n  durch  einfai'Jie  VerUumhung  wm  «,  11,10  md 
*S>  «^i«  »1«  w  ^  /itr  eliiftiKhe  Coordinaten 

IS* 
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0 

und  die  Cg        Sg  sind  partktäare  JAtsmuf&i  der  DiffeierUialgleiclmng. 


Cap*  n. 

Integration  der  Differentialgleichung 

fflr  paraboHsche  Coordinaten. 

A.    Ev^lArvng  paraboUaeker  Coardmatm.  *) 
Setzt  man 

la) 


oder 
Ib) 

80  folgt  leicht 
2} 


Die  Carren  $  =  Const.  nnd  9  ConeL  reprAsentiren  je  ein  Sjrtem 
oonfo<»ler  nnd  ortbogonaler  Parabeln,  deren  gemeinsamer  Brenn- 
pnnnt  der  Anfiuigvpnnkt  der  Cooidinaten  ist 

Seist  man  forner 

3)  ftitjl*     u  and  ihf*  —  v 

80  kommt 

4a)  ikm^u^v  2  v 

W^ter  crgiebt  eich 


*)  Vergl.  die  TnnetioiMa  des  ptraboliiehen  CjUndert  toq  Dr.Ktil  Bair, 
Kanrin  1888. 
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also 

oder 

4b)  ^-»  +  « 


4  c) 


r       9  9 

Die  DtteentialgleiGliaDg 

verwandfilt  aieli  durch  EiallUimiig  der  parabolifchen  (Joordiuton  $ 
fl  in 

6a)  g+g  =  4($«+i|»)*V 

oder 


fi.   Beeurrirende  lUUxtimen  ftir  die  Cn  uimI  ^  tn  paraboluchm 

Coordmatm. 

Denkt  man  sich  in  den  Ansdrttcken 

Jf^(Q)coBnq>    und  Sn  =  J»{if)6iünq> 

Die  9  und  auf  Oniad  der  Beiatienee  4  b)  and  4  c)  dwcb 
peraboliache  Goordinaten  ersetit,  so  ist 

dCu  _  cCh       ,  BCn  d(p 
6)  V       "°  B(f  Bv"*"  dtp  Bv 
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6)  /  cSh  ^  ÖÄ„  Oj?  ,  c6n 

öS,,      ÖjSh  dg  .  d'Sn  dqp 

Da  diese  BelstioBen  mit  den  Olefeiinngeii  9)  im  Cap.  L  TöUig 
übeFeinetimmeD,  so  ergeben  sich  ans  ihnen  anch  die  Gleiehongen 
10),  11),  12  a)  and  12  b)  des  genannten  Capitels. 

Ans 

u—v    .  ,     2  y  u  t> 

C089  =  — ^  and  sin^  = — q  mm  u-\-v 
folgt  aber  dnrch  partielle  Düferentiation: 


7a) 


7b) 


80  dass 


8a) 


8b) 


Ferner  ist 


Bip  2v 

(B<p        1  /t'   V  —u 

I  dq>  i/tt  II— t» 
leos«  i^-yi-t- 

(    .      Bq>     cos  tp  CO  1 

S     8i-—  8«--j 

i,       ögo      cos  (yi  6p  1 
sin^  r^  —       a  —  " 

,  sin  <p  CO  Vwi; 

eos9>  «--f  —  — - 

—  ?f  ??      "^J?  ?? 
8a  8o     dv  d«  ÄT^Ä» 


Aus  7  b)  aber  folgt  Idcbt 

fB(f>  _  COSy 


cos 

so  dass 
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für  ilitplucJie  und  paraholtDcht  Coordinalen, 

IHe  Gldebniigsii  19a)  und  12  b)  des  vorigen  Capitcls  gehen 
demnadi  für  psraboUsche  Coordinaten  Uber  In: 

8m    v.^      8i;    M.ß      Stt  dv    Q  yüv 

öl*  ^    R~  1^    StT  9 . 9   ÄS"  II .  9 


oder  in 

la. 
und 

Ib. 

so  dass 

II. 


.      /a6W,8C'„\    ,        dSn  CSn 

j   8u-  -    5;-  +  y^"'  [du  +  87  j  = 
_/  85„  8Sh\ 


C.    T^roMfamation  der      und  Sn  w  fvMUAs  Cmträkuam* 

Im  Folgenden  sei 

10)  »/iwiWS--^ 

Dana  ist 
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1  r    Jniß)         .,.  .1 


Nun  «ber  ist 

 ;;;;         —  J^X^z)  +  ^«^-iC«) 

2J;'(«)   -  J5,-i  (ar)  -  (*) 
Hieraus  folgt  durch  Subtraction 

X 

oder 

Daher  kommt 

aj„.„(x)  1 

 «««^MlC*) 

oder 

11  u)  -  -  —^^  ^^s+r-  —  'M^i.tif  1 W 

Weiter  folgt  aus 
oder 

IIb)  2n Jm,!! iß) — ./«-i, «-1  («)  —  x^Jn^i,     1  («) 

Hit  Rflckaicht  auf  10)  ergiebt  sieb 

« 

12b)  «  0 

Ferner  ist  nach  la)  fttr  »  —  Ü 


Knn  ist 

?ö  ^  <^«^iofp)  ap  bjq  o(q) 

du  du " 
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also 


ftr  tU^Uteks  tmd  porMitek»  CoordütaiM.  191 


1  9./o,o  (eJ 

fll  —  — 

oder  iiadi  llal 
Weiler  folgt  ani  II)  ftr  n  s  i 

8c,  8C',\ 
/  ds.  BS.\ 


Kna  ist 


demaach  kommt 


oder 


9  .  {C,-(h)  -  2(«4.ti)-/„,(e)+2(i»-r)*^^^^ 

oder  mit  Bfteksicbt  auf  IIa)  and  üb) 

—  —    J^j,  (t>;  -i-./^,.  (t»)2(tt  -  v)^ 
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oder 

i4b)  -       (j)      (4«  —  4») 

In  ähnlicher  Weiee  ergiebt  sich 

15a)  -  ^8,a (e)  («*•  -  lött^+  lout'«  — 

15b)  -      (p)  y5i(fiu»— 2u»+6f»») 

u.  8.  w.  lat  nun 

16)  =  «t"— (n>A+l) 

W  1.:ä.A 

so  kaoü  mau  den  Ausdrücken  12)  bis  15;  auch  die  Gestalt  geben: 
17a)  C7,-yo,o(e) 
17b)  £^^0 

18a)  C,«J,„(,)[g)u-g).] 

18b)  5,  =^,u)y«^.  Q 

19  b)  5»  -  j„ ,  u  -  rj 

a.  8.  w. 

Auf  Grnnd  der  Bclaüon 

—  —  J»-l  (a) + (*) 

IfliBt  lieh  leicht  xeigen,  dass 
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i 


für  eÜiptitche  und  paraholiache  CoordinaUn.  X93 

« 


21) 


•'aialfJ-'     2.4.6  4:6.8  6,8.10 


0.    8.  W. 

Nach  Illa.  des  vorigen  Gapitels  ist 

o 

Seut  man  btorin  w  ^  0,  so  kommt 

Da  aber  für  parabolische  Coordinaten 

«+«  —  P 

■o  kommt  flDr  diese 

22a)  Mq)  «  %H»('-\)rJniu)Mv) 

0 

Feruer  ist  nach  Ya.  des  vorigen  Capiiels 
=  y,(9)cos29  -  ^  ^  [J;+i(u) 

-|-  J„-i{u)  Jn  \ \{v)\ COS  2au} 

fidls  wir  uns  ^  und  eosS^  in  elUptischon  Coordinaten  aosgedrflckt 
denken,  Nnn  ist  aber  nach  Cap.  L,  7) 

^  .  ViiS  ^r'  -f  2im;cob2w 

»  (tt^-|-f>*)co82ii>H-2iw 

cos  2f  -»  cos*9  —  8m*<j?  =    — *  r  —  

(m*  -|-  r' )  TOS  2»/?  -f-  2kw 
"  ii*-)>v*-|-2kiocoB2w 

Setst  man  daher  w       so  folgt 

AMk.  «.  Mao.  a.  Pkf^  a  ntih«,  T.  XtT.  19 
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oder  weil  das  erste  Glied  der  ersten  Summe  gleich  null  Ist: 


QO 

0 

QO 


4-  •A.+;l(t')  — •4|  2(u)  J;,(r)J  8ill(2«4-l)KJ 


(sin  (2«  -|-  3)uj  -j-  siu  (2«  -f-  l)uj) 
=-  f»(-l)*['^.(«)«4+2(«)-^Hf2(M)J„(r)l  X 

1    /dSi  ,  a.SA  QO 

«  2,« (-1)" -1  ( J„ ^  — Jh-i(wJ  sia 2uw 

=  fn  (—1)""*  — J«+i(r)]8iii  2ni0 

Da  ferner 

so  kommt: 

CO 

0 

oder 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  erhält  man  aligemein: 
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C2tf-fi  —  -2?«  ^^Jr^  (—1)*"— 0+1  "Kw-ff  r) 

+  J»^iM  Jn+a^uv)]  C08(2n-|-  l)w 

■30    f  9«  X 1 

^fl  -  ^n-^(-l)"-''[*/Hfa+l(«)^»-a(y) 

— t-«)»)  «^f  tff      sin  2«+l)ip 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Relationen  kann  man  sich  überdies 
auch  ohne  Sohwierigkeit  dtroh  den  Scblaas  von  «auf  «+1  ober- 
sengen.  Ist 

80  kann  man  den  Gleichungen  VI.  auch  die  Gestalt  geben: 

Sag      sas  2„  ^  [Jai  „{u)  Ja~H[v)  —  ^«-«(m)  sln  2>w 

0  ^ 

o  * 

.  C08{2«-i-i)w 

\  **  .  8iu(2«-f  l)tr 

l>ie  £atwickelangen  VII.  iassun  sicli  zusammenfiiSBeD  in: 

falte  n  die  mit  0  gleickartigen  Werte  za  darcblaafen  bat 

D.  RewUat. 

Haben  die  Ca  »nd  Sa  die  in  VIII.  angegebene  Bedeuiia^  und  tnMeAm 
die  Cf*  tmd  So'  aut  diesen  durch  einfacke  Verimuehung  oon  «,  v,  10  fttiH 
Ui,  9|,  w^^  to  ial  fUr  eU^ische  Coordinaten 

11« 


VUI. 
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0 

und  iiit  Cg  und  Sg  sind  partiaUare  Litsmufm  der  DiljetctUialgleickung, 


Cap.  n. 

Integration  der  DifferentialgUichnng 

fllr  parabolische  Coordinaten. 

A.    EmfBktung  paraboludher  Coardmatoh  *) 

Setzt  man 
la)  «+v 
oder 

80  folgt  leicht 

Die  Gorren  t  =  GoDit  nnd  9  —  Const  reprlsentireii  je  ein  Syaten 
Gonfocaler  nnd  orthogonaler  Parabeln,  deren  gemeinaamer  ^enn- 
pnnnt  der  AnfimgBpnnkt  der  Coordinaten  ist 

Setst  man  femer 

3)  »4^  — M  und  ifc?*-» 

80  kommt 

4a)  ihm  -*  tt^-v      tfcy 2  Vüv 

Wetter  eigiebt  sich 


*)  Vcrgl.  die  FanetioD«!!  paraboliaehai  Cjlindert  von  Dr.  Kail  Bmt, 
Kflstrin  U8S. 
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-i*(H-fi,)».att-»ij)t 


also 

oder 

4b)  ^  —  «  +  f» 


4c) 


CUä<p  -  -  —         -  — - 

sin  »      =  as  — £  Ä  


Di«  DiünentialgleichaDg 
▼erwandiilt  sich  durch  EinffthroDg  der  pmbolischeD  Goordioaten  | 
oder 


B.    JUcurrirende  Relationen  fiir  die  Cm  Ufu2  .5^  m  jMro&u/tfcAm 

Coordmofai. 

Denkt  man  sich  in  den  Ausdrücken 

C«  —  Jm  (^)  cos  n9>   uod  Sn  =  Jn(    siu  n<p 

JÜB  Q  «ad  9  aaf  Qraad  der  BelaUonen  4b)  and  4c)  durch 
parabolisehe  Ooordinatan  eroatit,  so  ist 

ST     8p   du'dip  8»* 
6)  \  8  t»  8w  8» 
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du  *"     du  Bu 

BSn  BSn  dg  .  BSn  d(p 
Bv      Bq  Bv*"  Bfp  Bv 

Dft  diese  Belatioiien  mit  den  Oleichoogen  9)  Im  Gap.  L  vüBig 
übereinstimmen,  so  ergeben  sich  ans  ihnen  auch  die  Gleichungen 
10),  11),  12  a;  nnd  12  b)  des  genannten  Gapitels. 

Aas 

C0B9  2S-—  und  sin^s  ,  ^«.«j.^ 

folgt  aber  durch  partielle  Büferentiation: 


7a) 


7b) 


80  dass 


8a) 


,     Sqt>  2o 

L  Btp       \  /v  V  —u 


8  b) 


Ferner  ist 


r           dq)      cos  gj  rp  1 

id(r      C08  q>  Bg  1 

6jp  ,  sin  y  dp  Vuv 

3u  '     p    Bu  u  •  ^ 

Bq)  .  sin  9  ^9  y«  t» 

^.      ^9  Bip  ^9  ^ 

Bü         Bv  Bu     Bv  Bu 


Aqs  7  b)  aber  folgt  leicht 

/9qp  _  Bq>\  i> — 1>     cos  y 

so  dass 
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Die  Gleichunj?en  12  a)  und  12b)  des  vorigen  Capitels  gehen 
demnach  für  parabolische  Coordinaten  über  iu: 

BCn  V«P      dCn  Vüv       BS„  1      dSn  1  C„^i 


dCn  1  ,  öC„  1  ,  dSn  Vh»      dSn  Vw  5«^ 


dt»  ^'dv^^du   «.^     dv   u,$  "^uv 


du    V  ,  Q     dv    u  .  Q     du  9 


oder  in 

la. 
«id 

Ib. 

so  dass 


er:;,  i    acw  i  .  Bs  M  y  UV  BSfi  y  UV  Su—\ 

du   4f      hv    (f*  du   V  .  Q  dv   u  .  (f  y 
/    dC„       BCn  ,  ,/  ,  a5„\ 

i        ^-ßCn,BCn\_,  0.%  dSn 


n. 


C.    THntformotion  der  Cn  mä      m  partAoUseke  Cdtirdmaien^ 

Im  Folgenden  eei 

10)  JmM(9)^--^ 

Dann  ist 
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Nnn  aber  ist 

  —  Jn-lix)  +  ./«+l(x) 

2JW'(«)   -  JU-i  (x)  -  JWfi  (») 

Hieraus  folgt  dorch  Sabtractioa 

oder 

 —  sssJn  (»)  ^  JW4l(«) 

Daher  konnit 

dJn.n(x)  1    ,      ,  , 

-"a^  ^«/hhC*) 

oder 

*^  -  i   «"+~  W 

Weiter  folgt  aos 

2nJw(x)     y^^iCa;)  ,^Hfi(g) 

oder 

IIb)  2nJnM («)  —  («)  —     ^H+l.  »+I («) 

Mit  Rocksicht  auf  10)  ergiebt  sich 

12a)  Q  -  ^o(e) ^oio(?)t  f-u+r 

12b)  St  =sO 

Ferocr  ist  nacii  la)  fftr  n  »  0 


^un  ist 


Dis/Itized  by  Gopgle 


Kan  ist 


fltr  «Uipti$€he  und  parabolische  (Jocrdinaten,  XQl 

aiio 

ote  naeh  11  a) 

13a)  C,  -^i,iW)(tt-») 

13b)  fi,  -  Ji„  (e) . 

Welter  folgt  ana  II)  fttr  «  =5 1 

ac,    ,  ....  ,a^u((») 

demnach  kommt 

oder 

oder  mit  BQcksicht  aof  IIa)  and  IIb) 
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oder 

C,  -  J„ ,  (^)  («« — 6tiü+  »«) 
U  b)  ^  -  J^,. ,  (p)  Vw  (4t*  -  4ir) 

In  ftbnUcher  Weise  ergiebt  sich 

15b)  8g  -  Ji„  (p)  VW(6u»— 2«r-f-6p«) 

a.  s.  w.  Ist  nan 

Uy  riTTÄ — — 

80  kann  man  den  Ausdrücken  12}  bis  15)  auch  die  Gestalt  geben: 
17ä)  CfJo^oiQ) 
17b)  8^^0 

18a)  C,«Ji„(e)[Qu-  Qt 

löb)    « ((?)  Vu.» .  Q 

19a)   C~  J^M  [g)     -  Q     +  ( J  J 

19  b)  ^  -    (e)  Vuv  j^Q  »*  -  Q 


Q.    S.  W. 


Anf  Grund  der  Belation 


—  —  Jn-\  (*)  +  Jn^i  («) 


lääst  sich  leicht  zeigen,  dass 
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• 


-     2.4.6    +    4r6T8^  +  6.8.10 


O.    8.  W. 

Nach  Ina.  dea  vorigen  Capitels  ist 


II 

8«ut  man  biann  w  »  0,  ao  kommt 

0 

Da  aber  fQr  parabolische  Coordinatcu 
SO  kommt  für  dieso 

0 

Ferner  ist  nach  Va.  des  vorigen  Capitels 

-j-  Jh~ \{u)  Jn  \  llt»)J  €08  2u«; 

fUla  wir  iina  ^  and  eoaS^  in  elliptiscbon  Goordinateu  ansgedrUckt 
dfittken.  Nun  iat  aber  nach  Gap.  I.,  7) 

cos  29  —  cos'?»  —  8in*g>  =    — ' — - — r  —  

VT 

(tt*+P*)<^82tp4-  2mü 
tt' + V*  4~     cos  2t0 

Setzt  man  daher  w     0^  so  folgt 

Anh.  4.  MMh.  «.         a.  Btiht,  T.  m.  18 
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demnach  geht  obige  Oleichoiig  für  i»  =  0  Uber  in 
so  dass  für  parabolische  Coordinateii  kommt: 
In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich: 

00  fg., 

22c)  =  f H    2^-l)"-2[^..f2(u).^«-20')  +  ^H-2(«)'^«f2(«')] 

n.  s.  w* 

Weiter  ist 

Aus  22a)  und  22b)  folgt  durch  Addition: 

n 

-  |«^^\-l)«^K-l(u}^-iCr) 

-  \  ^"  (-l)"[^H4-i(«*)'A.-l(«')  -h  •/«-l(«*)^Hf  l(l»)J 

0  I 

0  ^ 

oder,  da  sieh  die  Glieder  fdr  «  *  0  wegheben: 
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-       £n{-ir^' ^n^JnA  (u)  J„,i  (v) 
0 

Mit  Kücksicbt  auf  21)  kommt  daher: 
Weiter  ist 

— (-1)"  [./« f  ^«    + u«)  «^«f  i(t')] 

0 

0  1 
II  ^ 

4-  Jn\An)Ju-2{v)  4-  J„  -2(t0  J„4.2(i')] 
=       ^.(«)W(»)  +  ^f(*')] 

=      2J,(n)  -^^-^ 

2(«-l)J,._i(r) 


4-  p«(-l)"  p„+2(tt) 


V 

•i{»4-n«/«+i(r) 


4-*'— 2(«) 

18* 
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-  2(n  -  l)JU-i,i(») 

2 

+    (-i)»y,-t(»)  2(»+i)  j;+i.i(t») 

—  £  (-l)"J»-i(»)  2ii^»,i(t^) 
1 

—  —  -^,.(-1)"  .  2ny«f3(«)  +  ^ii-8(w)y«.i(t;) 

0 


Nvn  ist 


2(11-2)  -^^^^  -  Jn^ix)  -h.VH-i  (x) 

also 

+  «^nf  l(«)  + 

oder  da 

2«'^^-JW4.i(«)+J-i(«) 

Dfloinach  kommt: 


MQ)+'^ii9)  Ä(-l)''2«|.2(«  +  2)./nw(u)  +  2(n-2)y«-2.i(u) 

-2«j;.i(t»)J 

—  i^(-l)«4i»>JS.j(i»)JM(«) 

0 

-  S(-l)-2n[2(ii+2)Ä+t.i(ii) 


Nun  nt 

also 
oder 


2(n  +  l)./MM('^  ^  + (*) 

2(n-f-l)./„-|-i.2(jc)  =  .A,,i(a;)H- J,,  4-2.1  (x) 
2(»  —  1)  («)  =       2,1  («)  -j-  ./«.i  (x) 
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•/»I  f  2.1  {x)  =       +  1)  W  —  Ju.i)  (a-) 

DaliCT  ergiebt  sich: 

—  2  (-1)" J«[2(«4-2)(2(«4-l)y»fUuJ  -^«,i(u)j 

-f  2(n-  2)  (2(n- 1)  j;-Uu)  -  ^».i(tt))p»,i(f) 

-  £(-l)-12»»j;.i(i#)^«.l(t») 

0 
0 

—  ^(-1/2»  .  2(»  — 1) .  2{H-'2)JH^iMJH,iiv) 


-      (—1)"  12«« J«,i(tt) 

0 
0 

-I-  2  (— l>»2(n+l)2»2(»-.l)^«^«)^«4.u(») 

o 

s=  £(— If  12n*J,,i(«)*'«.l(») 

-f  f  (-l;«2(n+l)2n  .  2(n-  1)JmMu)  (^«^wC»)  +  •^«•+w(f)) 

0 

=  S(— l)»l2««J,.4(tt)JM'») 

0 

+  f,(-l)«16»«(n«-l)J;^i*)^«^(f) 

0 

Demnacb  kommt  mit  Rflcksicht  auf  21): 

+  |f „(-l)»n«(««-l)^«.«(»)^-^«') 


oder 


In  fthDÜdier  Weise  ergiebt  sich: 
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n.  8.  w. 

Ao8  17  a)  uud  17  b)  iu  Yerbiaduug  mit  23  a)  folgt  t 
lila.  c;,  •=-'^HfH(~l)"J«.o(w)J;,o(») 

0 

III  b.  =  0 

Ans  18a)  und  18b)  in  Verbindung  mit  23 b)  crgicbt  sich: 

lYa.       -  5«(-l)"+»£«^'[Q  J«.o(«)J«,i(«)~  Qj«.i(«yH,o(f) 

Ana  19e)  nnd  19b)  in  Verbioduag  mit  23  c)  erhält  maa: 
Va.   C,  =  Z„(-l)«i^*£«    T73  LW'''*'*'^'^^"'*^''^ 

vb.     =  1hH1)"+» "'1  [(J)<Ä.«i,(»0J5.,-i,(») 

—  (3)-'t..>.,(t*)./ii.i,^(r)j 
Durch  Fortsetzuug  dieser  lielrachtuugeu  kouiuiL  allgemciu: 

[( o'')*'«'«(»V"^(''>—  (2°)  •>'».«(»V<>rf-i(»)  +  •  ■  .  Jit^Ky^jK»)! 

0**^   ^      "        1.3,  .  .(2a—l) 

lO      '•^•*)'^".!£^(«')'-  (  3*^ j-A^ '!»(«) Jfi,  a«-^!  (t») 
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riaben  ttie  Ca  ^"vl  Sg  die  in  VI.  anqeqt^e  HMrntitnq  und  eiüMehen 
dU  Cö  vnd  Sa  nttx  diesen  durch  einf'irh-  yertausckung  der  u  und  o  mit 
«1  und      J»  irt  /to"  paraboiiidke  CwrduMlen 

J^(P)  =  ^'  B„(t\,  CV  +  So  Sa') 
und  die  Ca  und  :>a  sind  partiatUire  lAisumfen  der  DiffereniialgUidlung 
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Vtld*:  tUbtr  «bt  Cwvw,  dtrtn  Sog*»  der  Tangente  de$ 


VlIL 

üeber  die  Giirven,  deren  Bogen  der  Tangente  des 

LeitstrahlwinkelB  proportional  ist,  und  die  damit 
yerwaiidten  Curvenscliaren. 

Von 

*  August  Velde 

aus  Diez  a.  d.  Lahr» 


I. 

Die  Differeuliaigieichaug 

(i«-f  1) .  <te»-f  2rt  ,  Ar  .  1) .  «tt*  0 

ist  der  analytische  Ausdruck  einer  Curvciischar  von  bemerkens- 
werten Eigonscbaftcn,  die  im  Folgeudeu  eutwickelt  wcrdeu  BoUen. 

Man  kann  dio  obige  Gleichung  in  der  Form  schreiben : 
Setst  man  <  =    so  folgt 

9 


Bemerkung.    Die  in  eckigcQ  Klammern  eiogcacblossenen  Citatc  be- 
tiehen  lieh  Oniltidi  auf  «Weleratnim ,  Foirndn  dimI  LdinttM  raai  0«bnuich 
4er  alliptitelien  FunctioiMii,  henuiagegeb«n  tob  A.H.8chw«B.  BerUn  18tt*. 
Du  Gtat  gkht  dto  Hanw  d«t  bttreBiBiideB  Artikdi  vuA  — >  «wImII 
in  rander  Klammer  die  der  betreffenden  PormeU 
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welche  Gleichung  besagt,  dn^^s  das  Bogen  dement  <h  einer  Cnrvc, 
deren  Coordinateu  ac,  y  jener  Gleidiutig  genügen,  welches  zwei  be- 
aaclibarte  Strahlen  eines  dwrch  den  Anfangspunkt  gelegten  Büscliels 
ausschneiden,  gleich  dem  l^inicnelement  ist,  das  von  denselben 
Strahlen  auf  einer  im  Abstand  1  znr  v- Achse  gezogenen  Parallelen 
ausgeschnitten  wird.  Diese  Eigenschaft  bleibt  für  zwei  beliebige 
Strahlen  des  Büschels  bestehen.  Rechnet  man  den  Bügen  von  dem- 
jenigen Punkte  an,  in  welchem  die  Curve  die  af- Achse  schneidet,  so 
ist  der  Carveubogeu  gleich  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  der 
nmch  eeinem  Endpunkt  gezogene  I^ettstrahl  mit  der  AbidMenadise 
bildet;  er  ist  der  Tangente  dieies  Winkels  proportional,  wenn  man 
den  Uaisstab  dee  Coordinatensjstems  ändert 

Setzt  man  der  Koibe  nach: 


Die  Gleichung  (2)  kann  keine  reellen  Curven  geben-,  (3)  stimmt 
im  wesentlichen  mit  (l)  Uborein^  (4)  definirt  eine  Cnnfenschar  Ton 
der  Eigenschaft,  dafts  das  von  den  Achsen  nnd  den  Coordinatea 
eines  Cnrvcupunktes  (|,  t)  begrenzte  Rechteck  gleich  der  Flftche 
ist,  welche  eine  der  Einheit  gleiche  Strecke  beschreibt,  wenn  sie 
sieb  lAngs  der  Cnnre  und  senkrecht  zn  deren  Ebene  bewegt;  denn 
man  kann  (4)  anch  so  schreiben: 


Um  die  Gleichung  (1)  zu  iuLcjj'iireu,  setze  mau      —  z; 

Diese  Gleichung  kann  als  die  einer  Flilche  betrachtet  werden.  Fahrt 
man  homogene  Uoordinaten  ein,  indem  man 


substituirt,  so  crgiebt  sich  aus  beideu  Formen : 


so  erhält  man  noch  folgende  drei  ein&che  Gleichungen: 


(2) 
(3) 


und 
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io  welche  die  GleichttDg  gebracht  werden  kaon,  dass  die  Geraden 

^  —  0,  «4    0  und      ^  0,  X4  M  0 

Doppclgcradeii  der  Flüche  4.  Ordnung  sind.  Wir  können  daher  die 
letztere  auf  ciii»'  Doppclcbcue  abbilden  (nach  Clcbscb),  indem  wir 
durch  deu  öcbiiittpuiikt  der  Uoppclgeraden 

«t  -  «5  —  «4  —  0 

ein  Strahlenbttndcl  leggu.  Wir  setzen  also 
und  erhalten  durch  Aufldsaug  der  Gleichung: 


»4  ~ 


«ff 

—  =  « 

Die  Flüche  ist  also  auf  eine  Doppelcbcuo  abgebildoti  x,  i  und  s  sind 
rationale  Fonctionen  von  «,  w  and  Vi  —  ; 

Zwischen  «  und  u;  besteht  die  Gleichung; 

dx  fix 
dt  "  d» 

d.  h. 

dg 

— '< .  dw — 10 ,  rf« — yi — 

dw 

oder 

Für  die  Int^atiou  dicter  linearen  nicht  homogenen  Gleichung 
1.  Ordnung  ist  es  wesentlich,  dasa  anter  der  Worzel  die  Grösse  « 
gar  nicht  Torkommt. 

Pnrch  Integration  komiDt; 
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indem 


Schreibt  mau  in  den  ursprünglichen  Gleichuagen 

€i 
dt 


— — to  an  Stelle  von         so  bleibt  x  nugeändert,  während  <  und 

d<B  ^  /- 

^  das  Zdcheft  wechseU.  In  dea  latogralgieichangeo  hat  also  yt 

nicht  notwendig  aberaU  die  gleiche  Bedeatnng.  Yerstoht  man  daher 
unter  e,  (j,  <t  die  positive  oder  negative  Einheit,  so  k5nne&  wir 
schreiben: 

,  iysJ   ys  ^     J   yiS  2|/* 

mit  der  Bestimmung-  >  >  und  1  <S'  suiliu  jci/t  eindeutige  Grössen 
sein.  Zwischen  deu  £  kuuu  eine  Bczioliuug  bestchcu.  Setzt  uaa 
zur  Abkürzung 

80  folgt  durch  Differentiation: 

dt      € /V»         J    \      €ix         .  /V«  /     ,  „f«\  .      ^  \ 

Die  Bcdiugaog      =  <  erlordcrt  zuuäcüst 

 1 

«4 

also 

Daun  ist 

0«  "« 
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und  die  Difforfnitialgleichung  wird  darch  diese  Ausdracke  identisch 
erfollt,  ohue  dass  zwiscbcu  t  uod  C|  noch  eine  Beziehung  uotweadig 
wäre. 

Das  iDtegnl  J  ist  unendlich  Yioldeatig.  Man  kann  aber  x  und 

t  auch  durch  oiiuIcutiK'o  Fauctioncn  darstellen.  Denn  Jist  ein  ellip- 
tisches Integral  II.  GattoDg  ia  der  Weierstraas'sdien  Normalfonii. 
Setzt  maa  also 


80  ist  [50  .  (2)  (3)  (4)] : 


«0 


P       s .  dt      o  u 
J  —  ^   (CooBtanieDbestimmiiDg  nach  Art.  56.) 


Also  unser  Intogral 

0u  ' 

und 


•.G--+c)G'«+c+i;H:) 

t»  *i»  «t  —  ±  1;  8j  — « •  «t 

Zonicbst  sind  also  die  Quadrate  der  Variabela  als  eindeutig«  FnBC> 
tionen  eines  Parameters  dargestellt 


IL 

Die  Gleichung 

ß  —  4#»—  jTi«  — jfs  —  4  —  c,) (*  —  e^) 

oder 

wird  iu  unscrui  Falle: 
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Xtf^MrdUbiRlMtf  jmifMHiMMl  ut^  n.  di»  damit  MnMttdkfn  ChnvwucAflrw.  205 
(l>'i»)a  —  4|>*tt— 4fw     4  .  (im  -  1) .  pu  .  (|iu+I) 

d.  h. 

ff«  =  4  STa  — 0 
«i  —  1   «j  —  0  «j*-»  —  1 

Setzt  man 

•l  -  «8  ^1  -  ''s  ' 

SO  üad  die  haUbeo  prümtivea  Peiiodeu  der  Faoctioa 

K                 K'  .i 
"a  —  -/  »        —  ^  

wo 

1 

0 

Für  nnier  jn»  ist 

JT  —  reeU 

Bai  Periodenparallclogramm  ist  also  ein  Qaadrat,  dessen  Seiten 
der  reellen  resp.  imagin&reo  Achse  der  Zablesebene  pandiel  sind. 

Kan  bat  [45.(8)]: 

Dies  giebt 

2101  —  2,62205=^ 

Wegen 

folgt  far  A  —  2 

f «,  =  0,     f>'wa  =-  0 

Somit  iat 

»  —  — 

eine  doppelt  zühlendo  Nullstelle,  uud  daher  sind  sämtliche  NnU* 
stellen  von      enthalten  in 

i»-.(2f»+l)ia»-h(2ir-|-l)a„ 

Die  lufinita  dagegen  in 
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20Ü  Velde:  üfhmr  die  CtuvMt  «Urtm  Eoftm  der  TantftHt*  des 

fi,  v=»0,  ±1,  ±2.  .  . 

Fflr  jedot  ^eser  u  ist  pu  von  der  zweiten  Ordnnng  0  resp.  op.  Be* 
idireibt  man  daber  nm  den  Pnnkt     mit  dem  Badios  r  ss  |  | 
einen  Kreia ,  so  ist  pi»  innerhalb  desselben  endlicb  and  stetig  und 
daber  als  Potenxreibe  vonn—aai  darstellbar.  Die  Coefficienten  der 
Beihe  lassen  sich  ans  der  Differentialgleichoag 


berechnen,  indem  man  «  s  0  setzt 

Ihirch  ludactioosschlnss  von  n  anf  m4-2  beweist  man  nnn,  dass 

eine  ganse  Fonctioo  des  (n-f  l)teo  Grades  in  «  ist  Hieraas  folgt 

somit  verschwinden  für  <  »  0  sämtliche  Ableitungen  migorader  Ord- 
nung. Femer  eigiebt  sich  gleichfalls  dorch  lodnctionsschlass,  dass 

dne  ganze  Fonction  vten  Grades  von     ist.  £s  folgt  alsdann 

wo  wieder  eiue  ganze  Function  rlin  Grades-,  sonnt  ver?idiwinden 
also  anch  sämtliche  Ableitangeo,  derea  Orduuügszalü  =  0  (mod.  4) 
ist,  fOr  «  =  0. 

In  der  Entwicklung  von  ji«  als  «j): 

wo  (rfj^L-s      t»leiben  also  nur  di^loaigen  GUeder  flbrjg, 

deren  y  =  2(mod.  4)  ist,  so  dass  wir  schreiben  kOnnen: 

00 
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Eine  bequeme  BecurBionBforniel  zar  Berecbniiitg  der  tp  erb&lt 
man  Termittelst  der  Gleichaiig 

Denn  eingesetzt  ergiebt  sieh 

0  ^ 

i.M«e 

Setst  man 

sebreibt  lioln        statt  v  und  beachtet,  dasa 

so  kommt: 

0  0 

also 

6  " 

Man  findet: 

,  1 
«0  1  *i  ^  5 

2  3 
76  *»  975 

*4  -  —  24b6jj6 
etc. 

Znr  Abkünong  werde 

«— «1  — 

gesetzt  Aas 

Oft  -= 

0 

ISolgt  dnrob  Integration 

u 

du 


-»-ij, — y  p« 


Setzt  man 

—  —  0|  resp.  =  —     =»  —  »»4 

so  kommt: 
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u  mm  ttf — »i  —      reep.  u     »i  — c»^ 

also 
und 

£b  ergiebt  sich  tiemuach: 

also,  wegen  %     in  +  'yas 

Auuerdem  ist 

» •  %  — %  —  2«,j  ^wegen  j^,  ©j  — =  ) 

somit 

Die  Zahlenwerte  der  Perioden  anserer  FnnctioD  sind  also: 

Sw,  ~  2,62205  2«>,  —  2,62205t 

217,  8 1,19817  2i}a  SS  —  1,19817» 

In  der  Itfthe  des  Pouktes  u  -«  0  gilt  die  Eatwicklang  [9.  (6)  (7)  (8)]: 


1  *  1 

 8  ^7.2  / 

~"  (4Z+l)(2A-3)  ',±1 


1 

Mau  findet 

i  _2_ 
etc. 

Um  die  Verteil iin<|  der  Faactioaswerte  im  Periodeuqaadrat  eh 
erkennen,  beachte  mau,  dass 

pt»  =  ^i  -5«»«*',  wo  die  «V  reell 


Digitized  by  Google 


LntttraiHiruiiM»  pnporäional  ül^u,dit  damit  vtrwwuUm  Ctuvtiuekam,  ^09 

Domnaih  ist /)'m  für  m  =  0  .  .  .tu,  bostaiulig  ucgativ,  somit 
j>u  iUr  M     0  .  .  .  fl»j  beständig  abuchmeDÜ,  uud  zwar 

TOD  CC  bis 

Wegen  ;)  u  — 1>  (—  n)  wiederholen  sich  diese  Werte  auf  der 
Strecke  0  .  .  .  —  oi,  in  derselben  Folge, 

Die  obigen  fieflienentwickliiQgeii  zeigen  ferner,  dasB 

u 

ist.  (I;iss  also  pu  aof  dorn  Wp^jo  0  .  .  .  w-t  und  0  .  .  .  ~  »3  die 
W(it(  —  a.  .  .  —  1  in  beständig  algebraisch  wachsender  Folge 
auuimmt.  Endlicb  ist  [19.  (5)J: 

sonach  dnrcblftnfl;  pu  anf  den  Seiten  des  am  0  als  Mittelpnnkt 
beschriebenen  Periodenqnadrats,  welche  der  reellen  Achse  fiarallel 
sind,  die  Werte  —  1 .  .  .0  von  der  Mitte  nach  den  Ecken  hin, 
auf  den  der  imaginftren  Achse  parallelen  Seiten  entsprechend  die 
Werte  +  1.  .  .0. 

Da  pii  im  ruriüdeu<iuadrat  jeden  Wert  2  Mal  amiimmt,  so  sind 
hieruüt  alle  reellen  Werte  der  Function  gefunden«  die  somit  auf  den 
Seiten  und  Mittellinien  des  Perlodenquadrato  liegen. 

ni 

Nnn  ist  fllr    «  -  Vi*  =r  [9.  (5)]: 

1     /  u   I   00  \ 
pw^p{u\a},  (oi)  —  p{u;   y^,  0)  =  r  p         j         ot  y  i. j 

wo 

*      o  * 
te  =>  u  .  e        ,  ta  .  .e 

Anh.  d.  Ibtlu  m.  Phr*.  S.  Rdh*.  T.  m.  U 
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sein  soll.  Die  Variable  <r  geht  durch  Drehung  ihrer  Ebene  um 
-|~45<^  in  u  Uber.   Ans  der  Entwickluug  für       crgiebt  sich  die  far 

pw  —  •  .p«  " ^  •       •  (—1)*  • 
))i0  genttgt  der  Diifereiitialgleichiing: 

-  4  (•-••).  j.(#+0 

pÄ^-t;   pil,*sO;  1)^8-—» 

Da  ptr  fttr  reelle  und  imaginäre  fr  reell  ist  und  zwar,  wie  maa 
leicht  erkennt,  fflr  solche  w  jeden  reollen  Wert  zwei  Mal  aanimiiit, 
so  folgt,  dass  fu  auf  den  Diagonalen  des  Periodenqnadrats  —  und 
aar  aof  diesen  —  imaginär  ist. 

Wegen  [19.  (5)j  hat  man: 

i>(«±«,)      -"-j^i     P(«'±Ät)     =  ^ 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  findet  man  auf  Grand  der  aebon 
bekannten  ZahJeawerte  diejenigen  für  \  Periode»  a.  Fig.  l.  %, 


lU. 

Naeb  diesem  Excors  wollen  wir  die  Integralgleichnngea  muerer 
DiiferentialgleicbnBg*: 
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näher  betrachten. 

Yennehrt  man  u  am  eine  Periode  Stf,*  so  bleiben  pn  nnd 

&  a'  - 

ungeändert,  -^u  geht  in  —  Uber.  Das  so  erhaltene  Werte- 

'ii  ^1  S^^t  aber  ancb  ans  m  berror,  wenn  man  C  in  C^^i 
verwandelt  Wir  können  jede  einzelne  Gnnre  der  dnreh  die  Differen- 

tialgieichnng  deflnirten  Schar  als  eiac  eindenüge  Fuuctiou  des  will* 
kQrlichcn  Parameters  C  betrachten,  iDdem  zn  jedem  Werte  von  C 
eine  bestimmte  Cnrvo  gehört  Umgelcebrt  entspricht  nicht  Jeder 
Conre  ein  einziger  Wert  von  aoadem  naeadlich  vielem  ist  Ci  einer 
derselben,  so  ist  allgemein 

C-  Ci+2^-C, 4-2^^-1-2 V,' 
V  ganxe  Zahlen). 

Dio  Curveuschar  ist  also  gewisscrmassen  eine  eindeatige  doppel- 
periodische  Function  ihres  Parameters  C. 

Soll  C  eindeutig  durch  dio  Curvo  bestimmt  sein,  so  mnss  man 
entweder  C  auf  das  Periodenquidrat  {Jt^^,  2r;.^)  oder  u  auf  das  Pe- 
riodcnqnadrat  (2cj],  20)3)  bescliräukuD.  Wir  wuUcu  das  letztere  tun. 
Wie  man  später  sehen  wird,  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  ein* 
seinen  im  Unendliehen  Msammeahängeuden  Aoste  einer  Curve  als 
Individuen  Iflr  sieb  an  betrachten, 

Zonttchst  soll  eine  wichtige  Beziehong  der  Integrale  10  einander 
hergeleitet  werden.  Bio  Differentialgleicbnug  lautete  In  der  eisten 
Form  (I,,  Ol  1): 

nnd  In  der  dritten,  wo 

....  T 

gesetzt  war: 

Nun  geht  aber  die  Ictztcro  Gleichung  aus  der  ersten  auch  hervor, 
wenn  man  statt  <,  x  schreibt;     t.   Das  heisst:  Wenn 

f  —  ]  .  f{u)^  »  —  » .  ^u) 

der  Differeutialgleichung  genügen,  so  auch 

14» 
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X 

BaiMS  folgt,  dasB  es  eine  Sobsütiitioii  /.(n)  geben  maw,  welche 
^  fii  in  ^  nud  >>t»  in»      aberfdbrt  Wir  setzen  also 

Schreibt  man  in  der  letzten  Gleichuug  Xu  statt  u  uud  setzt  zur  Ab- 
Icttrznng 

l(Xu)  —  a««. 

so  kommt: 

Ebenso  ergiebt  sieb: 

Somit  ist  Ai« — t»  eine  Periode,  d.  b.: 

also 

DemuMih  verwandelt  aieli 

I  in  T  t      in  t .  » 
wenn  statt  u  gesetzt  wird  u-^t»,  wo 

I»  M.  p(o  -)-  qa' 

p  und  </  sind  jetzt  zu  bestimmen.  Dies  geschiebt  vermittels  der 
Gleichung 

tLr 

Es  ist 

J-|  -     -  9'(t*-f.«») 
also  ist  (0  so  zu  bestimmen,  dass 

1 


wird.  Das  iat  aber  nach  [19-  (5)]  der  Fall,  weun 
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p  =  1,   q  =  i    (mod.  2) 

also 

In  (kr  Tat  leistet  diese  Substitution  das  Gewünschte,  wenn  noch 
die  Unbostiromtbeit  der  CoDfttaDteD  C  berQckBichtigt  wird;  doQB  ob 
ist  [11.  (4)  (ö)J: 


p'(»±«t) 


2 

"  jm 

p'u 


Set2t  man  demnach  z.  B.  u  =  u'-f-«»s>  C=s  6"4~i7t>  ^ 

ttbergefahrt  ia 
Während 


in 

obergeht 

Um  weitere  Schlösse  zo  ziehen,  henntzen  wir  die  Form  der 
ReiheoentwicklBBgen  von  <  und 

£s  war 

pu  —     Stpu*»  .  .    («'  —  «  —  »1  .  Sa  —  —  1) 

also 
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Somit  wild 


wo 

und  die  $  PotenzrciLen  ihrcB  Aigameutcs  u'*  sind.   Ebcu&u  ist 

Beachtet  man,  dass  t  in  [x  in  t  .i  ttbergebt,  wenn  man  gleich* 
zeitig  «'  durch 

und  C  durch 

ersetzt,  so  hat  man: 


Da  die  f,  unabhängig  die  Werte  +1  habe«,  so  \mf  man,  wenn 
t,  X  ein  zusammengehörigos  Wertepaar,  stets  noch  die  tulgenden  drei 
andern: 

— «,  x;      — »:   —  <,  -« 

Am  den  yoratehenden  EntwicUniigen  folgt  nun,  dass  auch  nach 
Unterdrückung  der  zweideatigen  s  neben  irgend  einem  Wertepaar  i, 
m  jedesmal  anch  noch  diese  drei  andern  antreten.  Denn  enetst  man 


Digitized  by  Google 


IS  c 

durch 

10  vttrwsndelii  «ich 
in 

t,  -« 

Ebenso  geht  durch  die  Sabstitutiuu  [       C^L  weiche  wcgoa 


mit  dieser: 
IqniYaleiit  ist,  <,  «  in 

-I,  m 

tther.  Endlich  «ieht  die  Vwbindnng  beider  Sabetltntionen: 

\u  i;  C/i/  *  \M  i  +  i^Wi,    6/1  —  2vi/  *"  \-  "  -f  ^<"a    —       * nJ 
die  folgende: 

(U)(-:::)-U-:) 

nach  Bich. 

Demnaeh  könoen  die  doppelten  Vorzeichen  vor  den  lotegralen 
naierer  DifferentüügleichnDg  weggelanen  werden;  dieselben  sind  so- 
mit als  vollkommen  eindeutige  Functionen  eines  Para- 
meters dargestellt 

BesoDder«  intcressiren  uns  non  din  reellea  Werte  der  Variabein 
t,  «,     I,  d.  h.  also  die  reellen  nod  imaginären  Werte  von  t  und 

Damit  1»  «  reell  oder  imaginär  seien,  muss 

fix 


dt 


reell  oder  imaginär  sein,  «  also  den  Mittellinien,  Seiten  oder  Diago- 
nalen dea  Periodenqnadrats  aagefaöreiu 

Es  entsprccbou; 
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die  Mitiellioieu;  rccUcn  uod  imaginären  u 
„Seiten  «       w        »         «— a»|  =  a' 

„  Diagonalen     „      „       „  u^fi 

und     .  y?  — 

I  und  X  kÖDUon  also  nur  für  reelle  und  imaginäre  u,  tr,  tr  reell 
oder  imaginär  sein.  Ob  sie  dies  auch  wirklich  sind,  crgiebt  sich 
aus  obigen  Kcihencntwicklungen  uebst  den  uoch  hinzakommcudcn, 
weiclie  durcti  die  Sobstitationen 

Vi 

»'-«'.Vi  c'  =  ^. 

daraus  hervorgehen,  also: 


(« 


Die  CoeflSdenten  der  Potcnzreihea  %  sind  reell.  Wir 

erhalten  daher  folgendes  Resultat: 


Gleichzeitig  reelle  oder 

Gleichzeitig  imagiuäro 

reell 

imaginär 

«,  C 

1 

<  c, 

«,  « 

r,  « 
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Hiermit  tlad  sftmflicbe  Werte  der  Hilfsvariabela  «  und  des  Pm* 
meters  C  gefonden,  «eiche  reelle  oder  rein  imaginäre  lotegralwerte 
liefern. 

Zagleich  zeigen  die  Entwicklungen  («)  bis  (d),  welche  Darstellang 
zn  wählen  ist,  um  die  reellrn  Grossen  «ach  nntor  ftosserlich  reeller 
Form  zn  erhalten. 

Vmv  t,  X  erweist  sich  zn  diesem  Zweck  die  Eioiahmng  der 
Function  pw  als  nützlich. 

Uta  die  eiudeutigc  DarstclluDg  dur  Integrale  noch  deutlicher 
hervortreten  zn  lassen,  führen  wir  die  a-Fnnctionon  ein.  Nach 
[Ib.  (2)  (3)J  ist: 


also»  da  «I  »  U, 


/  ö  ^'l**  ö«'t  Ö3U 

i  pu  et» 

Demnach  wird 

.-.•.i'.(c.  +  ^'.-?;S.) 

Wegen  [11.  (4)]  kann  man  schreiben: 
nnd  wegen  [19.  (4)): 

Setzt  man 


Somit: 


(a) 
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80  ergeben  die  Formeln  [19]: 
Nimmt  man 

tt  —  w  y» 

so  ist 

1 

Werden  die  dem  pw  cnUprechendcu  vier  SignialuocUonen  mit  Si 
bezeichnet,  so  ist 

Ferner 

» du  ft 

EndUch  nach  [5.  (5)]: 

«iu  I «')  -  mwy'i  I «,  cd')  «  y<  flf«  I  ^ , 

\      Vt  Vi/ 

-y^s(«'iÄ,Äo 

0^  y^ 

Daher: 

wieder  mit  Anwendung  von  [11.  (4)]  und  [19.  (4)J.  Wie  frUber,  ist 
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WO  die  H  der  Function  p  den  17  der  Function  p  entsprechen,  so 
kommts 


(d) 


In  diesen  Gleichungen  fa)  bis  (d)  tritt  die  durch  die  symmctrisrho 
Form  der  Diflfereutiaigleichang  geforderte  Symmetrie  der  lutegrale 
ODmittelbar  hervor. 

Aui  die  gleiche  Weise  wie  Iruhur  (iL,  pa^.  2ü7  uud  :^üÖj  kiidat 
man: 

Zur  Berechnung  ist  die  Darstellung  durch  Thetafunctionen  am 
geeiguetsten.  Setzt  man  gemilss       (10)  (12)  uud  (15)  (17)] : 

50  Wird 

-  8  -0« 

woraus  folgt: 


•1  VJ 
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t  9  35 

4  4  4 

d-^(v  \t)^2k  8iii«»->-2A  sinSviv-f-SA    sind«»  ~  .  .  . 

I  r)  =  l  +  2Aco8  2r»4-2Ä*co84t;jr  +  2Ä»co86pT  +  ,  .  . 

1  9 

4  4 
\  t)  =  n  .  {2/i  cotvfK— cOSSmr  4*  •  •  •  I 

V(f  I  t)  -  -  s  .  {4Ä8iD2e.T+ä&«Bm40«  +  .  .  .  { 

Somit  gehen  dio  Gloichungen  (b),  indem  man  «  statt  »'  geschrieben 
denkt,  ttber  in 


c 

Analog  lassen  sich  die  Gleichnogon  (d)  trausformiren.  Setst  man 
entsprechend  [46  (l)  (2)  (10)  (11)  (U)  (15)]: 

-  Ä,-|-Ä,  -     =  •  V2  -  1,85408 
V» 


A«'  —  A^-iZi  -      .  >^  1,85403s 


*i— *i    ««—0,    f,as— £ 
ff  -  dl  -  -t8)«(€,  -  fg)»  4 

so  wird 


^fhsw  -Ihr» 


2J7,fi|V   — Jrr« 
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ff 

.9-  ' 

St' 
-"-II 

1 

9 

1  . 

—  g»*  4  4 

«         ^iCi^i  1  i-H»)  -  ^  8iiiff««+^*s  aiodvk» 

25 


4 

—  2Ät    siQÖPj«  — 


—  8  4  i 

S5 


— 2»t*  cos5«^ii  + 


1  .  19 
^8*^  4  4 


1  .  19 
~  8**  4  4 

Somit  geben  «fie  GleiehaiigeD  (d),  wenn  dnrin  w'  wieder  darch  «  er- 
setzt wird,  Aber  in 


Dabei  ist 


Auf  Grand  der  vorstebendeu  ormeln  siod  die  folgenden  beiden 
Tabellen  berech  uet. 
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gl 

Q 

—  « 

a 

0 

0 

OO 

CO 

0 

0,19110 

7,d87o 

0,001054 

0,8 

O,2o2l09 

3,ol27 

o,olÖO 

0,006368 

0,39237 

8^385 

2,5486 

0,020369 

0,4 

0,52040 

1,8973 

1,9214 

0,047.').>ä 

0,5 

0,64360 

1,5067 

1,5538 

0,092055 

o,r> 

0,75743 

1,2385 

1,3203 

0,15685 

0,7 

0,86624 

i,qs8S 

1,1679 

0,24898 

0^8 

0,99851 

0,37388 

1,07183 

0,34879 

0,9 

0,9828,7 

0,73170 

1,01788 

0,46979 

1 

1 

0,69908 

1 

0,39906 

« 

—  M 

S 

u 

0 

0 

00 

00 

0 

0.1 

0,18647 

53938 

5,8915 

-0,00938 

02 

0,37160 

2,6996 

2,6910 

—0,01741 

0,3 

0,50 

1,8087 

1,7803 

--0,05814 

0,4 

0.76472 

M747 

1,3077 

-0,13963 

0,5 

1 

1,1305 

1 

—0,2833 

0,6 

1,8077 

0,98686 

0,76478 

-0,5875 

0.7 

1,7803 

0,90537 

0,56169 

--0,9615 

0,3 

8,6910 

0,86465 

0,87160 

-J,8524 

0,9 

5,3915 

0,84961 

0,18547 

—4,5466 

1 

00 

0,84723 

0 

— OD 

Mit  HUfe  der  Formeln  [18  (8)  (3)],  [19  (4)  (5)]  und  [9  (1)] 
ItSBen  sich  die  Gleichangen  (b)  und  (d)  leicht  differentiiren. 
setst  man  die  gestrichenen  Bnchatnben  wieder  durch  angestrichene, 
so  kommt: 


du  c  \         «   /  «t* 

dt  €  .  \  ffjö 


(e) 
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(e) 


dw  ff     ^  V    ^  C    /     Cf  • 

-    —  —  -  ir  —  l  Vi  H  t»  I  .  ^ 


to 


tl 


(fix 
4w* 


Die  Gleichangen  (fj  künueu  auch  aus  (e)  vermittels  der  For- 
meln hergeleitet  werden,  welche  den  Zusammeuliaug  der  Fuuctioueu 
pu  uud        a^w  und  s^w  etc.  darstelleu. 


Unter  einem  IndiTidaam  der  Carvenschar  (  hatten  wir  die 
Gesamtheit  der  Punkte  Yerttaadeiif  welelie  erhalleii  wird,  weu  man 
«  Mif  das  Periodenqnadrat  beschrftakt  Wir  haben  also,  iDsofem 
nir  reelle  Werte  in  Betracht  kommen,  in  den  GMeichangea  (b) 
(Abechn.  III.)  die  Variable  die  Reihe  U .  *  .2»  darchlanfen  an 
lassen.  Nnn  ist  [18  (16)]: 


Enetit  man  daher  «  durch  2«—  u,  was  wir,  «  als  Fonctlonsseicfaen 
benntsend,  durch  £(2a>  —  u)  andeuten  wollen,  so  kommt: 


—  u 


Seist  man  noch 


C 


so  kommt: 


«(2*-i»}  Co) 
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Dagogeu  ist 

Ci  -    u ,  ^^-«^4-  ^ 

Deiuuadi  wird 

Ebenso  }  (1) 

/(2a>— tt;  Co)—- —  C^)  ) 

Wir  erhalten  eiu  Individuum  der  Scbar,  wenu  wir  «  uur  vou  0 
bis  Vi  gehen  iMsen,  dafür  aber  gleichieitig  die  Formeln  fQr  x{n\  C«) 
ond  fQr  «(2«»-";  6'o)  benaUen  neben  den  entsprechenden  fort 
Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  nnui  dass  man  dieselbe  Curve 
erhält,  wenn  man  in  den  Formeln  fllr  ±Co)f  ^"i  ±<^o) 
«  die  Werte  u .  .  .  «»  erteilt  nnd  fttr  den  Fall  des  unteren  Tor- 
zeichens die  Zeichen  von  c  und  i  zugleich  umkehrt.  Dies  erleichtert 
die  Berechnung. 

Fttm  -  0  ist  x(0)     i) .  (t'o— m  =  J(6'o--»;)-H) 

—  1  =:  00    oder  aube- 

stimmt  (fdr 

«  =  fio        x(w)  =-  Co  t((o)  =  Cq 

ti  —  3»      ff(2ai)<— — 1  1(2 ^ OD   oder  unbe- 

stimmt. 

Ferner  ist  für  w  «  0,  «  «  2a» 

dt 

Demnach  besitzen  s&mtliche  Curven  die  Geraden 

«=B±1 

zu  Asymptoton,  woraus  das  frülior  Gesagte  folgt,  dass  nämlich  dip 
bei  Ik'schrilnkuug  vou  "  auf  »las  l'eriodenquadrat  detinirtou  Gebilde 
als  in  s  Llueudlichef  lautende  Zweijze  der  Totalgebilde  zu  betruehteu 
sind,  welche  bei  unbeschräuktür  Veruuderiichkeit  vou  u  durch  unsere 
Gleichungen  dargestellt  werden. 

Die  Gurve  »  0  geht,  wie  man  sieht  bei  ti  «  «  durch  den 
Goordinatenanfang.  Sie  ist  offenbar  eine  Grenzcnrvo  der  Scbar. 
Ausserdem  Ist  sie  die  einzige,  welche  den  Ursprung  als  Curreupunkt 
hesitzt  Denn  deijenige  Wert  von     welcher  den  ersten  F«etor  von 

^t4,  zu  null  macht,  d.  i.  u  =  (>  oder      2a»  macht  den  zweiten 
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00  und  das  Prodnct  =  ±  1.  Der  ente  Factor  von  t  wird  fUr 
kdn  redles  t*  aaU.  Daher  motB  gleichzeitig 

sein,  d.  h» 

u  =  0 


0^  a 

also  (tt  reell):  « 


Für  diesen  Wert  ist  aber 

womit  die  Bebaaptnng  erwiesen  Ist. 

Alle  Ciir?eDpaiikte,  wofür  »  constaat  ist,  haben  dieselbe  Rieh- 

/        dt  \ 
tang  I  wegen      =  —  puj  und  liegen  auf  einer  Geraden  i-,  deren 

Gleichung  dnrch  Elimination  von  C  aas  den  Gleicbangen  (b) 


gewoaoea  wird; 
oder 


ff  Oft  OfC 


«.p«— «  «Vi»*«  — 1  (2) 
Diese  Geraden  L  nmhflUen  die  Cune : 

fl?»—«*«!  (8) 
also  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Ffir  die  Terbindnngsgerade  L  der  Pnnkte  gleicher  Neigung  ist 
gemäss  der  Gleichung  (2): 

dt 

Ä  =  P« 

Fftr  diese  Pnnkte  selbst  als  Garrenpunkte  ist 

dt 

dx  ^ 

d.  h.;  der  Neigungswinkel  der  Geraden  L  ge^r  ii  die  a--Achse  ist 
balb  so  gross  wie  der  Wiukei,  unter  dorn  sie  die  Gurvea  schneidet. 

Für  u  =  CO  ist  pu  -» 1,  die  Gerade  Ina  ist  Asymptote  der  Hy- 
perbel nnd  bat  die  Gleiehong 

«—I  =  0  (2') 

Axcb.  d.  lUtlL  o.  Ph/a.  2.  TL  Ueihe,  XiV.  15 
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Sie  «dmeidot  BfintUcbe  Carven  senkreeht;  die  Sehnittponkte  sind 
iDflexIonspiuikte,  denn  die  iveite  AbMtnng 

.  du 

nird  =  0  und  wechselt  das  Zeichen,  indem 
flTussm  den  negativen  Wert 


-..(*)■ 


annimmt  Daraus  folgt,  dass  die  (  in ven  (b)  vor  ^)  dem  Wende- 
punkt ihre  Convexitiit  nach  uuteu  (der  negativen  ^ Achse  zu) ,  hinter 
demselben  nach  oben  kehren. 

£s  kann  Mch 
werden,  und  zwar  ist  dies  der  Fall  für 

dx 

u=sO  nnd  0 

Der  erste  Fall  ist  bereits  früher  besprochen.  Die  Gleichung 

dx 

erfordert,  dass 

sei  (8.  III.  (e)),  woraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle 

p^u — 1 


sei.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  für  weiche 


dx 
du 


ist  also  wieder  die  Hyperbel 

Wir  hohanpten,  dass  diese  Punkte  Rflckkehrpankte  unserer 
Cnrvenscbar  sind. 


•)  d.  h.  mr  <i  <«,  mlto  Tom  W«idep«nkl9  mit  in  Bitblnng  d«r  pon- 
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Wir  wollen  den  Wert  von  u,  weicher  fttr  ein  bestimmtes  c  die 
Ableitung 

nutdit,  un  naonen  und  »  und  t  nach  Potenzen  von  entwickein: 

«-«.+  («—<.)•  (5-),+  -7—  ■         •  •  • 

Nun  ist  gemäss  Yoranssetznng 

Da  »0  mit  C  sich  ändert,  80  ist  im  allgemeinen  pttQ  nnd  p'<«^  wader 
0  noch  00.  Bio  Gleichnng  pu^  =  0  besitzt  flberhaupt  keine  reelle 
Wurzel;  den  Fall  "0  0,  wofftr  pt^  tind|>%  anendUch  werden,  be- 
tncbten  wir  gesondert. 

Es  iat  weiter 

weder  0  noch  x;  denn  a*«  l^J^i'"  wegen  x'— t*—  1  bei  reellem  1 
nicht  verschwinden.   Demnach  f^Wt  die  Entwicklung: 

Ebenso  *  =  <b +«'(»—«»)• + .  .  . 

«'  SS  lo  .  J)tl0  ^  0 

da  auch     (ausser  fttr  «<,  —  0)  nicht  verschwindet 
Es  folgt 

-  («  -  Wo) [1 +C«  ~  "0)  •       -  "o)3 
Fflr  kleine  «  giebt  es  daher  eine  Entwicklung  von  «^«ö: 
1*—«^  —  .  -  . 

Elngesetat  wird 
d  b. 

Wäre  jetzt  6  «-  0,  so  könnte  nicht,  wie  vorausgesetzt  war, 
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sein,  sondern  hätte  den  (Endlichen  Wert  2c.   Daher  ist  ^  ^^d 

demnach  besitzt  die  Corve  im  Punkte  tatsächlich  einen  Rü(  k- 
kebrpunkt,  eine  segnen.  Spitze  enter  Art.  Sie  besitzt  in  dessen  Käbe 
den  Gbavakter  der  Corve 

wie  die  Ansrechnong  zeigt 

Fttr  <  «  0  wird  die  Entwicklung  iUnsoriscL  Das  ist  der  oben 
ausgescblossene  Fall  «o  =  ^-  zu  <^  ^  0  gebfirt  wegen  der 

Hyperbelgleichung  a-^  «=  1.  Dies  Wertepaar  erhält  man  aber,  wenn 
11—0,  C  —  0  gesetzt  wird.  Der  Pnnkt  gehört  also  der  Cnrve 

«  —        U  .      M,  II 

«Ff  <f  <^ 

an.  Man  leitet  daraas  mit  Hilfe  der  a-Reihen  die  Enkwicklnng  faer: 

« = )/|  (i  -4 *a  -  4 

Deiniuicli  besitzt  die  Cui  ve  C  -=>  0  im  Punkte  m  =«•  ü  den  Charakter 
einer  Parabel 

««-1(1-«)  (5) 

Die  Richtung  der  iangontü  im  Kückkehrpunkt  bestimmt  sieb 
aus  der  Differentialgleichung,  welche  aufgelöst  lautet.- 

1,1 --^^hr^  (»•'±y/^-.*+i) 

und  der  Gleichung 

X«  -    —  1  0 
welcher  der  KUckkehrpuukt  gouttgt,  also 

dt  __at 

Demnach  steht  der  vom  Ursprung  nach  dem  Rüokkebrpnnkt  gezogene 
Badiusvector  senkrecht  auf  der  Tangente  in  demselben. 
Ein  KQckkehrpunkt  existirt  nnr  dann,  wenn 

I  Q  !  >  ij 

Denn  die  Gieichnng 

fix 

verlangt,  dass 
also 
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8cL  Differentiirt  oiaii  diese  Gloichnng  nach  u,  so  kommt 

du         phi  1 

Da  pu  für  M  r=  0  .  .  .CO  bestäudig      i  i^U  «o  ist  positiv, 

wächst  also  best.lndig,  wonn  »  von  0  bis  ngeht,  nnd  zwEr  tob 
bis  OD.  Demnach  ist  die  Bedingung 

dx 

du 

nur  dann  durch  ein  reelles  »  zu  erfflUen,  wenn  |  Cq  |  ^  iy  ist  Da 

für  1  ^-0  I  <C     j    iiictit  0  wird,  also  sciu  Zeichen  auch  nicht  wech- 

sein  kann,  so  nimmt  für  solche  ^  beständig  ab  oder  zu,  wenn  « 
von  0  bis  «  gebt  Ks  ist  fOr 

tf     0       «  ~  1 

Da  19  •<  1>  80  nimmt  tUo  s  von  1  bis  6^  ab.  Gebt  «  von  tt  bis 
so  nimmt  x  von  bis  ab,  ivie  lieh  ans  der  Darstellung 
im  Be^nn  dieses  Abschnitts  ergiebt  Demnach  liegen  die  Onrven 
J  C9  I  <C  n  zwischen  den  Geraden  x  =  x  1 ,  während  die  andern 
darftber  hinausgehen  und  im  Rackkebipunkt  ihre  grOsste  Entfemuog 
TOD  der  I- Achse  aufweisen. 

V. 

Die  Conren     t  —  wo  t    < . » — ,  welche  durch  die  Gleichungen 


(d) 


dargestellt  werden,  besitzen  die  pag.  201  angegebene  Eigenschaft. 
Ihr  Verhalten  kann  aus  dem  der  Curven  t  hergeleitet  werden, 
indem  man  die  Gleichungen 

u 

1 

beachtet. 

Benutzt  man  wieder  x  und  t  ajs  Fuurtiouß^eicbcu  und  setzt 
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X 

Andererseits : 


so  ist 

f  ( Ä,  -  « ;  Co)  -  -       .       (Jo  -  J/f,  +  |-  «,) 
Demnach  hat  man : 

r(Ä,  ^ir;  (J,)  -  C«) 

Die  Gesamtheit  der  Werte  von  tr,  nftmlich 

tc  =  0  .  .  .  Sl^ 

ist  für  beide  Seiten  der  Glcicliuugen  (1)  dieselbe. 

Daher  gehen  die  Curvcn  und  —  durch  Drehung  der  Kbonc 
um  eine  den  Achsenwinke!  (zwischen  -f-x  und  —  t)  halhirendc  (Jerade 
in  einander  über.  Die  Curve  i^^^  U  geht  iu  sich  selbst  über,  sie 
bildet  eine  ausgezeichnete  Curve  der  Schar. 

Die  Geraden  x  »  1,  7  »  —  i  sind  Asymptoten  für  jede  Carve 


(1) 


Dean  es  ist 

dt 

dx 


^         mm  a9  far  (0     0;       0  für  10  —  ^ 


Für  (So  ^  ji  jc  —  U  rcsp.  wird  r  ^  i  und  t 

unbestimmt  Die  Geraden  -f  =  1,  r  —  1  können  also  als  Curvcn 
der  iScluir  (l  )  angi  sehen  werden  und  besitzen  auch  in  der  Tal  die 
pag.  201  augogebenc  Eig  enschaft.  Aehnliciics  gilt  vou  der  Geraden 
«  =  +  1  für  den  vorigen  Abschuitt. 

Alle  Punkte,  in  denen  die  Tangente  dieselbe  Hichtnng  hat,  für 
welche  also 

<te — 

constant  ist,  liegen  wieder  auf  einer  Geraden  deren  Gleichung 
lautet:   

je .  ptt  -  T  =  yp^f-j-i  (2) 

AUe  Geraden  L  umhüllen  den  Kreis 
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der  Winkel,  unter  dem  die  Ganren  von  einer  Gerftd«D  L  gewlmiCtMi 
werden,  ist  wieder  doppelt  Bo  groM,  als  dar  Neigaagswinkel  von  L 

gegen  die  r-Achse. 

Keine  der  Corven  gebt  dorcb  den  Nallpnokt.  Denn  « 0  er» 
fordert,  da» 

lei,  da  der  Venohwiiidaiigswert  10    0  des  erste»  Faetors  -  »  den 

fit 

zweiten  »  od  und  das  Prodnct  —  1  macht  80U  auch  noch  t  0 
seio,  so  mass,  da  die  Kallstelle  des  ersten  Factors  von  Y(to  Sl^) 
das  Frodact  ^     1  maeht,  aach  noch 

€  +     «  -  « -f.  ^  ,r  -  ^  •    w  =  0 
,     ,  99  'ff  SaS 

sein,  also 

-   ur  —  0 

ms  für  kein  reelles  10  möglich. 

Inflf^xionspunkte  besitzen  die  Ciirven  (d)  int  Endlichen  nicht. 
Dieselbt'u  liep^f^ii ,  cntsprocheud  den  Weudeiiuuktcn  der  Cnrven  (b), 
aui  tieu  Asymptoten  des  Kreises  (3),  sind  also  unendlich  fern  und 
imaginär. 

Dagegen  besitzt  die  Schar  Kückkehrpunktc ,  welche  zusammen 
wieder  dun  Kreis  (3)  coustitniren.  Die  Richtung  der  Tangente  im 
KUckkebrpunkt  bestimmt  sich  aus  dar  fur  diesen  geltenden  Gleichung 

dv  X 

fix  X 

verbindet  man  den  Rückkehrpnnkt  mit  dem  Punkt  der  x-Achso, 
dessen  Abscissc  (ioppelt  so  gru'^s  nls  die  des  Rtlckkclir]»nnkte8  ist, 
so  steht  diese  Linie  auf  der  Tangente  normal.  Die  Entwicklung  von 
T  nach  r  iu  der  Nähe  des  Bttckkehrpunktes  ergiebt  sich  aus  Gl.  (4) 
des  vorigen  Abschnitts: 

:.-»-+»••■«..(->+;) -Ip^-.t.v.(-i+;)»+. . . 

Fflr  den  Punkt  -^x^^  )i/2  der  ansgezeichneten  Onrve 
€9    0  lautet  die  Reihe: 

Auf  ganz  analoge  Weise  wie  vorher  beweist  man,  dasi  aar  die- 
jenigen Cnrven  eine  Spitze  besitzen,  fttr  welehe 


232 


Veldtt  ü^t€r  du  Cwrum,  ^krtn  Boftm  der  Taitgmt«  d*M 


Bildet  man  den  Ausdruck  fftr  den  KrOrnnrangsradina  g  eiMS 
Punktes  (b)  resp.  (d)  nnd  setzt 

^-0  resp.  . 

SO  liefert  diese  Bedingung  die  Pnnkto  stärkster  Erttmmnng.  Die 

Bcdingongsgleichang  gestattet  deu  die  IntegrationsconstaDtc  C  resp. 
S  enthaltenden  Factor  als  Fanction  von  p»  resp.  darzustellen; 
setzt  man  den  gewonnenen  Ausdruck  in  die  Intcgrationsgleiclmngen 
(b)  resp.  (tl)  ein,  so  erhält  man  die  Coordiuatcn  der  Punkte  stärk- 
ster Krümmung  dargestellt  als  ratioaalo  Functionen  von  jpu  nod 
yp^— 1  resp.  Yon  pw  nnd  Vp%o-j-L  Snbstitnirt  nuui  also 

so  Verden  die  Yariateln  als  rationale  Fonctionen  von  A  resp. 
dargestellt.  Man  liat  daher  das  Besoltat:  die  Punkte  stftriuter  KrOm- 

mung  liegen  auf  je  einer  Curvc  vom  Geschlecht  0.  Dieselbe  ist  fOr 
die  Schar  (b)  von  der  13.,  fikr  die  (d)  von  der  8.  Ordnung. 

Der  entsprechende  Fall  wird  für  die  noch  zu  discutirenden  Curvcn 
im  folgenden  Abschnitt  nfther  ausgeführt  werden ,  hier  gcntlgo  das 
Gesagte. 

VI. 

Die  Gnrven,  deren  Bogen  der  Tangente  des  Leitstmhl  Winkels 
proportional  ist,  sind  dangestellt  durch  die  Gleichungen: 


(g) 


Ä  ^ 

—    «4-1  C'-f  ■ «  ) .  -  ?M 

Wir  orhaltcu  eine  Curve  der  Schar,  wom  "  »lie  Worte  0  .  .  .  2« 
durchlauft,  otier  auch,  oiitsprcfhond  IV  (H.   \viiiii  v.ir  "  von  n  bis 
0}  gchcu  lassen  niifi  gleichzeitig  iler  Cüu^taulcü  Cq  ausser  ihi  t  iu 
Wert  Cq  auch  ik  u  Lutgegcugeset/.ten  —  Cq  geben für  deu  letzteren 
Fall  aber  das  Zeichen  von  x  nmkeiireu;  dabei  ist 
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Jede  Curve  geht  durch  den  Coordinatcuaiitaiig,  duuu  der  ge- 
mciu&ame  Factor 

Tencbwindet  einmal  fikr  ein  beliebiges  Cq,  resp.  fOr  denen  entgegen- 
geseteten  Wert  —Co»  da  Ar 

<i  i->  0  .  .  .  o 

-«  —  flo  .  .  . » 

und  zwar  beständig  abDebmeud,  da 

d  a' 

Umm 

flu    0  ' 

beständig  <  0  ist  Daher  vorgehwindet  6  +  ^  u  nnr  fftr  ein  w,  und 

hieraus  folgt ,  dass  jede  Corve  auch  uur  einmal  durch  den  Coordi- 
D&tenanfang  geht 

Da  ^  von  c  nicht  abbäugt,  so  hat  wieder  die  Tangente  in  allen 

Punkten,  welche  demselben  »  entsprechen,  dieselbe  Richtung.  Der 
geometrische  Ort  dieser  Punkte  ergiebt  sieb  durch  Elimination  von 
C  ans  den  Gleichungen  (g): 

(1) 

ist  also  eine  Parabel.  Man  kann  diesem  Besoltat  folgende  Fassong 
geben:  Bewegt  sich  eine  Gerade  parallel  zu  sich  selbst,  so  ist  sie 
in  jeder  Lage  Tangente  an  eine  Cnrvo  der  Schar;  sämtliche  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  einer  Parabel.  Die  Achsen  derselben 
sind  den  Coordinatonachson  parallel.  Setzt  man 

1 

-  B  tt  — i  Cosa 

pn 

80  ist  a  der  Winkel,  den  die  bewegliche  Gerade  mit  der  «-Achse 
bildet  Mit  dieser  Bezeichnung  lautet  die  Gleichung  (1): 

x*«— «sin«— ycoacf 0  (1*) 

siß'tt 

1)  er  Scheitel  hat  die  Cuordiuaten  ^sina,  "i^^J^»  der  Brennpunkt 
cos  2  a 

isiu«,  ~'4co8a'    Sümtücbe  Parabeln  geben  durch  den  Coordi- 
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nateiMuifaiig  und  «eboeideii  die  «-Acbso  zvm  xweiten  Mal  in  der  Ent^ 
fernuDg  sin«. 

Die  Canre  der  ParAbelscheitel  soirie  die  der  Breonpnnkte  iit 
Tom  Geschlecht  0;  beide  Curven  liegen  swischen  den  Genden 
«     db  i*  die  sie  als  Asymptoten  beatzen. 

Setst  man  tga  »  0,  also  pu  —  l  (u  mm  «d),  so  erhUt  man  die 
Cnnre  der  höchsten  Punkte  der  Schar 

=  y  d") 
Sie  cutspriclit  der  eiui  ii  llypurbclasymplotc  Uer  üurveu  (ar,  t\  x — 1  =  0 
(pag.  225).  Diu  luflcxiouspuuktc  der  letzteren  Schar  verwandeln 
sich  also  in  Cnlmlnatlonspankte  jener.  Der  Cnlminationspiinkt  be- 
sitzt die  Coordinaten 

Bezeichnet  7  den  Winkel  eines  Leitstrahls  gegen  die  Absdssen- 
achse,  so  ist  also  für  das  Cnrvenmaximnm 

tg  g>  —  Co 

Ebenso  wie  die  Cunen  (a-,  <),  bleiben  auch  die  (1,  y)  zwischen  den 
Geraden  «  —  ±1,  wenn  i  C'o  !  <  %  und  gehen  darttber  hioana,  nm 
sich  ihnen  von  ihrem  Bllekkehrpnnkt  ab  wieder  asymptotisch  sn 
nfthern,  wenn  |  |  >  17.  Dies  geht  diroct  ans  den  Betrachtungen 
des  Abschnitts  lY.  hervor.  Da  bei  den  Cnrven  |  1%  |< 9  die  2te 

Ableitung  ^  stets  dasselbe  Zoichca  bewahrt,  sind  dieselben  be- 
ständig nach  derselben  Seite  hin  convez. 
FOr  den  Rückkehrpunkt  ist 


pu 


■ff» 

Hieraus  folgt  zunächst 

X 

d  h. :  der  Leilstrahl  des  Rückkoliriuiuktcs  steht  auf  der  zugeh(»riiz<  n 
Tangeute  senkrecht,  wie  auch  aus  der  geometrischen  Eigcuschail 
der  Curven  erhellt,  wenn  man  sich  airselben  jener  Eigcuseluilt  ent- 
sprechend ans  uneudüch  kleiueu  Bugcu  cousu  uu  t  denkt    Setzt  mau 

A*-f  1 

SO  ergicbt  sich  die  Gleichung  der  Kttckkchrpuuktcurvo  in  der  Form: 

^-n'^    y  =  -4ir  (2) 
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Sie  ist  von  der  4.  Orduoug  aod  vom  Gcsdiieclit  0.  Durch  Eliiii- 
natioa  folgt: 

y«=  (2') 

Die  EntwiekliHiL'  von  f/  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x  eigiclu 
sieb  iiub  du  eutsprccheudcu  von  /;  für  die  Grcuzcurve  C\  i)  spe- 
cicll  erhält  man  in  der  Nähe  ihres  Derührungspooktea  mit  (2)  die 
Reihe: 

Sie  schmiegt  sich  also  in  diesem  Punkte  ehonüalls  an  die  Farabel 

I  .  (1  —  ^)  an.    (Vergl.  IV.  (5)). 

"  Die  Gleichung  für  den  Krümmungsradius  q  lautet  in  unserm  Fall 

fli*      dt  ^  dy 

folglich 

Die  GteichiiDg  der  Evolute  ist  hicniBch 


(4) 


ff»     •  rftt'  »  ff 

Die  Cur>'c  der  zu  den  Culminationspiinkteu  gehörigen  Krttmniiings- 
mittolpankte  wird  erhalten,  wenn  man  tga  »  0,  d.  b.  «  Q  setzt, 
also: 

=  +  |  (5) 
Der  Krümmungsradius  des  iiOcbsten  Punktes  jeder  Cnrve  hat  also 
den  coDstanten  Wert  f 

FOr  den  Coordinatenanfang  ist 

c+''.  =  o 

Ist  u  =  u^  der  diese  Gleichnng  befriedigende  reelle  Wert  von  so 
ist  also 

das   Cf 
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Diesü  üleichuug  probt  ans  (2')  horvor,  indem  man  x  2t},  y  —  2:' 
setzt.  Mau  erhält  also  die  Curve  der  Krünumiiigsiiiittelpunktf  im 
Coordinateuanfaug ,  wenn  lu.ui  ilio  Curvc  der  Röckkehrpunklu  im 
Massstab  2  :  1  verkleinert  uiul  um  Uü"  um  den  Ursiiruug  dreht 

Die  Bcdiugaug  für  eiu  Krümrouugsmaximum  lautet 


d.  h. 


Da^  fftr  keiu  reelles  u  verschwiudet,  muss  die  Klammer 
werden;  alsdaDii  folgt  durch  Ausrecbnang: 


Es  fragt  sieh ,  ob  diese  Bedingnog  für  ein  beliebiges  C  erfoUbar 
ist.  Differentürt  man,  so  kommt 

^  "  3p  «K  — 1 

Dieser  Ausdruck  ist  beständig  negativ,  dio  rechte  Seite  von  (7) 
nimmt  also  beständig  ab  fbr  ti  ^  0 .  .  .  w.  FQr  « ^  U  ist  die 
rechte  Seite  von  (7)  «>  0,  fftr  «  s  «» ist  sie  —  —  i}»  Die  Bcdingnog 

< 

(7)  ist  also  uur  erlullbar,  wenn  1  C'^  1  =  I  C'-    (  ^  i}  istj  d.  h. 

< 

nur  die  Curvcn,  für  welche  1  C'^  |  _.  i/,  besitzeu  eiu  Krüinmungs- 

niaximuiii.  Als  geometrischen  Ort  der  Punkte  stärkster  KrümmuDg 
erhält  man,  indem  mau  (7J  mit  den  Formeln  (g)  combiuirt: 

liieraus  folgt         pu  \  setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  y  eiu,  so  wird 

a*- -  6«V  -  V  -  0  (8) 

Die  Curve  ist  vom  Gescbledit  0,  denn  setzt  man 

so  kommt 
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3A  .      +  3A«  .  (i*— 1) 

'  "     -h 41*  +  i  V  ^  ~  0* -i-  4/*  -f  ^^'^ 

FOr  A  —  00 ,  0  wird  2  «  0,  y  =  0,     =  i  8y ;  für  1  —  ±  1 

wird  3-  =»  1,  =  0,  und  indem  man  -f  A  «—  1+/*  setzt,  findet 
man,  dass  in  der  Niihc  dieser  Punkte  di*'  Annäherung  gilt: 
y^  1(1^7).  Die  Curve  der  zo^ehörigen  Krümmungsmittelpankte 
ergiebt  sich  aas  (4)  and  (7) : 

„  (x*+i)(A«-i)3 


Pflr  Jl-         ist  ;-0,  ,;  =  ±|,  ^«  =  1(14:,^); 

für  A  =  ±  1  ist  ;      +1,  17  =  0,   ti*  «  36  .  (I  ~  cj». 

Die  Curve  (9)  ist  zugleich  der  geometrisclie  Ort  der  Rückkehr- 
pankte  unserer  Kvolutensehar.  Dies  eriricbt  sich  in  gleicherweise, 
wie  früher,  iudem  man  ^,  9  (Gl.  (4))  nach  Potenzen  von      ti^  ent- 

fdckelt,  wo  rtQ  der  Gleichnng  ^^^^  =>  0  genagt,  nnd  biemiif  ,7  dorfb 

I  ausdrückt.  Genügen  $0,  ig«  den  GleichuDgcn  (9),  so  ergiebt  sich 
eine  Entwicklung 

ffo  — •ß—li»)4'*  •  .,woa^O 

Die  Gleichung  der  Evolvente  ergiebt  sich  aus 

Hierin  bedeutet  n  die  liogenlaii.c,'«  der  ursprünfjUchcn  Cnrve  (x,  v), 
gezählt  von  einem  beliebigen  Punkte  ab.  nauilich  demjenigen ,  bei 
welchem  die  Abwiekelung  eines  Fadens  zu  heginnen  hat,  dessen 
Endpunkt  die  betreflende  Evolvente  beschreibt.   Man  hat  daher 

S         t  ~j-  y 

WO  y  eine  willkürliche  Constaute}  somit 


«  —  —  «  i?-  —  1/  ^ 


(10) 


Es  ist 

dT 


nnd  daher  das  Bogenelemcut  der  Evolvente: 
Nnu  ist 
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aläü 


Für  das  Integral  findet  man: 


./       *  *  Om**t 


also 

—  arctg 


r 

I         U  tili  =  I 


S  —  ^-|-2C«4-21(>gajj'<  -2y  .  arctg *^tt  (11) 

y  ist  bestimmt  durch  den  Aufangspuukt  il'  r  Abwicklang,  Sq  dnidi 
den  Pnnkt,  von  dem  ans  der  £voiventeubogen  gemessen  wird. 

ErsetM  wir  in  Oleiclwng  (II)  die  Grössen  C  und  y  dnreh 
8ia\  C*  und  y\  wftbrend  «  beibehalten  wird,  so  folgt  dnrch  Sab- 
traction: 

a^ü'  ^  JSQ-6f,'  +  2  .  iC-C  )  .  «-2(y  — y  )  .  arctg 

•s 

Wfthlt  mau  jetzt  8^^8^\  y  =  y\  so  wird 

Ä— iS' -2.((7— C)  also 

**=^i5|'  (12) 

Der  Parameter  «,  mit  dessen  Uilfe  wir  die  Curvcn  dargestellt  haben, 
hat  also  geometrisch  die  Bedeutung  einer  der  Differenz  zweier  Evoi- 
ventoubogGii  proportionalen  Grösso.  Um  eine  möglichst  eiii£acbe 
Darstelluug  von  u  zu  erhalten,  wollen  wir  folgeudermassea  ape- 
cialisiren: 

y— Oj    ;:;o  =  ^}    6'=«0;    C  «  —  « 

d.b. 

Die  Abscissenachse  wird  von  jeder  Curve  [x,  y)  in  einem  festen  und 
einem  beweglicheu  SciiuiiLpuulil  gctruffeu.    Jeuer  ist  der  Cuordi- 
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nateuaufang,  für  diesen  ist  stets  -  «  0,  tl.  h,  /  =  0  oder  «  =  y.  In- 

dem  wir  also  y  =-  0  w  ahlen ,  bestimmen  wir ,  dass  die  Abwickelung 
bei  dem  b^woiriichen  Schnitt  za  beginnen  hat.  Nnn  ist  in  Folge 
onserer  Festsetzang 

S  ~  Slogat»;  S'  ^  —29u-|-2Iogok<( 

somit  für 

tt  =39  «K     <S  —  21og«ifttt,  3'  —  —  2q«+21ogtft(» 
«  ^  2«:      ^  41}»,  8'  =sO 
indem  man  die  Gleichungen 

«,0  —  1,   a,(«-|-2o»)-e»?(«+">a,a  [18.(6)] 

beachtet  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Bogen  8  und  8*  von  dem- 
jenigen Punkt  an  zu  z&hlen  sind,  in  welchem  sie  die  Gerade  s  *•  1 
senkrecht  treffen,  da  fftr  «  —  0 

X-1,   j^  — Oist       (Gl.  (10» 

ferner,  dass  der  aus  zwei  symmctrischea  Zweigen  bestehende  Bogen 
8'  in  seiner  rechten  Hälfte  als  negativ,  in  der  linken  als  positiv  zu 
betrachten  ist  In  der  Tat  entsteht  ja  andi  die  rechte  Hslfte  nicht 
dnrch  Abwickelung,  sondern  durch  Anfwickelnug,  d.  h.  negative  Ab- 
wickelung des  erzeugenden  Fadens. 

Hiernach  wird  der  zu  einem  beliebigen  Punkt  eiuM*  beliebigen 
Cnnre  (x,  y)  oder  (x,  0  gehörige  Parameterwert  »  folgenderroassen 
ermittelt  Man  bestimme  vermittelst  der  Parabel  resp.  (Geraden, 
welche  durch  diesen  Punkt  geht,  und  welche  alle  Punkte  gleicher 
Neigung  verbindet,  die  Punkte  der  Curven  CJ»  i},  Q  —  0  der 
Schar  (g),  wekhe  jenem  Punkt  entsprechen,  also  dasselbe  «  besitzen, 
ziehe  die  Tangenten  in  diesen  letzteren  Punkten  und  rechne  die 
Bogen  8,  8^  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  an  Cq  reep. 
C^— 0  gelegten  Tangente-,  die  unter  Beachtung  des  Zeichens  ge- 
bildete Differenz  8—8*  ist  dann  das  3i}-fache  des  gesuchten  Para- 
meters «. 


Digitized  by  Google 


240 


JnhaU. 


Inhalt 


L  Di«  Differentialgltiehungen  der  drei  Garrenseliaren  «od  ihn 

InMgration  dnrcb  elliptiiche  FanctioiMii  SOO— SM 

II.   Bctrachtnng«!!  der  in  den  Int^ralgleicliangen  Mfirctenden  we- 
delten eUiptiwben  Functionen  S04 — SlO 

III.  Die  enAlytieelien  Bigeneebuflten  der  fategralensdrftcke  ....  tlO — S19 

1)  Traniformation  ^er  Ausdrücke  in  einander  pag.  210 — 219. 

2)  F.ntM  ickclniiir  in  l'i  f^^nzrciliRH ;  Kindcmiglceit,  reelle  Werte 
pnpr.  "213 — 217.  3)  Kmiührun,' i^'T      -Functionen  pag.  217 — 820. 

4)  Einführung  «1er  TlH  t.ifuti  'iioiu'Ti ;  Tiilxll«'  zur  nororhnnn<5 
pag.  220 — 222.  5)  DiÜercutialautdtQckc  der  lutegralc  pag. 
222—223. 

IV.  Die  Ciirven  (r.  /)    .  •   223— S39 

1)  Eiiu*  Transformationsgleicluitii,'  i'Il'.  223 — 224.  2)  Vorlauf 
der  Cui'vcn;  Punkte  gleicher  iNeigung,  Rückkehrpunkte  pag. 
224—229. 

V.    Die  Curven  (x,  r)  229—232 

1)  Tranfiformfltionsglciohung  pug.  229 — 230.  2)  Verlauf  der 
Carvcn;  Punkte  gleicher  Neigung,  Unckkehrpu'.iktc  j>ag  230— S3I. 

3)  Punkte  atirkster  KrQmmang  png.  831 — 838. 

VI.   Die  CnrTen  (x,   889^239 

I)  Analydiehe  Darstellung  png.  238.  8}  Verlanf  der  Carven ; 
die  Parabeln  der  Punkte  gleicher  Neigung,  bOchete  Punkte, 
Rftckkebrpnnkle  png.  838— S3S.  3)  Die  ETolntenecbar  nnd 
ibre  ansgezcirhncten  Carven;  Pnnktc  st&rkctcr  Krflnmnng  pag. 
83ft— 837.  4)  Die  Evolventen;  die  RvoIm  ntcnbogen;  geometr. 
Bedentnng  der  Hiifsvariabeln  «  pag.  887— 2ad« 


Digitized  by  Google 


241 


Zur  Theorie  der  Spiralfläcnen« 

Von 

Dr.  £bn«r,  Schulamtscaadidat 

in  Boftock« 


Einleitung. 

Die  vorUegondo  Arbeit  soll  eineu  Beitrag  zn  der  Discussiou  ge- 
wisser Flächeu  enthalten,  welche  bisher  weaig  im  Zasammenbang 
untersucht  worden  sind.  In  die  Betrachtuog  eingefübri  siud  diese 
ilftcben  zaerat  von  Herru  Sophus  Lie  ,  der  mch  seit  1871  mit  ge- 
wissen Corven  taf  ihnen  beschäftigte  and  ihnen  gelegentlich  1878 
den  Knmen  „Spiralilftchen'^  erteilte  Heir  Im  fand  anch  den  Zxt 
sammenhang  dieser  Flachen  mit  einer  gewissen  conforraen  und 
linearen  Transformation  des  Ranmes*).  Yon  einem  anderen  Qe- 
sichtspankte  ans  wurde  1878  Herr  M.  lAyj  auf  diese  Flächen  ge- 
führt, als  er  versncbte,  das  bekannte  Theorem  von  Bonr  jRlr  die 
Schranbenfläcfaen  weiter  zn  verallgemeinern  *);  er  gab  ingleieh  äne 
kinematische  Erzeugong  der  Spiralflächen  und  bestimmte  die  Form 
ihres  Idnienelements.  Seine  Ergebnisse  worden  dann  von  Herrn 


1)  Vgl.  Im  «ad  KMn,  M»ih«n.  Ann.  Bd.  IV,  p.  SO  Li«,  Math. 
Ann.  Bd.  V»  p.  S04$  Bd.  ZX,  p.  857  i. 

S)  Vgl.  Lie,  VorlMangenl  aber  DillemlUlgleiebangmi  «le.,  bsarb.  und 
hoiq;^  TOD  SdMlbn,  p.  SSO, 

S)  Vgl  lAfj,  Sur  le  ddfvloppenmt  des  mrikeei,  dost  l'dlemeiil  Had^M 
ett  es^iMble  pnr  an«  foaetion  homog^ae,  C^apt.  read.  IS78,  p.  7S9  ff.  d«r 
Hole  vom  IS.  Kovwnber. 

AjA.  S.  JUtk.  1.  Phfs.  t.  fUüU,  T.  ZIT.  tS 
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Darbüux  auf  eine  elegantere  Form  gebracht  Auf  mehr  mechani- 
schem Woge  kam  in  neuerer  Zeit  Herr  Staude  auf  die  Spiralflächeo, 
indem  er  sich  die  Aufgabe  stellte,  gewisse  Betrachtongen  Lie^s  ttber 
geodfttlBche  Linien  za  yeraligenieiiim  and  in  «ntenaehen,  waan 
die  Bahnconren  eines  bewegten  PnnIcteB  nnf  einer  FlSdie  eine  In- 
finiteelmale  Tnuisfomuition  geetatten^. 

Bie  vorliegende  Arbeit  selbst  ist  in  drei  Abschnitte  geteilt.  Der 
erste  giebt  die  Einführung  der  Spiralflächeu  als  die  invariautea 
Flächen  der  conformen  projectlven  infinitesimalen  Transformation 
des  Raumes  (§  1 — 7).  Der  zweite  Abschnitt  entwickelt  alsdann  all- 
gemeine Eigenschaften  der  Spiralflächen,  specieil  die  Furiu  ihres 
Linienelements  (|  8  —  11).  Der  dritte  Abschnitt  .deckt  schliesslich 
die  Besiehnng  dieser  Flächen  zu  dem  Problem  der  Bewegung  eines 
Pnnicles  anf  Olterflftehen  nnter  Einfloss  einet  Kiiftefnnetion  nnf 
(§  12  ^  Ende). 


I)  Vgl.  Darboux,  Le900s  «ur  U  thdorie  gdn^rale  des  surfacef,  Bd.  X, 

I».  197  ü; 

S)  Vgl.  Staude,  Berichte  der  math.-pb^f.  Klaste  der  Kgl.  Sich«.  Ges.  d. 
WifMBieliaftea  ra  Leipzig,  1893,  p.  4S9  ff.  Tom  IS.  Otdir, 


« 
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Ekster  Absclmitt. 

Ballkniii(p  der  SpiräUidMn  dmh  41«  «MflBraM  proJeetiTe 
iBlIaltMbul«  TnuHformtlM  4m 

I 

II 

DU  projectioe  Transformation  des  Rautnen. 

IMe  allgomeine  projective  Trtnslbrraatioa  des  Raomos  wird  be- 
kftiintUcii  dais«slellt  dnrch  die  Gleiehnngon  0: 

*"  «4i«+«4tir-f-aw*"f^ 

anter  a.«  (i,  ^  1,  2, .  4)  gegebene  Constanten,  unter  (xi/z)  die 
Cartesiscben  Coordinatea  eine«  BanmpUDktes,  unter  («iM)  di^enigen 
eines  Bildpanktee  verstandeii. 

Die  Oleicbongen  1)  reprisenCiren  eine  ganze' Scbar  Ton  Tiant- 
formationeo,  wenn  man  anter  den  irgend  welcbe  willkflrliche 
Grössen  verstebt;  diese  Transformatioaasebar  ist  t5-gUederig,  da 
anter  den  16  Grössen  ajt  nnr  16  wesentlicb  sind  *). 

Die  Schar  1)  stellt  zogieicb  eiuc  Gruppe  vun  Trausformatioueu 
dar,  d.  h.  zwei  auf  eiuaoder  folgende  Transformatioaeu  der  Scbar 
sind  mit  eiiu?r  einzigen  Trausformatioa  aequivaleot,  welcbe  bereits 

iu  der  Sciiur  euthalLeu  üt 

Denn  bezeichnet  karzroa  diejenige  Transformation ,  die  den  Paokt 
(xyz)  in  (xi^iaa)»  Taa' diejenige  Ti  iu^formation,  welche  weiter 
in  {xifr'i)  tiberfahrt,  so  kann  man  beide  Transformationen,  nach  ein- 
ander angewandt,  ersetzen  durch  die  eine  Transformation  Ta,*"; 
welche  direct  («y«)  in  (x^y^z^)  überführt,  and  für  welche  als 
Function  von  oik  und  oik'  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

2)  oA'-iJW.a*»,         — 1,.  .  .4) 


I)  VgL  Lie,  Tbeorie  der  TrAoiforaiatioasgruppea,  I.  Absch,  p.  554. 
8)  YkI.  Li«,  L  e.  I,  p.  S. 
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diese  Trusfbnnation  3W  ist  aber  bereits  in  der  Schar  1}  ent- 
halten. 

lü  der  Schar  1)  ist  auch  die  sogen,  iduiiü.sche  Transformation 
enthalten,  welche  den  Punkt  {xyz)  in  sich  selbst  überführt  >).  Für 
diese  wird: 

8)  a*— 1,  a<4-0   (»Ä-l,,  .  .4) 

Setzt  man  demnaeh 

4)  ati  =  l+do«,   Qtk  —  doOf 

so  erhHlt  man  ans  1)  die  sogen,  infinitesimale  Transformation  des 
Banmes,  welche  (cys)  in  den,  ihm  anendlich  benachbarten  Punkt 
(«BgViH)  überführt»  unter  (hut,  dod  dabei  nnendlich  kleine  OrOsies 
1.  Ordnung  verstanden. 

Bis  auf  aneudlicli  kleine  Grössen  2ter  nnd  höherer  Ordnung  ist 

also 

Gemäss  4)  und  5)  werden  damit  die  Gleichnngen  2)  unter  Vernach- 
läwigang  unondlicb  kleiner  Grössen  2ter  and  höherer  Ordnung: 

—  d«4i  ff*  —  da45y«  —  ^«41     +  ^4 

Die  bisher  noeh  wiUkQrfiehen  OrDssen  «ih  seten  nun  ate  reelle 

Function en  eines  Parameters  t  Toransgesetzt,  dessen  Wert  der 
identischen  Transformation  entsprechen  möge,  dann  kann  maa 

7)         d«„-d«a  -  \^^^  '  ^  -  «onst. df  := 

doi^  »  a^ötf    Öa^^  BS  a^dtf    ^0^4  —  a  tit 


1)  VfL  Lie,  1,  ft.  I,  p.  fiS4,  $  tS4. 

9)  Tgl.  Lio,  Vorlerangra  aber  Dißbrontialglcichangcn  etc^  bcarb.  aad 
h«»g*  von  Schcffcrs  p,  76,  wo  stt  4ea  Obig«n  «ndoga  Betndrtangen  ftr  <tie 
Bb«M  «ogwuUk  aind. 
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* 

—  ^«4,  =■  a,,  3<,    ^ 0040  —  Ojs (5f ,    —  0040  «000^ 

vro  die  neuen  Grössen  «i, .  .  .  a,,«  o^,       nunmehr  be- 

stimmte Constauteu  bezeichnen. 

Setzt  man  noch  zor  AbkAnong: 

80  erhält  man  aus  6)  uud  7)  als  Gleicbuiigeu  der  projecü\eu  iuüm- 
teeimalen  Transformation  des  Baomes: 

9)  — &-«'^0l 

yi  -  :/  ^     -  '/  tJ« 

«1  Ä  ■=»  03  ™ 

die  wir  knrz  durch  das  Sjrmbol  reprftseotiren  *): 

10)  Tf  =  i{xy»)  1^  -f  ni^lf»)     +  iio^l/z^  |{ 

Interpretirt  man  0<  als  das  Zeitelement  dt^  so  kann  man  die  infini- 
tesimale Transformation  10)  als  die  Definition  einer  stationären  Be- 
wegung einer  incompressibcin  Flüssigkeit  aufiassen,  vermöge  welcher 
das  znr  Zeit  t  ^  t  OtU  der  Stella  (nj:)  des  Raumes  befindliche  Tfilchcn 
eine  Geschwindigkeit  besitzt,  deren  (jompoaenten  die  Werte  ivii  in 
8)  sind. 

Die  cun forme  projectioe  infinUegimale  Tramfvnnatton  ä€»  liaumet* 

Es  sollen  nnnmehr  die  Bedinguogen  ftkr  die  Gonformtt&t  d«r 
projectiTen  infinitesimaien  Transformation  Tf  des  §  1.  aufgestellt 
werden. 

Sind  iu  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  u,  r,  w  die  Coordi- 
uateu  einr^  Punktes,  so  wird  das  Quadrat  des  Liuieuelements  in 
diesen  Cuordinaten: 


1)  Vgl.  Lie,  I.  c  I»  p.  54. 


246 


1)  <!•>  —  £<fo«4.J*40>+(?i2i9*+2L<hr<h9 

wo  die  E.  G  ^  Lf  Af,  N  Fuuctiouen  der  drei  Variabelen  «,  w 
sind.  Soll  dieser  Raum  nun  eine  TransformatiOQ  in  sich  selbst  von 

der  Form: 

2)  u^ss^tmiU  »,«2(iiw) 

gestatten,  so  lauten  die  Bediagaugeu  für  die  Coaformitüt  dieser 
Tnnifoniiation 

nod: 

Hierin  siod  die  F,  (7,  Af,  A  der  linken  Seiten  Functionen  der 
Functionen  diejenigen  der  rechten  Seiten  Functionen  tob 

V,  tp;  die  unteren  Indices  1,  2,  3  bedeoten  die  partielle  Differan- 
tiatlon  nacb  beseidmet  daea  P^yportioiiaUtitsfiielor,  dar 

eioe  Fimctloii  toii  «,«,10  ist  nttd  fttr  die  identiaclie  Transforniation 
des  Lintenelemeiits  1)  gleidi  1  wird. 

Wählt  man  im  Besonderen  die  Functionen  9,  2  2)  ^"'"^ 
so,  dass: 


1)  Ygl.  Knoblauch.  |SiBl«jtuttg  in  die  allgenfiiif  Tbeone  der  kromcv 
Flteben,  LrifKig  1SS8,  {  «r. 
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ond  berflcksicbtigt  man  dann  die  für  jede  eiudoutige  nud  stetige 
Fonction  /  bis  auf  Glieder  Iter  Ordnung  giltige  Entwicklung: 

wo  di«  unteren  Indicee  die  partieUe  Differentiation  nach  u,  v,  w  be- 
deuten, 80  erhält  man,  da: 

gesetst  werden  kann,  aas  8)  nnd  8')  als  Bedingungen  für  die  Con- 
formitflt  der  infinitesimalen  Transformation  i): 

und: 

7')  i^{+Ji,irf  «H-Ii(ih+ifcH'Äh4-Öft4-^+^  - 

Fflr  nnseren  Fall  des  gewöbnliehea  Baames  ist  nnn: 
8)  II     af,   »  —      «  — ■  « 

SO  dasa  die  Gleidinngen  7)  nnd  7')  werden: 
oder  1*  eiiminirt: 

10)  ?x-t?,-o;  i?,-i3--o,  ;,-;s-o 

Bildet  man  diese  Oleichnngen  nnn  für  die  Werte  8)  !n  §  1.  Yon 
so  erfaUt  man  filr  die  Constanten  daselbst  die  Bediagangen: 

11)  ai  —  A3        -=»  —  i„    aj,  —  0 
6y  —  Ct,   *s  =  —  «1»»   om  —  0 

Setzt  man  noeb  för  das  Folgende: 

12)  —     «t  —  ^"f  «i— «».      —  —  i 

so  wird  das  Symbol  der  eonformen  projecdven  infinitesimalen  Trans- 
formation  des  Banmes: 
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13)  =r/-4^,g+j| 
WO      die  Werte  lutbeo: 

18'  \       «  -|-  ^  T  —  ny  ma 

Setzt  man  von  den  7  Constaaten  &,  ^,  1,  m,  n  eaccessiTe 
die  eine  gleich  1,  die  übrigen  gleich  0,  so  erhftlt  man  «os  13')  <Ue 
InfiniMmale  Tnuiformation  der  Translation  nach  der  y-,  «-Aze, 
der  Aebnlichkeit  in  Besag  anf  den  Ursprung  und  der  Rotation  am 
die     y-  and  «-Äze 

Die  allpemciii'"  conforme  projective  intinitesimale  TransformaHoti 
des  Raumes  ist  also  linear  mit  Constantf^n  aus  diesen  7  besonderen 
inünitesimaieu  Transformationeu  zusammengesetzt. 


§  3. 

2)i«  MMrianlm  Pvmlctt  der  conformen  prcjectiom  tnfinketimälen 
JY<m»formaticn  de»  Mamma, 

Um  zu  untersuchen,  ob  irgend  welche  Raumpnnkte  bei  Auwen- 
dung unserer  Transformation  in  sidi  übergehen,  ftir  die  Transfor- 
mation also  einzeln  invariant  bleiben,  hat  man  das  Gleich ungssystem 

zu  biidtjü 


1) 


1J-0,  t-0 


wo  I,  Vi  t  die  Werte  13')  des  §  2  haben.  Unter  der  Voraussetzung, 
daw  die  Determinante  des  Systems  1): 


2) 


k  — H  m 

n       h  —l 

—  m       l  k 


nicht  ▼erechwindet,  was  erfordert,  dass    ^  0  ist,  wird  dem  System 

1)  allein  genügt  durch  den  Punkt: 


1)  Vgl.  Lie-Scbtfiers,  1.  c.  Beispi«!«  zu  Cap.  XI  and  XU,  «owie  Sl» 
Z.  2  T.  u. 

2j  Vgl.  Lie-Scheff«r8,  1.  1.  p.  341,  $  3. 
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—  A;»  +  n«)  -  am)  —  n(&ro  -f  «Ij 

"Ünter  der  Voraussetzung  1=0  kann  maD  folglich  den  einzigen 

invarianten  Pnnkt  3j  znm  Anfnngspnnkt  0  eines  neuen  Coordioaten- 
systems  (OV'y'«')  wählen ,  dessen  Axcu  denen  des  ursprünglichen 
Systems  (Oxyz)  parallel  sind  Das  Symbol  der  infinitesimaleii  Trau»- 
formatioa  sei  in  den  neuen  Coordinatou      y',  «' : 

-  2i'  «  fl-m(To4-a:'}+A«i»+|r')+*(*^+«') 

odflr  da  (o-oyo*»  80  gewfthlt  ist,  dass  er  den  Gleichungen  1)  genügt, 
80  wird  in  6)  unter  nachträglicher  Weglassuog  der  Accente 

6)  I  —  njr  -|-  nur 

Ist  dagegen  0,  so  erfordert  das  Zugleich  bestehen  der  Gleichungen 
1)  iur  die  Coustauten  die  Bedingung: 

in  diesem  I'aüü  sind  aile  Punkte  der  Geraden: 

-  a 

einseln  invariant,  und  die  Transformation  77  in  §  2.,  13)  bat  die 
Form: 

9)  S     o  —  ny  +  »w 

1J  —  Ä  —  1»  +  IMS 

t  —  «  —  «•»  +  ^ 


1)  Vgl  Lie,  1.  c  I,  p.  56,  §  14. 
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lüterprcürt  mau  it^C  wieder  als  Geschviiudigkeitscomponenten 
eines  Baumpunktes  (xj/z)  zur  Zeit  so  iavolviron  die  GleichougeD 
6>  flioe  Bewegung  des  Rftumea,  bei  welcher  bezüglich  ^t/^  Besoltantiii 
▼OB  Bwei  Yenchiedeiieii  Gesebwtiidigkeileii  Bind:  einer  mil  den  Com* 
ponenten: 

10)  X»,  i^,  kM 

welohe  in  die  Richuing  des  Badinsvector  ftUt  und  vemOge  weldier 
der  Banni  in  Bezog  nuf  den  Ursprung  in  dem  constanten  VerbÜt- 
niss  h  dilatirt  wird,  und  einer  zweiten  mit  den  Gomponentea: 

11)  —  «y  +  flii,    —     -f-  nx,    —  m*  -f- 
weldie  senkrecbt  auf  der  Richtung: 

Steht  und  vermöge  welcher  der  Banra  um  diese  Richtung  mit  der 
constanten  WinJtelgeschwindigkeit 

rotlrt;  die  Geschwindigkeit  6)  ist  also  componirt  ans  einer  Dil«> 
tationsgeschwiDiiigkeit  in  Bezog  auf  einen  festen  Pnnltt  and  ans  einer 
Rotationagescbwindigkeit  um  eine  feste  Aze 

Analog  besagcu  die  Gleichungen  9),  dass  bezttglich  die  Re- 
sultanten einer  Translatiousgcschwindigiceit  des  Baumes  mit  den 
Componenten  a,  b,  c  und  einer  BotationsgeBchwindigkeit  mit  den 
Componenten  11)  sind;  sie  intolviren  also  eine  sog.  Endidische 
Bewegung  des  Baumes  >). 

Im  Folgenden  bezeichnen  wir  die  infinitesimale  Transformation 
6)  kurz  mit  T,»      inüniteslmale  Transformation  9)  mit  2^ 

«  4. 

ZHe  NormcUf*'i7neri  <ler  n>nfmviei\  imjtcticen  mfinüe»imcUen 
Tr<Ui»furmatioii  des  Jictuma, 

Die  Transformationen  7,  und  7,  des  9  3.  können  noch  weiter 
vereinlscht  werden,  indem  man  die  Riehtnngen  der  Coordinaleoazen 
in  bestimmter  Weise  wählt. 


1)  Vgl.  Dwbo«.  I.  1.  It  p.  107,  Nr.  89,  wo  dardi  ein«  danrtige  kiae- 
«aliicbe  Betraebtiiog  die  SpinllUdiaD  «ingefahrt  werden. 

))  Vgl.  Lie-Sebeffert,  Ii  c.  p.  15,  )  4. 
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Bezeichnet  m  diegem  Zwccko  wieder  (Ox'y'i)  ein  Coordinaten- 
s>stcm,  dessen  Ursprung  der  iuTariant«  Pankt  0  der  Trans furination, 
dessen  Axen  aber  mit  den  alten  die  Richtungacosini  (ß. /J.y,')  — » — 
1,  2,  3  —  bilden,  so  gelten  bekanntlich  di»  Traasformationftforoiela : 

In  den  neuen  Coordinaten  x\  y',  a'  sei  das  Symbol  der  lonuite- 
simalen  Transformatiou ; 

Dann  ist  ^) : 

vorin  BOch  far      die  Werte  6)  bzbw.  9)  des  §  3.  —  aber  ausge- 
druckt in  x'y'z'  —  zu  setzen  sind.    Führt  man  zunächst  die  Sub- 
stitution der  Werte  6)  des  §  3*  fOr      au  uod  ordael  nach  «« 
so  erbalt  man  für  6): 

4)    r  -  *(«,x+/J,y+y,a)+(«ft-i»y,)H-(-««i+/yi)H-(«i«i-  Vi)« 

if*  —  *(avJr-{-/?jii/+)'«»)-4-("|?i— OTy5j)x-|-(-ii<r,-|-/y,)y-i-(f»crs  -  iiS,)j 

Nunmehr  wähle  man  die  Ricbtoog  (t^ifz)  der  neseii  «'-Axe  so,  dass 
die  Proportion  gilt; 

Setzt  mao  daon  zur  AbkOrzoDg; 

and  beachtet,  dese  in  der  Determinante  der  9  Bicbtaugscosiat  die 
SnbdeturmiDaate  jedes  Elemeats  gleich  dem  £lement  selbst  ist,  so 
folgt  ans  4)  nad  6): 

oder  ans  1)  die  nenen  Coordinaten     /,  /  eiogeltobrt: 

^^^^^^^^^^^^^^  • 

1)  Vgl.  Liei  Theorie  der  Traoslui  muttonsgnippcn,  I,  p.  56,  §  4. 
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Analog  erhftlt  man  ans  8)  fttr  die  Werte  9)  des  $ 

8')  I'  «  a'  -  ly 

=     4-  r«' 

unter  o',     ^  neue  Con&taoton  (die  Trenaformirten  TOn  a,  5,  «  auf 

das  neue  System,  so  dass  z.  B.  c'  (ai-j-im-f-cn)  verstan- 
den.  Verschiebt  man  noch  far  8')  das  Coordinatcusjstem  (OsV*  ) 

—  ^  ,  ^  ,  Oj  als  nenenUr 

Sprung,  SD  erhält  man  schliesslich  aus  8)  und  8')  imti  r  nachträg- 
licher Wej^'l  assuTi!^  der  Accente  die  beiden  Normal fornum  der  con- 
^urmen  projectiven  infioitesimaleu  Trausformatiou  des  Raumes'): 

9)  I  =  far  —  ry    \        bzhw.       ^  —  —  ry 

fj      ktf  -\-  rx    )  t)  —  rx 

die  für  das  Folguude  kurz  mit  T^'  und  T^'  bezeichnet  werden. 

Fttr  r  «  0  erbslt  man  aus  T,'  die  infinitesimale  Aebnlichkeits- 
tiansformation  in  Bezug  anf  den  Urspmng,  fQr  1?  s=  0  die  infiniteä^ 
male  Drehnngstransformation  nm  die  «-Axe;  aus  diesen  beiden  Trans- 
formationen ist  J|'  linear  zusammengesetzt  und  heisst  deshalb  die 
erweiterte  Aebnlicbkeitstransförmation  oder  Spiraltransformation  *> 

Für  r  =  0  erh«1lt  man  aus  T^'  die  infinitesimale  Vcrscliicbungs- 
transformatioQ  l&ngs  der  s-Axe,  fttr  c  *»  0  die  infinitcsimalo  Drehungs* 
transformation  um  dieselbe  Axe;  aus  diesen  beiden  Transforroationen 
ist  n1<:o  TJ  linear  componirt  und  heisst  deshalb  die  infinitesimale 
Schraubeatransformation  des  Kaumes 


1)  Vgl.  Staade.  Lcipz.  Ber.  1893  vom  31.  Jali,  ]».  5SS»  (19)  wd  (t«'> 

2)  Vgl.  Lie-Scbcffcrs,  1.  c.  pag.  943,  4.  Beisp. 
a)  Vgl.  I.ie^8cb«fferit  L  e.  p.  SU,  |  1,  Bcup^ 
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§6. 

Dit  mdHAe  QrtippK  der  eon/onm»  prtfeeUom  iti^hdtetimalen 
TVansforwwtion  de*  Ramm, 

Um  zn  einer  vorgelegten  infinitesimalen  Transformation  Tf  die 
dazn  ^oliörige  Gruppe  zu  finden,  bat  man  das  simultaae  System  gd- 
wöhniicher  Differeotialgleicbaugea 

4{xyz)      fjixyz)  C(«y«) 

m  integriren,  unter  I  den  Parameter  der  Gnippe  Teretanden,  ndt 

den  AnfftDgibediuguugen: 

Für  die  Transformation  Ti  wird  1)  nach  §  4,  9): 

Die  erste  dieser  Gleichungeii  giebt  das  Integral: 
8)  —  arc  tg  1^  —  r  lüg  Vx^        —  cottst. 

die  zweite  nach  Combination  mit  der  ersten: 

4)  52,  —  log  y«»4-f«— log«  SB  eoaet 

Die  dritte  Gieiciiung  1)  eudlicb  ergiebt  das  integral 

6)  Wm        —  t  4-  conat. 

Bestimmt  man  die  Gonstanten  ans  den  Bedingungen  l'y  so  werden 
die  3  Integrale  von  2): 

6)    ikarctg^— flog yx^-i-i^'A-  iarctg -^-rlog 

log  Vic^-^-y^  —  log  *  =  log  Va^-j-y^  —  log  «0 

log*  logg» 


1)  Vgl.  Lle-8eheSm,  I.  e.  p.  115,  §  t:  Lie^  1.  e.  1,  p.  BS  iE,  §  IS. 

2)  Vgl.  Lie-Seheff«n,  1.  c,  p.  SIT. 
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Um  diese  3  Gleichungen  nach  r,  y,  r  aufsolösen,  fahre  xnaa 
Polarkoordioatoa  ein  durch  die  GleichoDgen: 

7)  drss^eos^,  y=s^8iii9,  m=m 

Die  Gleichangeu  6)  werden  dann: 
S)  V  =  ^  4-  rt 

flo  dase  die  Oleichangen  der  eodlicbeB  Gruppe  von  T^'  nach  7) 
werden 

8')        «  =s  0«    £01(91«  4-    =  ^'(«f  <^>*^  "  9b 

Diese  Gleichangen  reprftsentiren,  wie  speciell  aas  8)  ertichtUch^ 
eine  Transformation  des  Raumes,  bei  welcher  jeder  Raampunkt  am 

die  :-Axe  um  den  Winkel  rt  gedreht  wird  und  gleichzeitig  an  einer 
ähnlichen  Dilatation  des  Raumes  in  Beza;;  aaf  den  Ursprung  in  dem 
CODStanten  Verhältnisse  e**  teilnimmt ;  oiu(^  solche  Transformation 
do«;  Raumes  soll  kurz  eine  Spiralung,  die  Gruppe  8'}  also  die  Gruppe 
der  Spiralung  heissen. 

Bildet  man  das  System  gewöhnlicher  DifferentialgleicliaDgen  1) 
Ar  die  Transformation  7/,  so  erbätt  man  in  analoger  Weise  die 
Gleichungen  der  Gruppe  der  Schraubnng  des  Baumes 

Um  die  Gleichungen  8')  der  Gruppe  zu  vereinfachen,  führen  wir 
statt  der  Gartesischen  Courdmaten  neue  Coordinaten  ein}  als  solche 
v&hlen  wir  die  kanoniscbeu  Coordiuaten  der  Gruppe 

9)  «B  Ai  =  ikarctg----rlogy<iM-y'  =  ief  —  rloge 
V  s  i2a  SS  log  y«*-hV  —  log  «  =  log  e  —  log« 

tO»  IT  log» 


1}  Vgl.  Dtrbonz.  1.  c  I,     109,  Formel  (Sft), 

a)  Vgt  Xia^cbeffiBTt,  1.  e.  p.  119,  B«iipi«l  n  Ssts  ». 

S)  Vgl  LMdMUers,  I.  o.  p.  118. 
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Die  neueo  Coordinatcnflächon  u  —  const*  sind  dann  C/liodor- 
fl&cluDn  mit  der  logarithmischen  Spirale: 

« 

k 

- .  9  —  eonst- 

T 

als  Leitcnrve  und  der  z-Axe  als  Äxo,  die  Flächen  v  =  eonst.  Kreis- 
kegel  um  die  »-Axq  mit  dem  Ursprung  als  Spitz(>,  die  Flächen 
ir  ■=  eonst.  die  Ebenen  s eonst.  Dabei  bcstt  lu  n  zm  isi  In  n  Cartesi- 
Bciieu  und  kanouiscbeu  Coordinaten  die  Reiatioueu  aus  d): 

10)  m:^e*i^co8(^^  +  rwj 
«  =  «*» 

•o  data  das  Linimlement  des  Baumes  in  den  seaen  Coordinaten 
wird  >): 

11)  <ii«  =  ifc«-[-d^«+d»«  =  «2*«''       [(Ar» -fr^)(«i*; 4- yW«»)« 

Die  einfachere  Gleichung  der  0mppe  8')  in  ««  «,  «9  ist  dann  m*- 
mittelbar  in  6)  gegeben. 

Für  die  Gruppe  der  flefaranlmng  werden  die  kanonisdien  Coor- 
dinaten: 

12)  «  =  logy»*4-y*  =  'og^,  •  =  ^  —   »,    «  =  ; 

und  das  Linienelement  des  Banmee  in  denselben  *): 

18)  d»«  =  «2«|A,«  4-  (dp  +  rda))%  +  t*dw* 

Für  die  Specialfalle  k  ~0  bzhw.  c  —  0  und  r  =  0  fallen  die 
kanonischen  Coordiuateu  vou  2\'  bzhw.  T^'  mit  den  gewöhulicheu 
Polarcoordinaten     g»,  s  des  Eaumos  zusammen. 


1)  Vfl.  Sunde.  Leips.  Ber.  1893  p.  4S2,  wo  «ssv,  vs:«,  «  = 
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S6. 

DU  iwariantm  O^ram  der  eonfomm  pnyeoUvm  iafinämmalen 
J)ran$famuaion  iiu  Saumet, 

Die  invarianten  Curven  einer  infinitesimalen  Transformation  be- 
stehen entweder  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten  der  Trans- 
formation oder  aus  den  BahncorTeii  der  durcli  die  TraoBformatioD 
erzeugten  endlicbeu  Gruppe. 

Far  die  Spiraltranaformation  Tg'  ezistiren  inviriante  Carrea 

der  ersten  Art  nach  §  3.  nicht;  die  Bahncnrven,  d.  i.  der  Ort  der 
m  Pnnkte,  in  welche  irgend  ein  lUuimpnnkt  (royo»o)bei  idlen  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  der  Spiralttug  fihergefat,  er- 
geben  sich  ans  §  6.,  S')  dnrch  Elimination  von  <  in  der  Form: 

1)       «  s  Ärarctg  ^  — r  log  V»»        =  const 
V  =  logyi?+V  —  log«  =  const. 

oder: 

2/  at 
-(fcarctg-  —  Gonst 

1')     ««H-„*  =  /^  * 

+    s=  ««  .  const. 

wo  die  Coustauten  durch  den  Punkt  (a-„yo=o)  'h^^^mäss  §  5.,  6)  gegeben 
sind;  crstere  Gloicliuug  stellt  einen  Cyliuder  um  die  ;:  Aio  mit  einer 
logaritljniisciien  Spirale  um  0  als  Pol  zur  Leitcurve,  letztere  Glei- 
chung einen  geraden  Kreiskegel  um  die  «-Axo  mit  dem  T'rspruiiij  {) 
als  Spitze  dar.  Die  Halincurvcn  der  Gruppe  der  Spiraluu;,'  sind  also 
die  Schniticurveu  von  cc  '  Spirale)  Inidem  mit  co  '  Krcisicegeln ,  die 
logarithmische  Spiralen  um  U  als  Pol  als  Projectioneu  aui  die  x^- 
Ebene  besitzen.  Diese  «»  ßahncurveii  sollen  doppelt  gekrümmte 
Spiraliittien  heisses.  In  den  Specialfälleu  k  =  0  bzhw.  r  =  0  eut^irten 
sie  zn  Kreisen  nm  die  s-Aze  bzhw.  zn  Geraden  dsrch  den  Ur- 
sprung. 

Für  die  Schraubentrausformation  existircn  invariante  Curven 
der  ersten  Art  nur  in  dem  Spccialfalle  c  =  0;  es  sind  alle  Puakte 
der  z-Axü  als  Axe  der  Kotation  ftlr  die  zugehörige  Gruppe  der  Ro- 
tationen einzeln  iavariant  Die  Babncurven  von      sind  oo  Scbraa> 

benlinien  am  die  «>Aze  von  der  Steighöhe  dieindenSpedalfiOlea 

c  =  0  bzhw.  r  =  0  zu  Kreisen  um  die  «  Aie  bzhw.  zu  Geraden 
parallel  der  s-Axe  entarten. 
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§  7. 

Die  tnuarianlen  Flächen  der  confonnm  prt^ectiven  infimtenmaien 
IVansformatüm  ik$  Haunw», 

Bio  invarianten  Flächeu  eiuer  iuniiitesimalon  Transformation 
Tf  des  Uaumes  bestehen  entweder  aus  lauter  einzeln  invarianten 
Punkten,  oder  sie  werden  erzeugt  von  ao*  der  ao'  Bahncurven  der 
endlichen  Gru]>pci  die  allgeraeiao  iinvarianto  Fläche  der  letztea  Art 
hat  dabei  die  Gleichung (*) : 

1)  v)  =  const 

unter  n  und  v  die  kanonischen  Goordinaten,  d.  i.  nach  §  5.  1)  zwei 
unabhängige  Lt'^sun'^en  der  linearen  partiellen  DitTcreQUAlgleichang 
Tf  =  0,  aoter  Sl  eiae  beliebige  Function  verstandeo. 

Die  Gletcbiing  1}  wird  für  die  iDfinitesimale  Spiraltnosformation 
T,'  nach  §  5,  9): 

2)  Sl^k  arctg^— r  logy««+V,   log  ^  =  coost 

oder  da  anch  jede  Function  von  u  und  v,  z.  B.  u-^ro  eine  kanouische 
Coordiuate  der  Gruppe  ist: 

2')       Ä^ifearctg^  — r log«,    log  -^^p-^j  =  const. 

Fahrt  man  die  Poiarcoordioaten  99«  des  Baames  ein,  ao  ergiebt  die 

AuflübUüg  von  2)  bzhw.  2')  nach  A:arctg-  =  Ä^: 

3)  ktp 
bzhw. 

8')  ktp 

anter  *p  eine  beliebige  Function  des  Arguments  ~  verstanden. 

Da  die  Bahncurven  der  Gruppe  der  Spiralung  uach  §  G.  Spiral- 
linien um  die  ^-Axe  mit  dem  Ursprang  als  Pol  sind,  besteht  die 

(I)  Vgl.  Li«-8«li«fi«ri,  U  c  p.  M  ff; 
Aldi.  d.  Ibtk.  1.  a  Mb»,  T.  XIX.  17 
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Fliehe  von  den  Gleicbnngeu  S)  bie  3)  aas  je  « ^  dieser  ao '  Spiral- 
linien ;  sie  soll  deshalb  eine  allgemeine  Spiralfläche  —  nach  Analogie 
der  Sebranbenfläche f  mit  der  sie  die  £igen8cbafl  gemein  hat,  eine 
Verschiebung  in  sich  ZQ  gestatten  —  genannt  werden  Man  er- 
hält diese  Fläche,  wenn  man  auf  eine  beliebige  ebene  Cnrve  fort- 
während eine  infinitesimale  Spiraltransformation  ausgeführt  denkt, 
d.  h.  nach  §  5.:  indem  man  die  Ebene  der  Cnrve  um  die  r-Axe  droht 
und  d!<>  Curve  sieb  gleichzeitig  in  Bezug  auf  den  Urspruntr  so  de- 
foriiiiicn  lilsst,  dass  die  Coordinaten  q  und  z  jedes  Curvenpunkti^s 
in  geometrischer  Progression  mit  dem  Quotienten  e*^  wachsen,  wahrend 
der  Drehunjjswinkel  der  Curvenebeno  in  arithmetischer  Proj/ression 
mit  der  DitieiLuz  r  zunimmt -j.  Dabei  beschreibt  jeder  Cur\eiii»uiikt 
eine  Spiralebcne,  so  dass  die  Fläche  in  der  Tat  aus  oo  »  Spiralliuien 
besteht  (nämlich  ans  deujtiugea  fiahncanren  der  Gruppe,  welche  die 
gegebene  Cnrve  treffen). 

Setzt  man  demnach  in  den  Gleichungen  8')  des  §  6.,  welche  die 
Bahncnrve  eines  beliebigen  Raampunktes  (9^^)  darstellen,  wenn 
man  1  von  —0»  bis  +od  variiren  Iftsst, 

wo  ^o(**))  ^(«)  beliebige  reelle  Fnnctionen  einer  Variabein  u 
sind,  so  erhält  man  die  Balkncurven  aller  Punkte  der  beliebigen 
Cnrve d.  h.  die  Gleichungen 

repriiscüUreu  —  mit  i  —  »  —  die  ParamcterdarstcUung  der  allye- 
meinen  Spiralflächo,  wie  sie  zuerst  von  Herrn  Darbonx  gegeben 
ist').  Die  Coordüiatencnrven  «  —  const.  sind  dabei  die  oo  >  Spiral- 
linien, die  Cnrven  «  —  const.  die  snccessiven  Lagen  der  sich  infolge 
Ti  defonnirenden  Cnrve. 

Kiue  andere  sehr  uatzlicht»  Form  der  (ileichuagen  6)  ergiebt 
sich,  wenn  man  setzt; 


1)  Der  Name  ^Spiralfl&che"  warde  zoerst  von  Herrn  Lie  1879  iiDMorw«^* 
Archir  eingeführt,  vgl.  Lie-Scheffers,  1.  1.  p.  260,  Anmerkg. 

2)  Vgl.  M.  Lcvy,  Compi.  rencK  1S78,  t.  2  p.  7d9,  WO  die  flAehen  S) 

apsoadü-neulures  logarithmiqucs''  genannt  werden. 

rs)  VgU  DftrbonXf  1.  b.  p.  110,  wo  die  fl&cbea  ft)  «nurfaoea  tparalee« 
hesisw. 
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q(u)  4- r(  p(u) 

aj(a)  -  ei'l")  .  f{u) 

Dieselbeo  werden  dann: 

« .  «f(»)+*t .  /«(ll) 

welche  Gleicbnngen  sieb  auch  direct  aas  2)  ableiten  lasten,  indem 
man  diese  Gleicbnog  auf  die  Form  gebracht  denkt: 

8)  log       J  -^  -  log 


•  f{kqf-r  log  Q) 

dann  or,  y,  «  durch  ip  nnd  f  gemftss  den  Oleichaagen 

a-  =  ßCüSf^,    ^  =  psiny,    2  =  ^/(^qp— rlogß) 

ansdrQckt  und  bierin  die  neoen  Variabelen  m  und  w  —  «  des  §  5., 

9)  einfahrt 

Eine  dritte  raraiiioterdarstellun^!;  der  allgcmciiieu  öpiraltläcbe, 
die  zwvBt  vou  Uerro  M.  L6vy  gegeben  ist  ergtebt  sieb  aus  3')  io 
der  Form: 

Ist  spedeli  die  Constante  Jfc  0,  so  erb&lt  man  ans  2)  als  all* 
gemeine  Invariantenflache  der  ßrappe  der  Botationen  nm  die  «-Axe 

10)  ÄCV«*  H-  y*, «)  =  const 

d.  i.  die  allgemeine  fiotationsfl&che  nm  die  «-Axe. 

Ist  specic'll  die  Coustanto  r  =  0 ,  so  erhält  man  als  allgemeine 
invariautenfllLube  der  üruppe  der  Aehniichkeit  in  Bezug  auf  den 
Ursprung: 


1)  Vgl.  H.  L^vy,  U  e.  p.  789  ff. 

17* 
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11)  ÄfJfearctg^  log  — ^'\'=-count 

d.  i  —  da  nach  14)  das  YerhältniBS 


z 


njr  eiud  Funcliuu  ?on 


arctg    =■  (p 


ist,  aiitliin  f ttr  q>  *^  Gonst  ebenfalls  eiDen  eonstanten  Wert  hat  *— 
cino  Flüche,  die  ans  lauter  Geraden  dnreb  den  Ursprung  besteht, 
aho  eine  aligemeine  Kegelfiiche  mit  dem  Ursprung  &ls  Spitze. 

luY&riaüto  I  läcbeu  der  ersten  Art  eüstircu  nacb  §  lUr  'J\* 
uicht. 

Analog  erhält  man  fOr  die  infinitesimalo  Scbraubentranaformation 
Tf*  aus  S  allgemeine  iDTariantonflftche: 


d.  i.  eine  aus  oo*  der  Schraubeulinien  der  Gruppe  der  Schrau- 
bnng  bestehende  Flüclie  oder  eine  allgemeine  Scbraubenfl&che  mit 
der  ans  §  5.  resulüreuden  Parameterdarstellang 


mit  den  SpecialfUlea  der  allgemeinen  Botationsflfiche  am  die  »  Axe 
(«  =  0)  and  der  allgemeinen  Cyliaderfläche  nm  dieselbe  Axe  (»s=sO), 
Invarianten  der  ersten  Art  existiren  fOr  T^*  ebenfalls  nicht. 

Das  Kcsultat  der  voraugelienden  Entwickeluagcn  lautet  sonach 
iu  der  Zu&ammenfaääuug: 

I)  „Die  allgemeinsten  invariautcn  Flächen  der  conformen 
„projectiven  infinitesimalen  Transformation  des  Baamas 
,^ind  die  allgemeinea  Spiralflächen  und  die  allgemeinan 
„Scbranbcntlächcn  mit  den  Specialßlllen  bezüglich  der  Kegal- 
„flächen  und  der  CyliiukTflächcu  und  dem  gemeinBameB 
j^pecialfalle  der  XiotationsÜächeu^S 


12') 


X  —  ?o(w)cOS(g;„(M)-|-rr) 
X  =  »Q{u)-\-Ci> 
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Zweiter  Abschnitt 

lllgemeiie  Eigeafoliarteii  der  Spiralflftohem* 

§  8. 

Da»  XammtUmmt  der  JSpimlfiäcken. 

Das  LinieoclemcDt  der  allgemeineii  Spiralfläche  hat  eine  cha- 
rakteristische Form,  die  zunächst  abgeleitet  werden  soll  Den  Aus- 
gangspunkt unserer  Betr;\chtiint?en  bildet  die  ParameterdarstoUang 
des  S  7.,  bj  der  allgemciucu  SpinUfläche: 

1)  «  —  ^a(«»)<**C08(Vo{tt)+n>) 


9 


Ilaraas  folgt  fttr  das  Quadrat  des  LiDieaelcmenU  der  Fläche: 
2)  2Fd»<fv+ 

wo  gesetzt  ist 

2')  E  -  Q,'\u)  -f-  Q,Hu)  <p,'\uj  -f-  z,'*iu) 

UDter  ^9'(»),^o'N«  Differentialqaotientan  von  9o(w),  9o(**)f  *o(*) 

verstanden;  die  Gauss^schen  Fuixlanu  nt  ilgrössen  ].  Ordnung  sind 
also  allein  Function  von  u.  Zwecke  Tranbiormation  von  2)  bringen 
wir  das  Quadrat  des  Linieaelemeuts  auf  die  Form: 

nod  setzen  dann: 

4)  äv  +  ^^^^  du  -  rfir 

nnter  tv  eine  Bene  Tariabele  verstanden;  die  Integration  von  4)  er- 
giebt: 

Führt  man  diese  neue  Variabele  to  in  3}  ein,  so  folgt: 

5)  dz*  -       ( //fltt*  -f  H  r/«c«) 
WO  gesetzt  ist: 
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6^  B^3^-^;:l^.^BiA 

H  -  0{u) .  r^J  Q{u)     -  H(«) 

Da  JT  und  IT  also  blosso  FuT^rtionon  von  u  sind,  kann  mau  stfttt 
ti  eioe  neue  Yariabele  |i  einführen  durcli  die  Qleicbaug: 

6)  H{u)du^  —  «Iji» 

aus  welcher  umgekehrt  durcli  eine  blosse  Quadratur  «  als  eine  FodC' 
tioü  f»'(f*)  voo  |i  folgt  Man  erhalt  aus  5): 

7)  «Ii*  SS  ^(<ifta  ^.Iftaot) 

wo  M  die  Function  II(m*(i}))  darstellt  M  Ftibrt  man  acbliessKch 
statt  fji  die  neoe  Yariabele  v  ein  durch  die  Bclation: 

80  kauu  man  daraus  ^  als  Function  >Y(v)  mittelst  Anstuhrung  einer 
blossen  Quadratur  darstellen,  und  erhält  aus  7): 

9)  —       .  NHy){dv^  +dm^\ 

oder  iV*(v)  — ■  e^fW  und  v  wieder  —  u  sowie  tr  «=-  »  gesetzt: 

10)  =  («) .  (dtt*  +  dtf») 

Aus  der  Form  10)  des  Linienelements,  die  die  gesiuhto  cliarakteri- 
stisebe  Form  des  LinitMudements  der  allgemeinen  Spiralrtiiche  1) 
repräsoutirt,  fol^t  dass  die  neuen  Coordiiiaf»'n  n  nnd  isometrische 
Coordinaten  der  Flnrbe  11  sind,  und  zwar  sind  die  Curveii  "  =  const 
nach  6)  und  8)  idcutiscii  mit  den  Bahncunren  der  Spiralnrijr.  also 
Spirallinien,  während  die  Curven  v  «»  coust.  die  orthogoualeu  Tra- 
jectorien  von  u      const.  sind. 

Zu  der  Form  10)  des  IJnirnclcments  gelangt  man  auch,  wenn 
man  ausgeht  von  der  moditidrten  Parameterdaratellnng  der  allg^ 
meinen  Spiralfl&cbe: 


l)  Vgl.  DnrboDXi  1.  c  p.  109  und  110. 
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k 

Man  erb&lt  daraas  fttr  das  Quadrat  des  Lioienelemeiits: 
13)  <2i*     «%K«)-Hi*  {Eda*  +  ^^dü^adi^ 

wo  gesetzt  ist: 

12')  E  ^  {i-i-'^+n^))p''(u)-{-2  (^,3'(u)4-/(«)  .  A")) 

Damit  nun  12)  dio  gesuchte  oharakteristiacho  Form  10)  crhfilt, 
müssen  die  willkürlichen  Functionen  pi}*)*,  ^(u),  /(u)  so  bestimmt 
werden,  dass  mau  hat: 

13)        (t+ ^!  P'W       «'(«) +/•(«•) . /'(«)  -  0 

wo  die  Striche  immer  die  Differentiation  nach  u  audouten. 

Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  2  der  wiUkQilicIien  Fnne- 
tionen,  z.  ß.  p(u)  und  «/(u)  dnrch  die  dritte  /(»)  und  die  beiden  God- 
stauten  k  ond  r  ansdrftclcen}  eliminirt  man  nbnlich  ans  der  ersten 
Gleichung  q'  and  snbtrahirt  den  geftindenen  Wert  in  die  sweite,  so 
erbfilt  man  für  p'  die  quadratische  Gleichung: 

Setzt  man  zur  AbkOrzung    ^  »,  so  folgt  ans  14): 
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woraus  sich  f  (u)  mittelst  ciucr  blossen  Qnadratnr  bestimmen  Iftsst, 
da  f  und  /'  allein  Functionen  von  u  sind.  JUurcb  eine  nochmaligo 
Quadratur  ergiebt  sich  dann  <2(u)  aus: 

16)  -  g'C«)  i>5r'+(i+««+/t)p'] 

Die  Form  12)  Iftast  sich  sonach  infolge  der  WillkOilichkeit  von 
/(«)  bei  gegebenen  Constanten  k  ond  r  auf  einfach  nnendlich  viele 
Arten  transfonniren  in 

17)  d*^  =  /:(")       M»»(rf„>4.  dv») 

d.  i.  auf  die  charakteristische  Form  lü)  bringeu. 

Es  erttbrigt  noch  zu  zeigen,  dass  man  auch  Ton  der  L^vy'achen 
Gleichnngsform  der  allgemeinen  Spiralflftche  in  §  7.,  9) 


18(  a;  =  ^  cos  ^  {r  log  *  -j-  V 

y  =  ^  Sin  i  (rlog»-|-^  {^^^ 


ausgehend  zu  der  charakteristischen  Form  10)  des  Linienelementes 
der  Fläche  gelaugt.  Setzt  man  znr  AbkOrzang: 

19)  f  ^^'^   '*  ^  sdtt+itds 

80  folgt  ans  18)  fOr  das  Quadrat  des  Linieuelemeots '): 

20)  -  (l-|-^')d««+2j^sV(r-«»-  )dp*i 

+  [l+(r-t'«)*J^-^A« 

-  ^A»*-|.2Jlfdiidt-|-i7<h* 

wo  gesetzt  ist 


1)  Vgl.  Levy,  1.  e.p.  790,  (S). 
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Um  den  CoofficieDtco  M  fortzuscliaffea,  fttbren  wir  eine  neae 
TariabeJe  v  statt  m  ein  dorch  die  Gleichung: 

21)  z  =  A«, 

wo  f  eine  uoob  zu  bestimmende  Function  bezeichnet;  die  Gieicbung 
2ü)  wird  dann; 

22)  dt*  »  Edu*-\-2Fdud9+Gd9* 

wo  gesetzt  ist: 

iJ2')       E  -  2j/i'+(/y'+/'i»-)*+(/-f/i")^J 


unter  die  Coiistante  1 -f-^-'-j-r*,  uutw  /",  umi  die  itar- 
tipllen  Difft'iejitiabiuütienton  von  f  nach  «  und  w  verslaudeu.  Die 
Function  /  in  21)  werde  nun  so  bestimmt,  dass: 

23)  JP  -  0 

die  Curvcn  u  =  const.  nnd  o  —  cousU  also  orthogonal  sind;  man 
erhält  dann  nach  22'): 

/  —  a«  - 

woraus  durch  Integration  folgt: 

26)       log/(u,  «)  -  -  ^,  log«--  ^,  VC»)+  ■  ' 

unter  eine  Integralfnnction  Teratanden.  Die  quadratische  Dif« 
ferentifllfonn  22)  wird  damit: 
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26)  d»*'^  ^  .  f\M  du»4-  Ndv*) 
WO  gesetzt  Ist: 

26')  M  -«^i*  +      +  ^'  r)'+    +  M{u) 

Da  iVi  uud  iV  allciu  vuu  u  bzUw.  vuu     abliäugeii,  kauu  mau  beUeu: 

27)  M(tt)riu>  — <Z|*< 

JV(»)d»«  —  «iv« 

worans  sich  «  und  «  aU  Functionen  dor  neuen  isometrischen  Conr- 
diuaten  (.l  und  v  mittelst  ljlo>ser  Quadratureu  bostiraineu.    I>ie  Form 

27)  wird  damit  gomä&s  doui  Werte  20)  von  f: 

A.«  tl;(fi)  ,  '/(o) 

_o    log«-L>r-V+-'  - 

28)  (V + 

IC 

d.  i.  wieder  die  charakteristische  Form  10)  in  ge&aderter  Bezeich« 
nung:  u  —     o  =  v  der  Yariabelen. 

P'flhrt  man  statt  der  isometrischon  Coordinalen  «  und  v  die 
symmctrischeu  C'oordiuatcn  x  uud  y  ein  vermöge  der  Substitution: 

29)  «=sii-|-f»,  y»t(^«0 

SU  gi'ht  die  charakteristische  Form  des  Lmienelements  der  Spiral* 
liuclu'u  über  iu  die  zuerst  vou  ilerru  Lie  gegcbeuu  Form  '): 

k 

30)  — e  fUdif 


(«-t-y)-h ^(«-hi') ) 


l)  Vffl  Lie.  Mathcro.  Aiiniil«ii.  Bd.  XX«  p.  S«8.  $  9.;  die  d«»elb«t  be- 
bradelte 1.  FlRcbfTidaiw  omftMt  »Im  di«  SpiraMicheii  und  die  aaf  u\%  ab> 
wickelbkreB  Fliehen. 
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Ist  specioll  X:=0,  so  erhält  man  die  bekannte  Farn  des  Linien' 
elements  der  Botationefl&cben 

31)  tii»  —        .  (du^-^-dv^) 

—  .  (rfu*-j-Jr*) 

§9. 

Z>a«  LiiUmdemcni  der  auf  Üpiral flächen  abwickelbaren  Flächen, 

^ach  §  8.  hat  das  (Quadrat  des  LiuieDolemcnts  der  Spiralilächea 
die  Form: 

1)  —  «ajPW+s*«  (rftt> + dv*) 

Nach  dem  Bogriff  der  Abwickelbarkoit  kommt  diese  Form  auch 
jeder  Flüche  zu,  die  auf  eiue  Spiraltiäche  abgewickelt  werUcu  kauu. 
Umgekehrt  läsbt  sich  aber  auch  zeigeu,  dass  jede  Fläche,  die  die 
Form  1)  des  Linienelementa  besitzt  —  unter  k  eine  Constante,  unter 
<p{u)  =  <^o(tt)  eiue  gegebene  Function  Ton  tt  verstanden  — ,  auf  eine 
Spiralflftcbe  abwickelbar  ist  Denn  nach  %  8.  lassen  sich  die  arbi- 
trären Functionen  p(tt),  giu),  f(u)  einer  allgemeinen  Spiralfläcbe: 

stets  so  bestimmen,  dass  das  Linicnclemeut  von  2)  die  F  oim  erhält 
3)  Ä«  —  ^äfiuH'ii^ 

unter  jetzt  aber  eine  Function  der  3  6r<{ssen  k^  r  ver- 
standen; man  bat  dazu  nur  die  in  §  8.,  15)  nnd  16)  gegebenen  Werte 
von  j>(tt)  nnd  S(u)  zu  wählen.  Da  diese  aber  ausser  k  und  r  nocb 
die  arbiträre  Function  f{u)  enthalten,  so  hat  man  letztere  nur  so 
zu  bestimmen,  dass  (p(u}  in  3)  den  gegebenen  Wert  9q(**)  erhält, 
was  auf  die  Gleichung  fährt  (vergl.  §  8.,  V2')  und  17)): 

wo  fär  p{u)  sein  Wert  ans  g  8.,  15)  zu  setzen  ist.  Hat  man  aus  4) 
f{u)  gefunden,  also  damit  auch  p{u)  nnd  g(«),  bei  dem  gegebenen 
Wert  von  k  und  beliebigem  r,  so  ist  dadurch  eine  Spiralfläche  2) 
gegeben,  die  suf  die  Fläche  1)  abgewickelt  werden  kann,  da  sie 
dieselbe  Foxm  des  Linienelements  bat  Mithin  kann  auch  vice  veraa 
die  Fläche  1)  auf  eine  Spiralfläche  3)  abgewickelt  werden,  q.  e.  d. 
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Da  in  4)  die  Constante  r  uocU  willkürlich  war,  gicbt  es  eiofacb 
uiiondlifh  viele  Spiraltliiclion  2),  die  auf  die  vorgelegte  Fläche  1), 
mitliiu  am-h  auf  einauiler  abwickelbar  sind').  Für  den  Specialfall 
i  =.  0  reilucirt  sich  dieser  Satz  uul  da.<  bi-kuuiito  Theoruin  von  Bour, 
wonach  es  2 fach  uiieiullich  viele  Schraubcntlucbcu  giebt,  die  auf 
eine  vorgelegte  KotatioiiaÜächc  abwickelbar  sind. 

I  10. 

Cttrven  auf  den  JSjtinüfiäätm. 

Unter  dea  Carven  auf  einer  Fläche  sind  von  besonderem  Interesse 
die  HaapttaDgeutencurven ,  KrammangscnrTen  und  die  geodätischen 
Linien.  Beschäftigen  wir  uns  Itnrz  mit  diesen  Curven  anf  den  Spiral* 
fliehen  und  den  anf  dieselben  abwickelbaren  Flächen. 

Was  zuüäcbst  die  Ilaupttau^'ciiffii-  und  Kruuuiiuugscurven  dieser 
FUicheu  aulan}j:t,  so  hat  Lie  allgemein  gezeigt,  dass  die  Haupttan- 
gentcü-  und  Krünunuiigscurveu  jeder  Flilcln',  die  eine  rotifürine  und 
lineare  iuinaitjsiiiialü  Traiisformatiüu  geblattet,  durch  Quadrat üit_'u 
gefundeu  werdeu  können  Kiue  solche  Fläche  ist  nun  die  allge- 
meine Spiralfläche,  die  sich  als  invariante  Fläche  der  couformen 
projectiven  infinitesimalen  Transformation  allen  derartigen  Anfor- 
derungen genflgt,  d.  b.  dnrch  eine  infinitesimale  Spiraltransfor^ 
mation  des  Raumes  in  sich  abergeht:  dasselbe  gilt  auch  von  den 
allgemeinen  Schraubeuflächen,  die  die  infinitesimalo  Schranbentrans^ 
formation  des  Raumes  gestatten «  und  den  bezäglicheQ  Spiralf&llen 
der  Rotations- f  Kegel-  und  Cytinderflächen.  Die  Uaupttangenten« 
curven  und  die  Krämmnugscurven  alter  dieser  Flächen  liOnnen  mithin 
durch  Quadraturen  gefunden  werden*). 

Was  weiter  die  geodätischen  Linien  einer  Fläche  mit  einer  io- 
finitesimalen  Transformation  anlangt,  so  bat  Lie  ebenfalls  gezeigt» 
dass  die  geodätischen  Linien  einer  solchen  Fläche  zu  ihrer  Bestim- 
mung nur  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
alsdann  mir  noch  eine  Quadratur  (erfordern*).  Bildet  man  in  der 
Tat  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien  der  8pir«l> 
flächen  aus  der  bekannten  Eigenschaft  der  geodätischen  Linien: 

1)  Vgl.  Lcvy,  1.  c.  p.  7  90,  wo  das  Linieialctnent  der  „pscudo-rnoulures'^ 
logarithmiques**  iu  der  I'oriu:  Jrfz** -f  2/i(/a-</y  f  Cr/y*  vuraus^^isetzt  wirU, 
unter  A,  B,  C  homogene  Fviictionen  vom  Grade  0  in  r  nnd  y  vcrstandec. 

S)  Vgl.  Li«,  Mathcm.  Ann,  Bd.  IV,  p.  84,  Bd.  V,  p.  204  Ii, 

3)  Vgl.  Lie-Schcffcrs,  I.  c,  p.  26ü  und  261. 

4)  Vgl.  Lie,  Mathem.  Ann.  Rd.  V,  p.  204,  Bd  XV,  p  438. 
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uotor  u  die  anabh&ngige  Variabele  ventandea,  so  ofhAlt  man 

mit 

welche  Differentialgleichuncr  in  «  und  v  eino  Differeiitial^Woichuug 
erster  Ordnung  ist,  liarbonx  bat  gezeigt,  dass  diese  Dilleroutial- 
glei(  hiiiiij  1.  Ordnung,  die  für  de»  Spiraltall  Ar  =  0  der  Rotations- 
ilächcu  sofort  aul"  ciuc  (Quadratur  zuiücklührbar  ist,  iu  dem  allge- 
meinen Falle  auf  eine  Hiccatrschc  Diffcreutialglcichung  rcducirt 
werden  kann  daeeelbe  gilt  auch  von  der  DifferentialgleicbuDg  der 
geodfttlsclien  Linien  einer  jeden  Flftcbe,  der  dasselbe  Linienelement 
zukommt,  wie  den  %»ira]Äflcben ,  d.  b.  von  allen  anf  Spiralflftcben 
abwickelbaren  Flächen.  Hat  das  Integral  der  Biccati'schen  Diffe- 
rentialgleicbnag  dann  etwa  die  Form: 

3)  v)  =  couat. 

80  bat  man  nnr  nocb  eino  Differentialgleidinng  1.  Ordnung  in  »  nnd 
«,  von  welcher  im  Falle  der  Spiralfläcben  bekannt  ist»  dass  ihre 
Integralcnrven  eine  Transformation  —  eben  die  Bj^ndtraosformation 
des  Raumes  —  gestatten;  nach  einem  Fuudamentaltheorem  vonLie*) 
ist  '6)  folglich  durch  eine  Quadratur  integhrbar. 


S  11. 

Zusammenftmuntf  det  EtUwickelien, 

Die  Betrachtungen  dieses  Abschnittes  lassen  sich  in  den  Satz 
zusammenfassen: 

II)  ffüas  Linienelement  der  Spiralflftcben  und  der  anf  diese 
„Flftchen  abwickelbaren  Flachen  Iftsst  sich  stets  anf  die 
„bringen: 


1)  Ygt.  Lie-Sch«fl(en,  1.  c  p.  SSO»  87S,  Amn. 
1)  Tgl.  Lta-6ehe£E«F8»  I.  c.  p.  97,  Tbaorm  8. 


Digitized  by  Google 


270 


£bneri  Zur  Theorie  der  Hpiraljlächen. 


„unter  k-  eine  Coustante,  unter  (p(u)  eine  willkürliche  Fnuc- 
„tion  von  «  verstanden ,  und  vice  versa  lässt  sich  jede 
„Fläche  mit  derartiger  Form  des  Liuieaelemeuts  auf  jede 
^von  00^  Spiralflfteiien  abwickeln,  so  da9s  die  obige  Form 
„des  LinienelemODts  ftlr  eioe  gewisse  Fläcbenclasse  eha- 
f^rakteristisch  ist.  Dabei  sind  die  isometriscben  Coordi* 
„natenenrvoB  ti  =  coust.  Spirallinien, »  —  const  orthogonale 
„Trfl^iectorien  mit  logarithrolscheii  Spiralen  als  ProjecÜon 
„anf  eine  Goordinatenebone.*' 

„Die  Ilaupttangenten-  und  Kriininuin^'scnrveu  der  Spiral- 
„fliU'hen  l.isHeu  sirli  durch  (Quadraturen;  dif»  ^codätischeD 
„Linien  der  jian/cn  Flachenilas^c  tlur'di  Iiitt-gration  einer 
„Kiccati'scheu  Uitleieutialgleicliuug  bobtiuimou.^^ 

Dritter  Absckoitt. 

Die  Theorie  der  Beweguig  eines  Pnnlttes  onter  Einflnss  einer 
Kriflehinetteu  anf  Oberlüeiien  nnd  die  SpirailÜelMB* 

§  12. 

Bedtn^unyen  einer  infmümmaien  IVaiuifarmation  ßkr  diit  Bakncttrven  eina 
J\eiAt«f  auf  Oberflä(A»n  unter  Ein/ltue  einer  KrafirfuiuHian» 

Die  durch  die  Spiralflftche  gekennseichnete  Flftcbenclasse  steht 
in  einer  interessanten  fiosiehang  zn  der  Theorie  der  Bewegung  eines 
Punktes  auf  Oberfl&cben  unter  Einfluss  einer  Krftftefunetion 

Auf  einer  Oberfläche  sei  irgend  ein  Coordiuatensystem  t4,  v 
lixirt,  ia  welclieui  das  (Quadrat  des  Liuienelenicuta  sei: 

1)  d»^  «o  £dtt< 2Fdu dv+  Gdo* 

Diu  Krüflciuuctiou  sei 

Daun  gicbt  dus  Priucip  von  Hamilton  die  Differentialgleichung  der 
Bahneunren  eines  bewegten  Punktes  anf  der  Flftcbe  in  der  Foim: 

3)  —  «»(«,  t»,  v') 

unter  u  etwa  die  unabhängige  Variabele  verstanden,  die  Accente  be- 
liehnen dann  die  Differentiation  nach 


I)  Vgl.  Sunde»  LeipB.  Bw.  I89S  rom  17.  Oetober,  p.  4S9  ff. 
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Die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung  dafbr,  daae  die  od* 
Integrftlcnrvea  der  Differentialgleichung  2ter  Ordnung  aub  3)  dne 
infiniteaiinale  Transformation: 

znlassen,  unter  §  und  i}  Fonctionen  von  v  Teratanden,  lantet  dann 
nach  Lie  >}: 

Otü  Cf  ?tr 

mit  der  Abkürzung: 

welche  Gleirhtinp:  verm^^e  3)  identisch  in  u,  v,  v  bestehen  mass; 
mau  erhält  so  die  identische  Glcichang: 

%w  Bir  ö»r 

Dieselbe  yerein&cbt  sich,  wenn  man  Ihr  die  willkOrlichen  Coordinaten 
u,  V  die  kanonisclicn  Coordinaten  «,  v  von  4)  einführt.  Dann  wird 
in  den  neuen  Coordinaten'): 

7)  1-0.  Tf^^^ 

und  die  Qieichnng  6)  reducirt  sich  auf 

wo  für  »  sein  Wert  aus  3)  zu  setzen  wäre. 

Wir  verlangen  nun,  dasa  die  neuen  Coordinaten  ebenso  wie  die 
alten  isometrische  Coordinaten  der  Flftche  sind,  um  die  folgenden 
Betrachtungen  zu  verein&chea.  Dann  werden  die  Gleichungen  1) 
und  3)  beaflglich: 


1)  Vg^  Lic-Scbeflbn,  L  e.  p.  SSt,  Tbeor.  S4. 

S)  YgL  Lie»  I.  e.  I,  p*  ftS»  S  14;  Lio^cheflera,  1«  e.  p.  m,  Tbeor,  IS. 
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10)  (l+«'i)(p,-p,,,')  =  a(u,  „, 

WO  gesetzt  ist  (A  als  Intcgrattonscoastante  gcbraacbt) 

10')  p  -  I  log£  H- i\Qg{ü+h) 

und  die  Indices  1,  2  die  partiello  DiflForcntiation  na(  h  »/  und  v  be- 
zeichneu.  Die  identische  Gleichung  b)  gilt  lu  deu  lu'uon  Vanabelu 
«,  wo  tt  —  const.  die  Integral eurven  der  DifferentialgleichuDg  der 
Bahncnrreii  von  4) 

11)  lidv  -ndu^Q 

reprftMBtirt;  damit  nun  die  zweite  kanonische  (^^oordiiiate  er  mit  der 
kauonisclien  Coordinato  v  ein  orthogonales  System  bildet^  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  v  const  lutcgralcorveu  der  Diife- 
rentialgleichung  der  orthogonalen  Trajectorie  von  11): 

11')  i€lu-\~7^dv  =0 

darstellt;  damit  ferner  in  den  neuen  Coordinaten 

12)  d**      E{u^  c)  {du^-\-dv^) 

wird,  ist  notwendig  nnd  hinreiehend,  dass  die  Oitferentialgleichangeii 
11)  and  11')  denselben  Maltiplicator  besitzen ');  die  Differential- 
gleichang  des  Mnltiplicators  ergiobt  als  Bedingung  dafür: 

13)  'ii-ni-<^>  is+ni"^ 

welches  nach  $  2.  die  notwendigen  and  hinreichenden  Bediogungco 
dafor  .sind,  dass  die  Transformation')  in  den  alten  Coordinaten  con* 
form  ist. 

Hau  Icann  somit  in  den  neaen  Coordinaten  aucU  sotzon; 

14)  n  -  i\<tgE+\lQg{ü-{'h) 
und  die  identische  Gleichung  8)  wird  gemäss  lü) : 
16)  a%—«it .  t»' —  0 

d.  i.  nach  14): 

15)  W,«  SS  0»    tOM  —  0 

wenn  zur  Abkarzag 

16)  «?  =  log 


1)  VgL  LiA-Scbcffen,  1.  c  p.  166,  §  2. 
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gesetzt  ist,  uad  wenn  verlangt  wird,  Jass  die  Gleichung  15)  nicht 
nur  identisch  in  't^  v\  &audoru  auch  identisch  in  h  gelten  soll, 
unter  h  die  Integrationsconstaote  des  Integrals  der  lebendigen  Kruli 
verstaudcu.  d,  h  wenn  die  oo'  Bahucurveu  unseres  bewegten  Punktes 
unabhängig  von  h  die  infinitesimale  Transformation  7)  gestatten. 

Ans  l&O  folgt 

17)  w^2 ae+ 2^n),    U ^t») 

unter  2<i  eine  Integrationsconstante,  unter  <p{u)  uud  ■^(u)  beliebige 
Functiuucu  vüu  "  verstaudeu. 

Sollen  also  die  co*  Bahncnrvrn  des  bewegten  Punktes  un&b- 
hängig  von  /<  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  so  ist 
dazu  nach  12),  16)  uud  17)  notwendig  und  hinreichend,  dass  auf 
der  Fläche  ein  isometrisches  Coordinatensystem  u,  r  existirt,  in 
welchen  das  Quadrat  des  Liuionelemcnts  die  Form  annimmt: 

18)  =  (*!«+  <fc«)i 
während  die  Kräftefunction  zugleich  die  Form 
18')  U(u) 

haben  muss.  Das  Symbol  der  infinitesimalen  Trausformation  wird 
in  diesem  System: 


60  dass  die  Babncurven  ft  «  coust  der  Transformatio  zosammenfalien 
mit  den  Niveaulinien  U  »  coust. 

Ftlr  ü  ^  const  überhaupt  erbalt  man  in  18)  die  notwendige 
und  binreiehende  Bedingung  dafttr,  das«  die  cd*  geodätischen  Linien 
einer  Fläche  eine  confonne  infinitesimale  Transformation  gestatten '). 

§  13. 

Folffentugen  fibr  die  SpiralfiäAtn^ 

Im  zweiten  Abächuitt  war  gezeigt  worden,  dass  die  einzigen 
Flächen,  deren  Linienelemeute  die  Form  zukommt: 

1)  —  (dw«-|-  dv^ 

die  Spiraltiacheu  uud  die  auf  sie  abwickelbaren  Flächen  sind. 

1)  Vgl.  Lie,  Untersaohnikgen  über  ;5'f'odäti8che  Cnrven.  Mithcra.  Annalen 
Bd.  XX.  p.  370.  Satz  5  in  §  wo  nur  statt  uumetriscber  Coordinabeo  Bjrui- 
metrische  Gooriiüiateu  augewaaUt  sind, 

AMh.  S.  Ibitii.  n.  Vks».  S.  JCeih«,  TL  XIT.  IS 
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Nach  dem  Torhorpfohcnden  Paragraphen  bildet  aber  1)  in  Ver 
binduDg  mit  der  Gleichang: 

Ü  —  I7(tt) 

fOr  die  Kräftefenction  die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung 
dafür,  das«  die  od*  Bahnennren  eiaeB  bewegten  Pnnktea  unter  £in- 
flnsB  einer  KrAftefnnction  jederzeit  eine  infiniteeimale  Transformation 
geetatteo. 

Die  notwendige  Hcdingunp;  für  eine  derartige  Eigenschaft  der 
Bahuciirven  eines  bewci^'teii  Punktes  auf  einer  Fliiclio  unter  EiuHuss 
einer  Krättotuuctiün  ist  also  siie.  dass  die  Flüche  zu  der  durch  die 
Spiralflüehcn  gekennzeichneten  allgemeinen  Flächeiielasse  gehört. 
Da  ferner  für  die  Sinraltim  hcii  die  Coordinateneurveu  n.  =  const 
nach  §  8.  Spirallinien  sind,  die  gleichen  Curven  abt  r  nach  §  12.  die 
Bahucurven  derjeuigcu  infinitesimalen  Transfurmation  sind,  welche 
die  00 '  Bahncurven  des  bewegten  Punktes  snlassen,  so  erfaftit  man 
als  derartige  infinitesimale  Transfbmiation  fQr  die  Spiralfl&chen  die 
Spiraltransformation  oder  allgemeiner  die  conforme  projective  iofisi- 
tesiroale  Transformation  des  Ranmes,  wie  ans  der  Invarianz  der 
Spiralllflchen  fftr  eben  diese  infinitesimale  Transformation  vorhena- 
sehen  war;  die  Niveaulinien  der  Erftflefnnction  anf  der  Flftcbe 
mflssen  dann  ebenfalls  Spirallinien  sein. 

Ein  einfaches  Beispiel  der  Bewegang  eines  Punktes  auf  Ober- 
flächen, wo  die  Bedingungen  des  §  12.  erfüllt  sind,  ist  die.Heweyuug 
eines  Punktes  auf  einer  Obertlaehe,  die  durch  liutatiou  irgend  uiuer 
Curve  um  die  «-Axe  entsteht^  unter  Eiufluss  der  Schwerkraft;  die 
infinitesimale  Transformation  ist  dann  die  infinitesimale  Drehnngs- 
transformation  nm  die  »«Axef  ein  specieller  Fall  der  allgemeines 
conformen  projectiven  infinitesimalen  Transformation  des  Raumes- 
die  Niveaulinien  der  Krftftefnncüon  sind  dann  Paralleikreise  um  die 
Axe  der  Rotation. 

Wie  aber  in  dem  angeführten  Beispiele  jede  Niveauiiuie  bekAnutlich 
Umhüllun^scurve  eines  Systems  von  «  *  Bahncurven  des  bewegten 
Punktes  sein  kann'),  su  gilt  auch  allgemein  der  Satz,  dass  jede 
Niveaucurvü  des  §  Iii.  L'mhüllungbcurve  eines  Systems  von  '  Hahn, 
curven  des  bewegten  i'uuktes  .seiu  kann,  dass  also  im  i  aile  aer 
Spiraldäeheu  die  Spirallinien  selbst  ümUUllaugscurven  von  oo  Bahn- 
curven des  bewegten  Punktes  sind- 


1)  Vgl.  Fund,  Ueber  bedingt-periodische  B«w©gniij;cn  l  inf«  aMtterietlen 
Fanktec  auf  Obcrö&chcn  2.  Ordauag  cic.  Üisg.  189S,  g  i  und  §  1  dei  ar* 
tteo  bthw.  zweiten  Abschn. 
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Wie  ferner  in  demselben  Beispiel  «ncli  Beifregang  anf  einem 
ParallelkreiS  stattfinden  kann,  so  gilt  auch  allgemein  der  Satz,  dass 
jede  Niveancurvc  des  $  12.  im  allgemeinen  bei  geeignetem  Wert  von 
/<  Babncurve  des  Punktes  sein  kann,  dass  also  im  Falle  der  Spiral- 
flächen die  Spirallinien  seit»!  Babncorven  des  bewegten  Paaktes  sein 
können. 

Diese  beiden  SftCze  sind  von  Herrn  Stande  des  K&heren  bewiesen 
worden  >). 

S  U. 

Wir  fassen  das  Resnltat  naserer  Entwicklangen  in  den  Satz  zn- 
sammen; 

III)  Die  durch  die  Spiral tlaclit^n  clianikteriairte  Flächen- 
classe  ist  tiie  einzige,  aut  wcK  ijer  d\c  x  -  Baimcurvcu  eines 
bcwe.'i'  ii  l'utiktos  unter  KiuHuss  einer  Krattefinichuti  eine 
iiitiinu-j'  alo  Traiisinriiiaüun  gestutteuj  die  Kraltelunction 
selbst  muss  dabei  die  Form  Laben: 

unter  »  und  v  die  isometrischen  Coordiuaten  der  Fläche 
verstanden^'. 

1)  Vgl.  Stande,  X«eips.  Bor.  1893  Yon  17.  Ocibr.  p.  4S8  11.  %\  4,  ft. 
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V. 

Dreizehn  Auflösungen  des  Malfatti'schen 

Problems« 

Fortsetzung  von  T.  XIII.,  Kr.  U. 
Von 

C  David 


vif.  AuAöaiiBir. 

Hau  gebe  von'  der  Ansicht  ans,  dass  diese  61eichaiige&  nur 
daoB  zo  lösen  sind,  wenn  die  Aasdrficke  xg^  xz,  wirldiehe,  doreli 
die  flbrigen  Grossen  darstellbare  Quadrate  sind,  nnd  daher  setze  man 

43)  ...  £8  sei 

«TS  -  /'^ 

«y  —  tt^ 

(dieses  u  vou  u  <=>  PZ)  zu  uuterschüidcu),  woraas  folgt 

44)  .  .  «  xff»  = 

I« 
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£b  ist  also 

40).  .  +  ^  -(-29U  oder  •  =  +8lV. 

Feroer 

<H.  W+«  -  /)  -  — '  -i-  2  äi«  +  2  9i<  -  29Ju 
«'H-c— /=-  2n 

46).  .  .'Ji8u-\-stn  =  dinni-diu^^Mut 

oder 

i«:^HH4-'")  "  O'^f'i*  i-^)!'*  r'*^)  ^  «'?)i(n+M— *) 

•»i9i*H-«m)  —  i9i(ii»-H-tf)  oder  »(Ä^+mi»)  —  <9i(m-f*— »> 

Wird  nun  die  erste  Gleichnog  links  mit  der  zweiten  Gleichung 
reclits  moltiplicirt,  ao  Jcommt: 

die  dritte  Gleicbang: 
snbtnliirt 

Die  dritte  Gleichung  mit  In  maltiplicirt  nnd  dorch  9%  dividirt,  giebt 

49).  .  .  ttfZn+*f*?R(/-|-»+»)  -  9l*ta+»»+*»)+'*ii«— 
Hierzu  48)  addirt,  |{iebt 

Hierin 
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iutn  =  ^9ln-\-^g^n  —  ^lsun  —stn  zweite  Gl.  V. 


»tln  =  "Hiuln-^diu^f-ditul  —  iHsul  erste  Gl 
und  dann  durch  di  dividirt 

50)  .  .  .  i«f»+»n4-(«4-t4}?«  =  0l(/ii4-, n-fuZ)*) 

Dieie  GleicbuBg  kann  als  eine  solche  betrachtet  werden,  die  aas 
der  erBten  nnd  zweiten  Gleicbnng  in  47)  durch  Elimination  der 
Grosse  t  mittels  der  dritten  Gleicbnng  and  mittle  der  Gleichnng 

hcrrorgcgangcn  ist  Wenn  sie  dnrcb  In  dividirt  so  bemerkt 

man  darin  symmetrische  Beziehangen.  Es  ist  alsdaim: 

51)  .  .     -j.^ -j-,-ftt-gi+ ^  ^  ^. 


Ebenso 


tnbtrahirt 


Im 


*)  Beawr  von  jettt  an  wot 
50).  .  .«n(#+0+t»irf»-|-n)-8l[fi(#+ll)+|(i,+|«)] 
oder 

Ebenso 

2'(*+^)  ,  2/(/+m)  r2,  +  /  2r-fml 

•ddirt,  und  hierron 

2i*(u-f-n)      «  f-'r +m  ,  2u 
.ol>t.Mn  +— --^I  +-^J 

2i#+l)  ^ 

irfr  "  ^  (vergL  56» 
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i%  Anmcrk.  14.] 

Wird  aas  dorn  ersten  und  dritten  Ausdruck  eine  Gleichung  ge- 
bildet, und  diese  daou  mit  in  moitipUcirt,  so  kommt: 

Zü  öOj  addirt,  giebt: 

s--jr{l  -9t)*  —         ±  y  — j~ 

63)  .  .  .  Vjß  —  *  Ä  — 

Das  Weitere  nach  Aomerkaog  6. 

Anmerkung  14.  Ks  lassen  sich  aus  dieser  Entwieklong  noch 
andere  interessante  Gleichungen  ableiten.  Wird  B. 
die  erste  Gleichung  47)  rechts  mit  der  zweiten  Gleichung 
links  mnltiplicirt,  nAmticfa: 

mit 

80  kommt 

54)  .  .  .  Ä2(29{tt-i-/»+««  — rtw)4-9J*uZ  —  i»^29la-i-/»4-|-/tt 

öü  mit 

und  multiplicirt 
subtrabirt 

55)  .  .  .  2«^u-|-2<tt/—tt/» 2«tt^'f2«Mii->Wf>  —  »*n 

(*»+<!)  (2»+»)  -  (ii«+tti>)(2*+0 
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«f'+i)    «(«4-«)  ^ 

Dasi  die  Ausdrucke  in  dieser  Gleicbnng  {tt  sind, 
ist  am  leicfatesten  ans  51)  und  53)  zu  ersehen,  «teiin  in 
51)  ist: 

y-|-* —    -   -j  i-U —         «=»  « 

*±fri«J +  !(»+"-«>_,  (,ergl.52) 
57, .  .  .  2^"+.^^*!  _  «  (62) 


Also 


-  •  •         "  "  1  ^^^^ 

Diese  letzte  Gleichunjj  cntbfiU  eipontlich  3  Glei- 
chnngen.   Jedo  dcrselbeu  iuhrL  direct  aui  da^  Resultat 

b2). 

Ferner; 

Wird  die  erste  Gloicbuug  in  47)  mit  ^  uud  die  zweite 
mit  u  mnltiplicirt,  so  kommt: 

sobtrabirt 

a*i*n  +  2«*tt« H-  tutt  =s  8t<t»i  +  2«*«« H-  s*tn 

59)  .  .  .  Ai^9J«  +  ^»)  +  9i*"^  —  «*(29eÄ-|-/0  +  9i«'»»» 

sobtrabirt  von  54)  giebt 

smn-\-n*^nu'-^  nt      u\ln-^lu -~  l» — tl 

60)  .  .  .  ^-[Z-|-*  — <  — uj  —  -(n  +  tt  — «  — <] 
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(Za  diesem  Resultat  gelangt  man  aof  einfachere  Art 
dadurch,  dass  man  von  47)  nur  eine  einzige  Gleichung 
benutzt,  z.  B.  die  zweite,  indem  man  diese  mit  «  malti- 
plicirt). 

Femer: 

Warn  die  3  Gleichongen  in  47)  —  und  zwar  beide 
PartieeD  —  mit  einander  mnltipUdrt  werden,  so  engiebt 
•kb: 


(/  -f-  X  —  /)  im  -\-  t  —  u){n-\-  n  —  *) 

das  Fr.  der  ZAbler  =s  43S  .  23  .  234  .  251 


uiul  zwar  ist,  wie  sich  beweisen  lässt,  das  Product  der 
3  Zähler  der  rechten  Seite  tiein  Pruduct  der  ä  Zähler 
der  linken  Seite  gleich j  uamlich: 

62) .      .    -i-  «  —  1*)  (w  + «  -    (»*  4-  M  -  /) 

-         — 0(1»  +  «  — «)(»  +  »-») 

Beweis.  Werden  die  Mnltiplicationen  ansgeltthrt,  so 
kommt: 

Ifttn  -\-inytx-\- Ini-^-lmu 

-|-  I«*  +  m*M  +  n*» 

—  $ln  —  tlin.  —  um» 


_|_       ^       -|-      —  A  -       —  tt»* 

—  s-m  —  uH  —  ihi 

»«Im-'  tili  11 " V In 
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Wüi  l  II  die  mit  oiiiauder  übereinstimmendcii  (iiieder 
weggelasscu  uud  die  ubrigea  Glieder  geordnet,  so  erhält 
mau : 

-\-  sin  -\-tlm~\-  ttmn 
Nao  ist  uach  56 j 

oder 

64)  .  .  .       +  2*/^  -J-  s*m  4-  A/m  =  2/««  4-  2/«»*  +  t^i  Üm 

D.    S.  W. 

woraus  die  in  62)  aafgestellte  Befaaoptung  einlenchtet. 

Weiter  folgt  nun  uach  oucli,  dass  die  Prodacte  de> 
Kenner  in  61)  einander  gleich  sind. 

Fflr  weitere  üntersnchongen  ist  es  Tielleicht  be. 
achtenswejrt,  dass  in  der  Gleichnng  62)  eigentlich  nur  2 
nnbekannte  Grössen  vorkommen;  denn  es  treten  die 
Grossen  t,  t»  in  ihren  Verbindungen  mit  einander  nur 
als  Differenzen  auf  und  nicht  jede  Grösse  Inseln  flllr 
sich;  die  dritte  Differenz  bestimmt  sich  daher  ans  den 
beiden  andern  Differenzen.  Ist  z.  B. 

«  — tl  —  j)    und    U  — tsasj 

so  ist 

<~r  =  --(,i  +  fl) 

Daher  küuncu  diu  Grössen  -s  /,  in  lilticliung  62)  auch 
beliebig  erhöht  oder  erniedrigt  wirdeu,  allerdings  untor 
der  Bedingung,  dass  alle  3  Grössen  n  gleich  viel 
erhöht  oder  erniedrigt  werden. 

Anmerkung  15.  Fflr  weitere  Untersuchungen  noch  folgende 
Gleichungen: 
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[Die  Prodaete  der  Nenner  in  51).] 

[Die  Producte  der  GleichuDgcn  4).J 

Oder 

67)  .  .  .  I  4.(R,-te)(m-«)Vy  j  =0 

4"  ("»^  —  nz)  {i  —  8l)  V'flP  ' 

Die  Gleichungen  17)  geordnet 

tt(rfy «  —  v  Vy)  =  wifVz  —  r  Vy) 

68)  .  .  .  {  v(«Vy-tcV«)  =  a(tiVa;-ipV«) 

tK  /V*  —  «V«)  =     Vy  —  f»  Vaf) 

Aus  68)  und  70)  lässt  Bich  durch  Multiplicatiou  uud 
AddiruDg  ableitcu: 

m(«4-«)V«y  .        m  + 
4- n(«  4- t;)  v>  (=s4.M(«4-w)Vy* 

4- ^.f»  4- tc)  V«      4- «t«  4- m}  vz« 

nnd  dann  mit  einander  mnlüplicirt,  giebt: 

69)  .  .  .  {  4-(«/+PM')yV»  l-  I  4-(6/^4-t^w)«Vy 

4-(/a4-ii»)»V«  '    '  4-(/a4-tttt»>v* 

Wenn  die  Gleiohaogen  68)  mit  ^  multiplicirt  nnd 
dann  die  Formeln  201)  angewendet  werden,  so  verwan- 
deln sie  sich  in 

vn'[ivx  4-  ^  ^i/]  =  '"'['*    +  ^  v'  y] 

70)  .  ,  .  {  tt4yya4-«Va:]  —  tnr[»i  |/y  4»  «  V«J 
ttw[iiiVy4-»i^«l  —  w[/V'«4-*y»l 

mit  einander  multiplicirt,  kommt: 
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(m  —  SR  ]lx  \  y  (l  —  Vx 

71)  .  .  .  \^{n  —  n)my^a    i=  )  +  (m  -  9i)i« 

(  +  (/-      V»    '      I  +  (»  —  V» 

Oder: 

.  }iijf)(i»--8l)  V«  » 

72)  ...  I  -f  (».y-  nz)  (/-«)  =  0 

Die  GldchuDgeo  17)  oder  68)  ergeben  ferner 

Aamerkuuj^  U\.  Üio  VIL  Auflösung  kauu  uatUrlich  auch  ohne 
Veruiulacbuug  der  Ausdrücke  ausgeführt  werden,  uud 
zwar  folgendor  Gestalt.  Wenn  die  dritte  GrnndgleicliuQg 
von  der  Somme  der  beiden  anderen  snbtrablrt  wird,  so 
kommt  statt 

47)  =       +  ^      -  ^^-^ 

auch: 

«(m-[- Vi^—  V«j?)v;» 

daher 

(«4-  V  «j/  -  Vj^z)  V>(5H  V  :  -f  ,n  V  y) 

=      -j-  y     —  xj^)  y  s^di        -f-  »  V'«J 

oder 

2Ä  y  V     4"  "'"i'  4-      V**  —  "»y  V  »  4"  V^y* 
=r  2*«  Vary  4"  ******  +  »«y*'»  —  »w  Vary  "4- 

a)    j/[2^  y  fz  -\~  mn  -\-  m  "^xy  —  m  y  xz]  -\~  '3t /j  y 

=  42«  yVy  4-      4-  n  Vx»  —  n  Vary]  4-  »m  Vy« 

jS)    ^[29i  Vys  4-  /«  4-  /  y./  i/  -  /  y ^^cj  4-  dfi»  >  a,» 

-  «[2«  Vay  4-  /a  4-  n  Vy      n  V«y]  +  Vxs 
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In  47)  Ist 

r)    a  Vi/z  +  «3  =  «(«  +  Va-y  -  Va»)  I 

aveh  /  multiplidrt 

Noll  ist  ftocb 

«  y«y + — + Va» — yy«) 
«•  yj^ .  y + «wjf  y  «•  _ 

Diese  Oleiebaog  von  der  vorigen  snbtrahirt: 

v^r^  4-  «teyji + y*y .  y^  -  y*« 
—  ««i»y«i yii 

statt  48} 

9ins  "^xy  -\-  'Mlx  ^ yz  -\-  Inxz  —  ^my  i xz 

= «ä^M  -  tt  yy » -I-  i  y«yj  —  ai*  y*  ( -i- » + «) 

Wird  noD  die  Gleichaug 

3t    _i_  =  «(m  +  y«»  -  y^«) 

fflit  M  muitiplicirt,  so  kommt  statt  49) 

«  «imn  »i»  y««  -  «/» yf »  y«* 
—  Ä«(/ + « -|-  n)  y««  4-    -  /ft3  y«i^ 

üierza  98)  addirt,  giebt 
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na  -  9i(«  -f    — yi «)  —  «  y^^  5 

mit  /  yö^  mnltiplidrt 

statt  öü)  * 

-f  //» y^c  =     -f  n  y^  r  4-  /  y^^]  _  /„  _ 

Wird  nun  47)  ^)  mit  Vy  inuitiplicirt,  so  kommt 

a-[2%       -h  /«  Vy  -f     VV  -  ly  Vz\  -f  V'xi« 

i»jf«  V»  -i-  /j-y  V«  +  //*  y^y  +  Vy 

—  9?/n  V''«  +  yäci^  -j-  yy  (60  mit  Vx) 
«/n  y »  -f.  ««,  y  y  -I-  SKV  -y/^y. 

—  «y«  ±«  +  Vy  -\-  in  ^xyz  (ÖO  mit  V«) 
^  y«  +  2»  y«y«  —  In  Vz  — .  o«  Vg 

-  2y»  V»  4-  2/  y^i^*  —    V«  —     y  y 

äasy  y*«  +  2»  yi^  .  y^  —  InYi»  —  ^ 

—  2sr=  y-f^^  -f  2/  y  ary  .  f  y«  —     y  ^y  ~ 

2«yyy^+2»y^.yi;+/«  y^+^y 

a«f(2yi^+/)+n  yii(2y^i+7) 

-  yn^.y^i^  + »)  +  i  y*  *  (2  y«y  +  nj 
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statt  66) 

ry  +  n  V5      y»  -f-  ^  Vy^  _      +  w  V 

Anmerkung  17.  Die  Auflösangen  iu  VII.  zeichnen  sich  da- 
durch au8,  dass  die  Quadratwurzel  erst  gegen  Eude  der 
Eutwickluug  eines  üauytrebuitats  ausgegangen  wird. 

DuB  diesfi  AoBdrQcke  —      siad,  kann  leioht  ans 
60)  und  66)  abgeleitet  werden.  Also: 

/         «-«  ,  l/2ll»  +  n«  — 2-«»4-:K« 

y   -  -2      r   4  

V«V=-2-+2  ^  2  


mi*  Aiifl#«ttM0. 

In  dieser  Avflösong  BoUen        «  nicht  die  Radien  der  gesachten 
Kreise,  sondern  die  Abst&nde  der  Mittelpnnkte  dieser  Kreise  von 
dem  Punkte  P  bezeichnen;  ferner  sollen  A,  ä,  t  die  Seiten  des 
Dreiecks  LMN  bedeuten.    Oie  übrigen  Grössen,  nämlich  fj 
«,  9, 10  sollen  ihre  bisherige  Bedentnog  beibehalten. 

In  einem  jeden  Dreieck,  Wie  Ä  E,  P,  in  welchem  beliebig  «ine 

Querlinie  LM  gezogen  ist,  iPt 

,  («+fle— y)(»+y— »)w  —  (/'+»—»)(/+»— ti)«if 
I  Ebenso: 

Diese  Gleichungen  gelten  also  ganz  allgemein.  Aus  der  ersten  dieser 
Gleichungen  gebt  hervor: 
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rnid  bieraos  wiederom,  wenn  u,  r,  w  winkeliialbireude  Liuicu  siud; 

Ä«^  -  2Wy.  +  f,,«  -I-  z^)u  ( erste  BedmgQug 

—  28las     («a  +  ) 

Diese  3  Gleichungen  sprechen  die  Bedingnug  ans,  daas  die  Ifitp 
telpuukte  der  gesuchten  Kreise  sieh  aaf  den  Linien»,  »,  w  befiadeo 
welche  die  Winkel  des  Dreiecks  DEF  halbiren.  ' 


oder 
also 


Nun  ist  ferner: 

DL  ;  LL'  =  ÜF  :  U 
«  —  «  :  LL*  o.  «  : 


Ebenso 

addirt  FoIgUch 


MM'  -  (\-^^  « 


77).  . 


s  ■= 

23i 

V 

A  » 

fr 

2di 

u 

10 

zweite  liediuguug. 


Jede  dieser  3  Gleichungen  enthält  die  Bedingung ,  daaa  zwei 
Kreise  sich  gegenseitig  und  aoch  die  gemeinschaftliche  Seite  be- 
rühren. Die  Gleichungen  76)  und  77)  sind  also  Örnndgleiehonaen 
Sie  enthalten  6  unbekannte  Grössen  in  6  Gleichnngen. 

Aus  77J  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

78).  .  ..-^*  =  »_>-,_»>.H:±H_» 


Digitized  by  Google 


g  _    — „  _  (A^-r  — «»b 

«  .  Sfl^s  •  (i>  — c*— »  A  .  Saiy«— (A*— 

«B — —  Jbt— jw  Ä  tjfXM 
Nach  dieser  Gleichong  ist  nun 

_   —  flBi-f-  *y 

daher 
oder 

«-j-jc  —  y—  —  ,  ebeaso 

Werden  diese  beiden  Qleichaogeo  ia  der  ersten  Gleichung  von 
75)  sobBtitnirt,  ao  erhält  man: 


(78) 


(l+Ä—aXA+y-«)  

/Ä  -f  Ax  — —  /a  -|-  «y + «*-f-  <y  —  «»/a      2z* -\-  —  

Ä«  —  y»  «»  —  «y 
<y  —  ow  •»  «  —  «y 

iÄ+(2*— * — 0«  -    =  «*+ (2*+ *— Ä  -  0« 

!JU  -ooy  «  a(« 4. 3S  —  «)  Ebenso: 
—  aw  —  y(y  4-  2»—  0 
j<  —  yx  =  4x  4-  2»  -  Ä) 

Kimmt  man  zn  diesen  Gleichnngen  die  Gleichungen  von  79  xa 
Hülfe,  so  geht  daraus  ber7or: 

82).  .   .x(u:4-2»)-*/-.yO  +  2«)-M=3(«4-2«)  — Ä< 
M.  4.  Iba.  «.  Fkjt.  8.  Balh«.  T.  XIT.  19 
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Nan  nmltiplicire  man  je  zwei  Gleichaogcn  77)  miteioauder.  Es 
kommt: 


«         II*  ""ti  «•"'^w  «ff* 

( 2sh  -(-        2ä/  —    —  Ä«  —  t*) 


4 


Wird  die&e  Gleichuug  zu  der  vorigen  addirt,  so  kommt: 
84).  .  .x*  +  2««+V--;^=r  +  2«y4-^-=^ 

Oder: 

86)  •  .  .     H  i —  ^  -   —  y  - 


*  to 

-«(r'+r"+f^)+«F+««+f»  (Radien) 

Ferner  ist  nach  77): 

and  folglich 

ii  ~  i^^^  

-  2«aA+(x*+i,«),c  (76) 

+        «        +  ^  ) 

^«M  m/« -j_  y\  _l  ^'y'  _L        _        ,  t?»y« 
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86)  ...  4JP  fl-  =  '"U        +  '!^y 

\        »       V  '    UVj         U'    '       UV  * 

Oder 

87)  .  .  .^^  +  !^  =  2,|/S^) 

Ulm  hat  nu  ia  86)  «ad  87)  iwei  Gleicbugen  mit  xwü  anbe- 
laMuMm  GrtMea  s,  jr.  Die  AaflOrong  denelben  kaaa  tat  üDlgaade 
Art  MHgefBkrt  w«(den.  Nadi  86)  iat: 

88)  .  .  *)-2»(»-«)  VMtt 


MV 


"  *«  — ^  r«" — Li  — 


4tt>AB«     43l*mV  8«^ 


+  4IIM+491V 
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( 


u     V      uv/\  n-  UV  ~   r*  / 


u 


UV 


y 

V 


=  0 


(-  4.  ^  \  4-       .  1^ 


1  0 


j_  A  _ 


•  « 


tir 


-2*-  +  2*-(s+*)- 


uty 


n 


b  1  V 


0 


UV 


—  0 


— '-(2fii+20-+2/»w 


—  (2/  +  2m)t^-2»l«  /  —  0 


2hmy 

UV 


mV 


—  2»*  — 
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\        U        V        W/  \U  V  /         \U     *      V  J 


H  h  2w 


-  0 


10      '  «r 


cm  —  Ä»     —  IIA9  M  tivn 


WeoB  Olm  3  GleicbnngeD  wie  89)  gebildet  werden,  so  leitet 
man  danns  ohne  Mflbe  ab« 

90).  .  +  »  —  »  — 

eine  Oleicbong,  die  sich  ohne  Schwierigkeit  constroiren  lässt  Sie 
bat  Aehnlicbkeit  mit  der  Gleichung  15)  iu  II.,  wobei  nicht  zu  über- 
sehen ist,  dass  »  in  90)  eine  aiulcre  Bedeatung  als  in  15)  hat  Zur 
Ausführung  lioser  d ritten  Constraction  schreibe  man  die  Glei- 
cbnng  9U)  in  folgender  Gestalt: 


=  r  [  2  J 


Man  ziehe  /nnäcbst  die  HalbintngsUmen  v^w  und  Ueu  Hadius 
FFf  mache  dann 

FG^FF  nnd  DHs^DQ 

dann  ist 
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Bum  maohe  forner 

ER^EP  and  FSssFP 

dann  ist 

HS  ^  V w  —  d 

dann  mache  man 

HO^  RS 
und  balbire  FO  in  Q*,  dann  nuMshe  man 

jRt'  -  PH 

und  errichte  in  L'  ein  Perpendikel  Die  Linie  LL*  ist  d»iui 
der  Radios  des  einen  der  3  geanchten  Kreise. 

Anmerkung  18.  liOicbter  wire  es  gewesen,  ans  3  Gletcimngen 
wie  87)  ein  Besnltat  zn  gewinnen  (vcrgl.  AoflOsniig  IX). 

Anmerkung  19.   Die  Zusammcüäteiiuug  der  Gleicbaugon 


91).  . 


iV  ,  2ll(tt4-«)       «V  .  28i(r  +  ») 

-Sr  +  '-"iT-»-  —T-^ 

mV  ^      A    £  _  *  ^  lA 
u"   •     iw     '  \      I»     a  '  UV/ 

habe  ich  als  eiuo  sdbstständigo  Aufgabe  aufgcfasst,  die 
sieb  dircct  (ohne  Umfonnuug  und  ohuc  üalfsformeln) 
einzig  und  allein  durch  die  in  den  Grössen  seihst  lie- 
gende Beziehung 

lOsen  lassen  mttsse.  So  anfgefiwst  hat  sie  mich  eine 
lange  Zeit  bescbftftigt,  bis  ihre  LOsnng  mir  endlieh  ge- 
lang. Zwar  sind  bei  der  Entwicklung  auch  die  Formeta 

2lm  -  2»«  -  — 

10 

und 


boüuUt  worden;  aUtin  man  bemerkt  ?o]ir  leicht,  dass 
sie  keincswep;s  durchaus  nötig  wareu,  und  dass  die 
Lösung  aiu  h  uliue  sie  erfolgt  wäre.  Statt  der  Gleichung 
u  wäre  nuiuiich  gekommen: 
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;-|- (2/»  —  2»*  +  2w)«*  —  0 

Ltt       \>  J  ^"  /n»  -     U        v  j      (/m  — 

V 

u        V  im 


-p'  

Nun  ist: 


98).  .  .1-  +  ^-«+—, ^  -IP 


AufFalleud  könnte  es  erscheinen,  dass  die  Auflösung 
obiger  Aufgabe  nur  durch  Quadrirung  der  einen  Glei- 
ebong  B8)  gelang,  während  man  nach  den  voraufgegan- 
genen Lösungen  verwandter  Gleichungen  vermnten  durfte, 
dass  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  zum  Ziele  führen 
würde.  Indessen  darf  mau  nicht  übersehen ,  dass  man 
8icb  unter  dl  in  jener  Gleichung  Vu*  — und  Vr*  — m* 
vorzustellen  hat,  und.  dieses  in  Betracht  gezogen,  scheint 
die  QaadriruQg  durchaus  orforderlicb  zu  sein. 

A  nmerkniig  20.  YervoUst&ndigong  der  Gleicbaogcn  75)— 89) 
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94).  .  ,  — ^  ,  

«•+1»+^    -j-  ^  ^  ^«  ans  81)  u.  89) 

**-^+-^+(?+^/)^ 

Wenn  man  die  3  GleichaDgeii  io  75)  mit  einander 
imiltipHcirt,  so  erfaftit  man  aof  der  rocbten  Seite  ein 
Quadrat,  weil 

=  (/+«-tt)(rf+tr-»)(c4-«;-u)  = 

r 

ist.  Daher  müssen  anch  die  Factoren  auf  der  liukeo 
Seite  ein  Quadrat  geben,  und  merkwürdigerweise  ist: 

96).  .  y){h-\-y-z)(t+a  —  x) 

(•  4-  y  —  «)  (Ä  +  »  —  y)  (<  +  «  —  ») 

Denn 


«(*  -f  «/  —  a:)      «(A  -f  y  -  ,)  (öyj  . 
a;(A  -i- z  —y)  ^  y{t -{-z  -  x)  >  einander 

+  «  -  -i-  *  -  jf)  )  multiplicirt 

0ie  Producte  geben  nun: 


(* -f-z— y}(/<-j-y— ar)  —  sht 

4^(i«+a»-;»«-jf»)-|-<l<,^Ä)+y«(a^) 

-[-»(a-s+ya— ajy  -  Ä—O— »Hr— «) 

+A(«H-a»— jr»— ÄjB(«-  •>  -c^»-^) 
+«(y»+«y-w-jF«).^^(t-Ä)_^(ie-^,) 
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In  jedem  dieser  beiden  Prodocte  müssen  die  C^  letzten 
OUedfir  der  rechten  Seite  »  0  sein;  denn,  wenn  2.  B. 

^  —  J3  -j-  Q 

und 

ist,  80  folgt 

Q=0 

Aas  75)  g«lit  demnach  heiror: 

Fttr  weitere  Untersucüuugen  kann  auch  gebraucht  werden: 

96).  .  .(•+«)<A+jr)(r+»)=:(#+jr)(A+,)^*+x) 

19.15.47  13.13  86 

-       Ü •  •  14— 

denn 

SB  W  —  ~ 

A-j-jr  A-f*« 

Hierauä  folgt: 
(jA-.<jr)«  ^  j 

99)  .  .  .  H-  (A«  —  «tV  >  ^  <  +  — 

+  (*i  —  hx)s  )      (  -I-  («f  ^  Ax)y 

Aneb  ist: 

(«A  -  ^^^ji-  J       j      f/fA  —  y*)3 

100)  .  4-  (AI  -        '  -  I  4-  (/tf  -  M*)* 

-f-  («I  —  *«)«  1       {  4-  (,f  _ 

Ferner: 


—  •)zi/)  \ 


101) .  .  .  +  (« -       }  -  /  +  («  - 


4-  (Ä  -  *))^ 


Die  GleicbuDg  79)  kann  vervollständigt  werden: 

102)  .  .  .  n  —         Ivc  ~  yz  ^  tjf  —  xz 
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Denn: 

Äx  =  #,  —  xy  -|-  (79) 

tjf  ^  gz  —  -J" 

aber  auch 

-  ^y(«2-f  xy-f  29b  -#t)  (81) 

SQbtrahirt 

29i«Sf'  -  (,+,4.y)e 
Die  Gleichung  79)  kann  auch  geschrieben  werden: 

103)       ,  x(Ä+jf+»)  -  y«H-»H-«)  ■(*+'+3') 

13  .  13  .  3).  39  .  47  

ferner  auch: 

25.85     195  »l+r'l+jfjrl 
~    26    ^  2  2 

105).  .  . 

Ponn 

—      ^  kx  —  Jfa 

Es  folgt  hieraits  wiederam: 
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(M)  mOliplicirt: 


''i — ^; — -U  -  ."«^A-'-J "  1 

r2jR(9i-H*)*  ,  iH\  /»<-f  i*\  1 

-  *  [ — — +    -  U  "  J  l "  w  J 

19  •    »•  II*     '  U  *" 

29t(«  4- tt)x      2«x«      n«3«      2«(aH  -fu>) 
tl  "  IC«  +        W  * 

19  \M?         V  J  \      U  j 

106).  .  .  «[^1+  ^j^;;  ~J+ V 

Tu«     (S»t>— WMtp)— (W»tt— Wmp)!  ,  2«« 


Wenn  oao  mit  uvw  moltiiilicirt  und 
gesetst  und  durch  R  dividirt  niid,  so  kommt 
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ebenso 

Diese  Gleichungen  sind  so  bescliailen,  dass  ans  je 
zweien  von  ihnen  die  dritte  abgeleitet  werden  kuiiu,  uud 
also  kann  man  mit  ihnen  alldn  siebt  vom  Ziel  koinmea. 
Zwar  sind  sie  vom  ersten  Grade;  aber  dennocb  eignes 
sie  sich  ibrer  ecbiefen  Gestalt  wegen  eeblecbt  zur  Est- 
wicklnng. 

Werden  sie  addirt,  so  kommt: 

108)  .    '  +  y(«  +  r)  (u'  ~  u)]  -  0 

+  w)  (tt  -  «0)  ) 

Femer: 

109)  .  .  .  *  ™+»«4-2«*-.#^*+y»4-29^> 

Ans  8  solcben  Gleicbnogeo  folgt: 

110)  .  +  -1-  + 

Anmerkung  21.   Weitere  Ableitungen  aus  Gleicbung  83). 

Wenn  noch  eine  Gleicbung  wie  89)  gebildet  eid 
dann  die  eine  von  der  anderen  snbtrahirt  wird*«  so  e^ 
giebt  sidi 

tx  niy  n  z 

111)  ...    -  +  tt  —  ^      - '  -ft)--TO—  f-M— n 

Ferner:  Ans  85)  ond  III)  ergSebt  sich: 

IW).  .  .2(W+«-/)«-(ii—0*-2(»-f»-»)jr— 

—  ^n+w  -  »)«  —  <w  — »)' 

Ferner  ist 

IIS). .  .(»+«-o«^-(«+»-o* 
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114)  . 


116) 


/ 


2(«  +      -ik  4-  (u  4-  »  ~  /  —  m) 


ans  III)  mid  11) 


=  2(34  +  w  -  «)»  +  (i>  +  w  —  »  —  «) 
2(a  +  w  -  «)»  H-  (v  4-  u  —  /  -  «) 


«IS 

ff 


\  -3(»4.«  -./)»4-(«4-«-/^a)^ 

HiefMS: 

[(»  —  W)  —  (Ifl  -  «)]  ^ 


116)...    {  4-[(«,-n) -(•.-/)]       ^  -  0 

+  [(«*  -  0-(r-»)]  - 


•  .  • 


(Uier  bedeuten         z  die  Hadicu) 


117).  .  .  W(a4h64-«-9*)«4-(^J^  +  «  +  y*)(«  +  ^  +  «?-  ») 

—  2;ry*      C.  79>  uud  81) 


(Aehnlich  wie  Auflösung  IV.) 

Werden  die  früheren  Grundgleichungen 
riUI  — 4-,«4-2«yi« 

durch  die  Froportioaeu 
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worin  x  das  «  der  Grundgieichuogen  (also  einen  gesuchten  Radios) 
und  Ä  die  Linie  FL  in  der  vorigen  Anflösung  bedeatet;  oder  werden 
sie,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Gioicbangea 


die  sieh  leicht  ans  Fig.  11.  dartnn  lassen  (was  eigenUieh  niebl  nötig 
ist)t  amgefomt,  so  erhält  man: 


117) ...    2»  ^(EiJfE^^j = 'I  +  ^ 

Aqs  der  dritten  Qleicbang  in  117)  folgt: 

tc     *nf\vjr\w/     nv   *  nv 
quadratisch  behandelt 


2»  |/»-»  ,  m^-lf) 


ti« 

■       Ii  U 


Mit  H  miütiplicirt,  koamt: 


Digitized  by  Google 


DmMid$:  DrMm  AntflSimtgM  4w  MaffßtÜ'ttktm  BMm».  OOS 

Ebenso     

» ^/^'  _  _  « \/"-^ + .  *. 

Alto: 
qnadrirt 

,  ,    «nir     a:  ,     „  .  31«»  Jf 

B=  yj8  4-   .         _l_  10»   , 

-2».-2Ä.+(«.+«F)-:+(«'+3")-i 

-«C+?)-*"+v+J  

(Ix  m!f\ 
-2««  +  (»  +  n)(-  +  Y) 
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21»»  -  2n^  -  (»  "  10  +  »)  + 

120)       .   '^  +  ^  —  8^  +  «?— Ii  —  2yxi 

Also  dasselbe  Resultat  wie  iu  89).  Diese  AuHösiuig  stimmt  mit  der 
IV.  Aaflösttug  ziemlich  ttberein. 


X.  AuAösunii^. 

(Stimmt  im  WeMotUcheii  mit  II.  S.  ttberein). 

Wird  in  Fig.  12.  1)!.'  mit  o,  EM'  mit/),  und  werden  die  von 
ausgf  liPTuleu  eiiUprecheudeu  Liaiea  mit  q  bezeicliaet;  so  ist  ans 
geometriscliea  GrttQdeu 

und  also 

my  =  »/> 

Werden  uuu  die  beiden  letzten  (ileickungeu  in  die  Gruudgieicbang 
gesetzt,  so  kouuut 

122)  .  .  . -  «1)  +      +  291  . 


def^  €tp  -\-  efq  +  2y 

Ebensd 

«yo  +  %  +  2o  idfoq 

AlBO 

e/p  +      +  2i»  yiSSg  -  d/b  +  d/^  +  2»  Vd^bJ 
(«/  -  i»«)2  —       -  v*)q 
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VeJp  +  uVq  -  V4fo  +  vVq 

Ebenso 


Wird  nun  die  zweite  Gleichung  mit  Vd  und  die  dritte  mit  V« 
maltiplicirt,  so  erhält  man: 

i  üiglich 

124)  , . .  —  («+ II  -  »)y<^ 

Oder 

125)  .  .  .   ^  jjj^  p-  q 

n  4.  126  .  445 

Jetst  nehme  man  die  Gleicbung  122)  wieder  auf: 

»(W  -f-  ti  —  1)^0 

126)  .  .  .         +  r  -  m)  (JR  -j-  ,c  -  ») 

-  (P  +  4^)  (9i +  +  +.2«( «  +  «- i)«  .  o 

(iH  4-  u  ~     (p  4-  m  —  Vi) 
P''(ü-\-l  —  ik)im-\-v  —  m) 

^  "  (u  4-  i  -  «)  («  4-  ID  —  n)  • 
ANk.  I.  lUtt.  a.  Pl^  a  B«lk«.  T.  UT.  10 
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entBtebt,  wenn  man 
mit  Gl.  135)  mnitiplidrt, 

129)  .  .  .  rf/(«-fr—m(9?-f,r «) 

IM),  .  .  ü-     29i(9l+tt-/)    "  ~  9t 

eiDc  Gleiehuug,  die  dtr  Gleichung  B)  entspricht.  Setzt  man  diesen 
Wert  in  126),  so  ergiebt  sich: 

dj(«-|-„-w)(«-|.«r-n) 

=  »)(«+«'-»)+^{*+»-lX*+«'-«)(»+»— «) 

129).  .  .p  +  a  — i  +  »  +  n  — «  — » 

Ebenso 

nddin 

2ä  -f  2/)  -f      =  3(Z  4-  m  4-  n)  ^  SÄ  —  (u  -f  f  4-  tc) 
2p  4-  2<i  —  2(i  4-  m  4-  n)  —  »  -  tt 

Bnbtrahirt 

—  «-j-u4-^-(«4-©  —  m)  —  («4-10  —  n) 

Dieses  /.weite  Resultat  kann  ancU  direct  aus  127)  entwickelt 
werden  i  denn  man  erhält  : 

« (»4i— »)29i[(/+m4tt  -8l-u)(9i4-u  -  /)4-(9?4-M-//lii 

-  (u4/  -9i)2L\  (9l4-r-/)f/4w4-n-ai-t*+«4-u— /> 

«— »—»4-1,4- »•4"*»*"Ä  ^  0 
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o  1""  

oder 

Um  hier  noch  eine  Construction  (die  vierte)  anszufiihren, 
kann  man  "  rückwärts  verlängern,  /  luif  (1»>r  Verliui^'.  i  utip'  von  D 
aus  übertragen,  fonier  von  /'  aus  :)i  ahtragcu,  dauu  iu  derselben 
Eicbtaug  nach  Mü  (Fig.  110  abtrageu  u.  s.  w. 

Oder:  Da,  wie  duid  leicht  siebt, 

U-j-M-f-P-f-W  i  — M  — N 


!2 


ist,  (Gleichangeo ,  die  mit  13)  eorreepoDdirenV,  lo  bescbroibe  man 

von  Paus  mit   ^   einen  Kreis,  der  die  3 

LiDien  «,  w  iu  deo  Punkten  .!p,  92  schneidet;  darauf  liescbreibo 
man  von  I>.  K,  F  ans  mit  den  auf  m,  p,  w  ttbrig  bleibenden  Stttckon 
Kreise,  die  also  den  vorigen  Kreis  berühren ,  in  den  Durchschnitts- 
pnnkten  L\  Af,  A'  dieser  Kreise  mit  den  Seiten  f  des  ge- 
gebenen Dreiecks  erridttc  man  Perpeodikel,  diese  Perpendikel 
sind  die  Badien  der  gesncbten  Kreise. 


Ks  sei  die  Rodcut anp  von  r,  y,  w,  «,  9?,  i,  j»,  so  wie  in 
der  vorigen  Auttüsnug  und  in  Fig.  12.  Es  ist  nun 

oder 

M  L'  0-1=2  Vay 


Nim  ist 


Also 


p  :  jp  w  m  :  81 


1  /-Ho  % 

Ton  derselben  Form  sind  tnch  die  andern  beiden  Omndglel- 
cbnngen.  Wenn  aber 
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c-f-m-j-n 

geaotzt  wird,  so  ergeben  sich  foigende  3  Gcaudgioichaagea : 

Aopn  -=  —  o  -  p)* 

4  uqin  —  (l  -\-  m-\-  n)  {l  -\-  H     o.—  5)' 

woriü  nur  ö  coustanto  Grössen  vorkommen.  Diese  Gleichungen 
correspondiren  mit  den  Gleichungen  117)  und  kOnnen  rein  alge- 
braisch aufgelöst  wcrikn ,  iiiiiiihch  so,  dass  bei  dor  Auflösung  auf 
solche  ikzichuugeu  der  Grössen  zu  eiiiainier,  welclie  iu  der  geome- 
trischen Natur  des  Malfattrschen  rrublems  liegen ,  nicht  KUcksicht 
genommen  wird.      Aus  der  zweiten  Gleichung  erhält  man: 


133) 


y  £f^jq:;r*^fl+/^4.^  — 

184).  .  .   y(Z4-m-f«j  .  Vtf--  V'"'<';±y(i-f-»)(i-hm-i-n-o) 

£beu80 
also 


qnadrirt 

Ip— 2  y^inö + —  (lIl^-«)(^fm+«— p) 

+  {H-«)W-H»+»-ö) 


— aVilflöp  —  (/-|-ru-f2»0(/+m-fi,) 

Brate  Grondgleichang: 

(^HH-«XM^)  -  -  y4c¥ii(i+^H-(H-w+«>/ 
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-2yim-|-ft)(i-|-«) .  y«(^|-m-|^n)4.2y4iH-fl»-f«)op+<?p 
:=  (/+m4-2»)(l-Hii+n) 

—2  y(i+»)0«+»)'*(^+w»4-») 

-  (|+«+2i»)(H-i»+ii) 
135)        .  y»(i^-„)(M-|-«)(Z-f.»+n) 

-i-  y/»»M(;+/»4-M)  l(o+i>) 

—  «(Z+m-{-«)(i-f//iH-2«) 

-2n  yi^(H^KfH-«KH:i»H-») 

y/ianfi^-iÄ-W 

Mau  Sicht  jet/A,  dabb  dio  Auflösung  zu  Ende  geführt  werden  kann. 
Zur  YerciafachuQg  setze  man  aber  als  Annahme: 

n(l+n)  (f»+ii)  —  v^(l+m+n) 

n(jl+m+n)  -io(^i-m+«)-i-3!(i-f  »»+»)](o-h>) 

-  n(/-fi»+fi)'(i+«+2«) 
—  2mo(H-iii-h»)j 

-I-  (H-»*)9'i('+»*+'») 
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136)  .  .  =  ^ -!-"»+ 

Man  sieht  also,  dass  die  Auflösung  der  3  GlcirhnnpMi  in  132) 
sich  rein  algebraisch  durchführen  lässt;  man  hraudii  also  uicht  zn 
wissen,  wuhcr  die  Gleichungen  stammen  und  in  welchem  inucrcu 
(geoiuctrUchen)  2wmraenbaDg  die  darin  vorkornnteaden  Grössen 
steheo.  Die  beiden  oiitor  135)  gemachten  Annabmeo  gestatten  s«n 
noch  die  Beziebang 

eine  Gleichang*,  die  ans  der  Snbtraction  jener  beiden  GIcicbangcn 
hervorgeht,  und  bei  welcher  hier  davon  ab;;esohen  wird,  dass  sie  in 
der  Natur  des  gccmctrischcu  Problems  liegt.  Wird  nan  diese  Giei- 
cbnng  für  13G)  benutzt,  so  kommt 

»i*  4-  tr^  —  'Inic  —  ^'  • 

137)  .  .  .o  +  p  —  Z  +  m+ü  — »  — » 

Der  weitere  Verfolg  ergiebt,  wenn  10,  91  etc.  wieder  fortge> 
schafft  werden: 

l-X-mArn 
133) .  , . .  o  =  2 

_  [V/mn  -h  Vm(m-f /J(m4-V)  -|-  v'«(«-f -  V/T/-+-w((7^-fr») ] 


Xll.  Attflösiuiiii^« 

Die  Radien  der  gesachten  Kreise  werden  wiederum  durch  x .  t 
c  bezeichnet,  o,  i?,  ^  behalten  ihre  bisherigen  Bedeutungen;  iorner 
sei 

ferner  sei  p  der  Durchschnittspunkt  derjenigen  2  Tangeuten»  die 
dnrcb  die  3  Berührungspunkte  der  Kreise  gezogen  werden 
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Dann  ist  in  deu  beiden  Dreiecken  OpC  und  A'Od,  die  zusam- 
men ein  Viereck  bilden,  das  den  Kreis  M  eiuschliesst : 

139)  .  .  .^r  +  V^Xt  +  VÄ 

140)  .  .  .fHp  +  V^pXp-^Vi^) 

—      +  Vifi  -  Vsry)       4-        —  \  yz)p* 

^Atx        ^^J  +  V^y)    4-  Vy-)  _  g»»  +  V^)  (p  +  y^) 

...  ^j,  — 

Ferner  ist  in  dem  Dreieck  i^Ci 

142).  .  .QKt-\-Vxff){p  +  V^y)  -  i  +  x  '-p)iX  -\-p  ^X)x3f 

^  y(«r^w 

W3).  •  •  ^^,(^  +  yi»Hp  +  yay)=a+f-p)<A+P-t) 

144).  .  .  7^(i  +  yir»)(p  +  yy*)-a  +  t~p)(A  +  j»-i) 

im  Dreiek  EOp 

i±±j/^up ±Vt^)  (t  -f  y^)  (p  ±  y»^) 

(vergl.  Gi.  104)) 

Ao8  141)  und  146)  erhält  man  nnn: 

146)       .   »    s  r«^"'  'j^ 

(«  +  y)  (*  -  f ) 

-pifi  -^li —   ^  ip.+  V*»)' 
yä^.y  y.»Mv^g+    +  y-f-»i   ?i  (wy  -f  x  yi^) 
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ond  der  Analogie  wegen  auch 
Also 

148)  . .  .ie{«yy+*y*)"*«<**v*+ V«) 

(Das  Wdtere  wie  in  AoflöBang  II.  oder  wie  in  Aamerknng  13). 

Amnerkniig  32.  Weitere  Folgern ogeo.  Bildet  man  3  Glei- 
ebuDgen  wie  1451,  «>       daraus  hervor: 

(r  4-  V^)  (p  +  V^)  ^  (r  +  Vsfz)  (p  -i-  y»«") 

(t  4-  yi^)  (0 + y^g)  _  (y + y^)  + v^y) 

(T  4-  Vm>  (g  +  yy»)  ^  (r  +  y^*)  (g  -4-  V^) 

149)  . .  .(o+ys"«)(j»+v«*)(«+VÄ  _ 

-  (o + y-^)  (p + y»«)  (g+ 

Oder:  ^  w.. 

d.  h.  weim  die  Linien  DO,  gesogen  werden,  ao 

Bcbn^den  sich  diese  in  einem  ond  demselben  Punkt 


Anmerkung  23.  Aus.  117)  folgt: 

aber  ancb 
also 

»=  (yf«)l«»  yH-5Ky«]'-t;y(«+y+.)  y^ 
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(y«-f-i/«)i»i/H-*  y«i— %  -t»yy(«-f^-H 

=  9liV*4~«*  ya:-|-y4'«"~'**[Vx-j-Vy] 

Anmerkung  24.    Die  Entwicklung  in  XII.  wird  kürzer,  wenn 
man  folgende  Lebräütze  als  bekannt  voraussetzt: 

Wenn  einem  Kreise  ein  Viereck  pCfcC  umschrieben 
ilt,  so  ist 

...       flrf  ho  A       ^  ^ 

151)  .               £M  'CM     DM .  pitf  .  OJtf 

\2)  und.  — 

d 

Aus  Ij  gehl  nun  unmittelbar  Gieichuuf?  145)  hervor,  die 
man  indessen  nicht  braucht,  da  man  die  (ileicbung  147) 
aus  2)  ableiten  kann}  nämlich : 

pM.  iV/g,  _  EM.  OM 
d       ^"  h 

d.  i. 
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im  Fig  14. 


_  1/  ^ 


(Umkebrung  der  Brache) 
162) .  •  •  ^    Kbenso 

y^-f-V(^+H-'")  y^g  _  mvH-«vc 

Anmerkung  86.  Ans  162)  gebt  wiedcvnm  herror: 

mVy  _  yj^H-Var+y-f  g)  yjy  « 

yayi+y(aH-y-f»)  Vy » 

srh»  ^* 

(y+»)  V5^+(y+-')V('-l-y+*)  V^-(y-|-«)yiy« 

-(»+y)V<H^R^yii  -  (V—V«) 
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-IfV«  •y«H-f-H)jr) 

V«— y« 

{VH-y*)y^^  y(flH-jf+*)  y^^i-iry 

»II.  A««««»«. 

(Begrüadaag  der  Coastructioa  vou  btciuür). 

Stdnen  GoDStrnction  (die  6  te)  ist  im  Wesentliehen  folgende: 

1)  Man  balbire  die  Winkel  des  gegebeoeo  Dreieckt  i>£Fdiirc]i 
die  LiDieo  X)P,  EP^  Fr, 

2}  In  die  Ikierdareb  eDtilehendeB  Dreiecke  FBF^  PDF,  PED 
beschreil>e  man  die  3  Kreise  SR,  SR',  SR*. 

3)  Man  verbinde  die  Mittelpunkte  SO?**,  W  zweier  eingeschrie- 
beuou  Kreise  durch  eine  gerade  Linie  SK",  welche 
die  Linie  DF  in  (  schneidet. 

4)  Den  BerttbmDgspnnkt  O  des  dritten  Kreiset  verbinde  man 
mit  I  dnreb  eine  gerade  Linie  Ot. 

5)  Endlich  halbirc  man  den  Winkel  A'DI,  wodnrch  man  in 
EP  den  Mittelpunkt  M  eines  der  gesuchten  Kreise  erhalt. 

Durch  Ualbirung  des  Winkels  /Dl  erhält  man  den  Mit- 
telpunkt N  ^nes  zweiten  Kreises. 

Steiner  hat  diese  Construction  ohne  Beweis  gegeben.  Derselbe 
ist  von  Professor  Zornow  in  Königsberg  im  Jahre  1833  'geliefert 
worden  nnd  hndet  sieh  im  zehnten  Bande  des  Crelle'scheu  Journals 
pajr  300-  302.  Diesen  Bewei«  hat  Adams  in  seiner  Schrift  o<la» 
Malfatti'scho  Problem  \  Wiutertiiur  1846,  Seitr  IG.  moilificirt  ge- 
geben, und  da  derselbe  sehr  hübsch  ist,  so  ist  es  eigentlich  liber- 
fltissit!:,  noch  eine  andere  Begrtinduag  der  Steiner'schcn  Construction 
beizabnngeo.   Jedoch   mag  die  folgende  Satwicklung  hier  Piat% 
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fiuüeu,  die  ich  bereits  ausgeführt  halte,  als  der  vou  Adams  re- 
producirte  Zoruow'scbe  Beweis  mir  zu  Gesicht  kam. 

Beweis.  Zur  Fuhrang  dci>  Beweises  werde  hier  der  nachstehende 
Lehrsatz  voraogeschickt: 

Weun  in  dem  Dreieck  DBF  der  Punkt  P  deijeuge  Pukt 
ist,  wo  die  8  winkeiludbirenden  Linien  tieli  sehDeiden,  so 
ist  DP  eine  filr  die  Kreise  W  nod  SR"  gemetnecbaiaielie 
Tangente,  welciie  die  CentrnUlinie  aR'Sr  in  I  ecbneidai 
Es  giebt  alsdann  aber  nocli  eine  zweite;geoaeinscbafÜidw 
Tangente,  welche  jene  Ccntrallinie  eben&Us  in  I  schucidet, 
nnd  diese  trifft  bei  ihrer  Verlängerung  nach  dem  BerOh* 
rnngspnakt  0  des  Kreises  M, 

Üm  hierzu  den  Beweis  zu  fülireu,  bedarf  es  einer  weiteräii  Äas- 
fttbrung:  Wenn  m  einem  Dreierk  FJ'i  (Fig  17)  vou  den  Krkeii  K 
und  l  aus  üwei  einander  schiiciilt  iidü  (^nerlinien  EP  und  lü  beliebig 
gezogen  werden,  so  iäs&t  sich  beweisen,  Uass 

1&4)  .  .  .EJ.I^iEO,  JP^  Bl  :  PI 

ist.  Also 

EJ.  iCR"  EO)  :  £S)  .  JF«  PP-^  Pi  :  « 

l^J  .  FH  .  n-  EJ  .  EZ  .  ri^  E2  .  JP .  RP'\-  KQ  ,  JU  .  Fi 

EOlJP.BP+jp.pi  +  Bj.n  -  ejIer.fi 

EO  -  .  11  .  ER 

^    Pi{jp^  Ej)-^  jpTrp 
155).  .  .  EO^sr^--'''^'^;^ 

Nun  handelt  es  si.  h  darum,  für  JP  und  PI  passende,  sur  Ye^ 
eiufachung  taugliche  Ausdrücke  zu  tindon  und  dann  die  vorstebeode 
Gleichung  /u  rednciren  DieM  s  Geschäft  ist  jedenfalls  ausserordest- 
lieh  mühsam,  weun  auch  uiu  weniger  weitläaiiges  Verfahren  als  dss 
nachfolgende  möglich  sein  sollte. 

Nach  den  beiden  BerUbrttbmngspnnkten  ^  «nd  t  der  Lmie  DP 
ziehe  man  die  Badien 

=  r"   und   WC  — 
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Alsdann  ist,  (wie  ich  aa  eiuem  aadero  Orte  bewiesen): 

156)  .  .  »JP^  r^«  -f-  a* ,  PI*' 


JP 


(/•-fr-) 

1 

r'^^-^U\Pl'\-U') 
PM 


JP=S     _ 


4.^(r''+r")+(r+»-T-/-  l[{tt+r  ./)r"4-(.,+„-7)r'"] 


Nun  ist 


alio 
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ferner 

also 

daher 

4r-(r"4.0  — ^^^^  r      me+u^^)  W_    _  ] 


2(r-f-e  -u,-/;«.  (^^7)  -t») 


(/H-«-f)X(/"+«  -p) 
(Zabler  ood  Nfnanr  mit  Ah«—«  nmltiplicitt) 


.391/.  2mr 


2«/— 2»«4-4i«»  -2««—  2u>/4-208 
Ferner  findet  man  ohne  grosse  Mfihe 
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Kon  ist 

also 


p,  (»4»»/?(*H'-«'W»*»-«)yt«--») 

160).  .  .  «  -  "I^^^flü^l^^ 
Dieser  Ausdruck  ist  «ber  auch 


deDB 

161)  .  .  .  (Pf«— w— —  (m/— «c)(tt«-.«/— 

(nachzuweisea) 

iät  üüü 

»«•^  —  »  .  v}*f  +  p  .  w*(<i  +  «) 

rfCtt*  —  rff  «•  —  w«f«  —  »»«« 
«>/S       («t  ^  vS)mS  ^^U9W» 
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—  d/s=  II»»  —  »• 
€i€   —  W*  ^  if    V* 

Die  Glaichttog  155)  Terwaiidolt  sieh  dem  oAch  in 

£0 


^v{ef  ■~n*-\-2nr  -  vtr^  ve  ~w/)  —  {v\:f — w  —f)nv^t1f 


£0- 


[f/*— ^»^-f  t/t>-f     — mp\-ve\'fu  -  vf —€u]df 


»«TN       AJJ-      (t'f  f /M— Tr/"— H<;)rf 

Nun  iat 

oder 

oder 

90  ,ä  —  wf,  ä  )       -|-  v*u  ip*« 

oder 
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+  vied-^tc*)  ]        +  lod/"—  ir*M     +  «c(d/  -  r«) 

oder 
AIbo 

and  demDach  ist  C  der  in  der  Seite  d  liegeude  BeruhruDgspaakt 
des  dritten  Kreises. 

Jetzt  werde  ein  Ausdruck  fUr  £l  gesucht.   £s  ist: 
D**   — — ;  


f»Pi  -f-  v*(u  —      —  Pl%u  —  PiJ  —  (tt  ~  f 

u 


l  ä  Jmi'i« 

+  d 

AMb*  S.  Ibih.  tt.  P^.  S.  JMk«,  TL  XIT.  >l 
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832      J>avii*t  Drtiwdin  A»flkwn§nk  4a  MatfM'dum 
Kon  ist 

 4t/'+0* 

Ferner 

V       2       /  4(r"+r*'; 

Also 

^2(»4>-n(«4w-*)[rHf^l« 
4(r"+r^)« 

I 

(tf  ^  r  - |t>—/^—(t>^-^—<)l^^^(^t-^-lc—€)r*^[^>■t•te  (n-fr— /)! 
"  2tr'+f*") 

^  {•(n-t-i'^/)r">(u4-ir-g)r^ 

Bim  ist 
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(/I I»-  »y  —  («+»— »)f^ 


0<> 


^aey-f/*)— 29hi(ii    r  u^-ef-vw  i 

-  </—«?«?  =  —   jf"  ' 

2ii[(i;4igM9^i«)] 

+  + 

+  "I" 
+  + 

2d9»  as  2(«-|-/)via—  49i«<i 

«1* 
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(»4t>)[(dfg4^)(t>4^to-<0(g.t./--v~tp)-|.4K«Cp^ig)^»wdl  . 
Naa  iit 

49tMrf-49l»(v+«')  —  {<i+»'+to)[(t'+ic—d)(«+/'-»—w)+(i'+c 
MaebweiMiDg: 

49i2p  —  4i4ii— 48i»ttr  ^  ii)(d+Ä-/-)-2y[e^-(t*»+ic»>J 

4««»  -  4ioii»-«i»  -  «(«+/-€9(<*+/-«)-a*c(/*-(i»Hyi 

Also 

-f 2t>«w-|-2trtc»»       j      \+2t;(ic-2pe/-f2tt?d/— 2M?«/-f4ü««-|-4ioV 
Bun  ist 

2tftp*  —  2t;u^  —  2vde  —  2t>e/ 
2tov*  —  .2wu»  =  2w<^—  Sw^ 

und 

+/»)  -  (f*  +  »«)(•+/')  +  2*** 
d[d^  ^  4^  ^  2^]  -      + 11^)  +  Sdii«  +  4«^  +  4MrV 

de/  =  <iu«  -j-  tPf  —  dv* 
24de  4- <;/]  .  2<l(ti*  + 10«)  +  4»>«  +  4ipV 

tt» 

Ä  —  «»•  —  ^  —  tt* 

4Ä«/-  -  2**«  -  4t>«e  +  4»*/ 

Also  erwiesen 
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(9?+«)(«-fe-w-/)" 


.  [(,^-/')r'^-|-(n+>^-r)^T 


+  2(r^-|V)  

Nnn  iBt 

oder 
denn 


 2rr"4-r"') 

-i-^  2(r"4-r"') 


2«^(»+.V)/"-Ku-f•«>-*V^ 
Oi«  2(r"-ff"') 

Oi  =  Ä-i  2(r"4-r"') 

Ferner  itt 


Digitized  by  Google 


«I  2(r"-i-r'") 
und  daher 

Ebenso 


2 


Nan  Iflsst  dch  beweuen,  dus  in  dns  Viereck  £0tO  sieii  «11 
Kreil  beschreiben  lissti  denn 


Ebeoio 

Da  nun 

ist,  so  folgt 


0,  —  in^ 


Sucht  man  einen  Ausdraclc  SUr  £U,  so  kann  man  folgender» 
massen  veriabren: 

Nnn  ist 

subtrabirt 
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IX. 


Miscellen» 


1. 


Elstf»  4«mIi  te  Attfiniek  ieff  BoffeM  IbeittoHt« 

Bes^elchüo  «  den  Bogen  einer  ebenen  Curre,  <t,  jf  die  Coordiiiateo 
des  laufenden  Punktes,  x  den  Riehtangswinkel  der  Tangente  gegen 


Sei  »  in  «c,  y,  /  gegeben,  und  ^6  Gtoidraiig  der  Cure  ine,  y 
fttr  die  4  besonders  einfftcben  Fälle: 


gesucht.  In  den  3  ersten  Aufgaben  ipt  ein  constanter  Factor,  der 
sich  als  Linieneinhoit  betrachten  lässt«  der  Kürze  wegen  «  1  gesetzt 
und  kann  jederzeit  leicht  ergänzt  werden. 

Die  8  ersten  Aufgaben  sind  nur  Specialfälle  der  aUgemauien« 

wo  zwischen  «,  i,  y  eine  beliebige  Gleichung  2.  Grades  gegeben  iit, 
einer  Aufgabe  die  in  Grelle  J.  LXII.  193  bereits  gelöst  ist,  zeichnen 
sich  aber  dadurch  aus,  dass  ihre  Lösung  nur  Differentiation  bis  IB 
2.  Ordnung,  jene  hingegen  bis  zn  3.  Ordnung  erfordert. 

AntBerdem  itt  die  erste  der  4  Corren  in  Kr.  VDI  8.  20O  dietei 
Teiles  nntersncht  und  Eigensefaaften  derselben  ermittelt,  eeUieielich 
noch  ihre  CHeichang  daraas  hergeleitet  worden,  deren  nnmittelbire 
Herleitnng  auf  kürzestem  Wege  unsere  gegenwärtige  Au^be  ist 
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C  u  r  V  e  I. 

Differeotiirt  man  die  Gleichung 

«  -  If  (1) 

9  mal,  10  kommt: 

«eo8T+«    sin*  (3) 

Letztere  Gleichung  bestimmt  linear  1.  Ordnaog  «  als  FancUon  ?on 
r.  Ihr  Integral  ist  bekannt  und  lautet: 

t  —   /   CX  \  COöT 

aVeoBv«/ 

Daraas  folgt  naeb  GL  (2): 
dann  nach  Gl.  (1): 

4uä  nach  (3): 

4yc06«t/ 

Um  die  elliptische  I?itpgralfunction  in  dir  Grondform  darzustellen, 
hat  man  nach  Gudermann'scher  BezeiehuQDg»  wo 

elf»  —  ^  dn'uött 
b 

dto  swelto  Gattnog  als  Fnuetioa  der  ersten  ansdrackt,  la  eetxen: 

COST  »  cn*tij  Modul  k  —  Vi 

dann  wird 

^    VcosT  —  V2(2eit»~ttj4-con8t 

Die  Gleichangen  der  Cnrve,  die  Werte  des  Bogens  und  des  Krüm- 
mungsradius lauten  dann: 

cn  u  * 
a!  —  V2sn«dnn— ^(2eU  — tt+c)  \V 

,  /28nudnii    ^  ,    ,        \      ,         .   ^  jc.\ 
y  -   2elti4-u-cj  t2eltt-t»-f  c)  (5) 
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»-.ji=-(2eU-«+^)  (6) 
V2cnii 

.  .   sn  u  dn  t*      ,         ,  , 
*  =  (2elu^ti4-c)  (7) 

C  tt  r  T  e  IL 

*  =  *i+if«  CS) 

2\acli  ^zweimaliger  DitlercQtiutiüu  erhält  raaii: 

«coiT+yaiBT  I 
«■ine— f  OMV  «•  9 

«  —  ^  cos  T  -j~  P  810  T  1 

jr  —  I  Bin  T  —  Q  cos  T  J 

•*  +  i-««H-jf*-*  (10} 

Die  letite  QleiehiiAg  gibt: 


V4«  -1 

ottd  nach  lotegratioo: 

^  +  c  —  y4#  —  1  oder 
4 

woraus  nach  Gl.  (10): 

9^^(^  +  c)  (12) 


Die  Difoentiation  gibt: 


001*  V 


worauB: 

dm  ^  —  >     dir  —  Bin  t  8t  ^  ^  _1 
oder,  wenn  loaQ 


(11) 


und  nach  £iniGtzimg  in  die  GL  (9): 

3« «-» eof  f  +  (v  +  ^)  «<k  *  (13) 
2^  —  «in  «  —  (t  +    cos  r  (14) 

und  in  Polarooordinaten  r,  ^: 


»•=  i       -|-<?)'+ 9  =  T -|- c  —  arctg(T -|- «}  (15) 

CnrTO  Iii 
t-|  =  tgs  (16) 
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«     3«  —  R 

setzt: 

2dm  a  I  

itttogrirt: 

«  =s  a  +  log    (o;  y  =  *  4-  i(tg  »+  cot  •)  (17) 
und  nach  filimmation  vou  «k 

P    ^4-  |(ex-«  -f-  e-*+«)  —  ft+  «MrfC»  —  o)  (18) 

•  -  Ktg»  -  cot»)  -  i(e—  -  e~Ha)  -  '^"^'^^^  (19) 

(y-ft)t-.,««i  (90) 

^  —  ^(e'-«  4-  e-»-*)*  =  cos*  i(«  —  a)  (21) 
^-(f -4)*-0  (22) 

Gnrve  IV. 

#-»^r=»tg»  (23( 
Nach  iweiiitaliger  Diibcentialioii  «rbilt  man: 

woraus  nach  Eliminatioii  von  x: 

1  ^  COS« 

integrirt: 

log((ooa>f)  -  Ilog  -logt+l  i^^.^ ^  +  eoost 

Sai 

T         /»— 1 

Sc*  2 


*DC«8*»        1— smr 
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1  H-siny  ^  ^  ?:rr^2 

COST     *"     '  GM« 

(Udo  wird 


Ol.  (24)  gibt  Uwnuli: 
woims  nach  61.  (28): 

I*— 1  |<« 

Ferner  ist 

wo  f  die  Grnndzabl  der  natftrlicheii  Logaritfamea  bezeichnet  SetH 
man  zur  Abkanong 

so  ergibt  sich  durch  teilweise  Integration: 

IL  Hoppe. 


2. 

Ahnfekelhan  SehratheHttdie. 

Eine  Scbranbeiifläche  wird  too  einer  (geraden  oder  krammea) 
Linie  erzeugt,  welche  nm  eine  fette  Aze  rotirt  npd  gleichzeitig  aieli 
in  axialer  Richtaog  proportional  dem  Rotationswiukel  verschiebt.  Jede 
solche  Fläche  iiat  die  Eigeusciiaft,  dass  sie  spiralisch  in  sich  selbst 
verschiebbar  ist.  Vermöge  dieser  Eigenschaft  ist  sie  bimnchbar  nto 
Oberflftcbe  einer  Schraube. 

Im  allgemeinen  ist  .eine  SchfMhenflgche  windschief.  SoU  sie 
abwickelhar  sein,  so  mnss  die  Enengende  gerade  sein  md  «iM  feste 
Schraobenlinie  als  Gratlinie  der  Fliehe  beständig  berühren. 

Die  Gleichungen  dieser  Graüinie  orzeogt  vom  Rrrflhnmgs 
pankt  ix^ifo'^i  seien 

sftcos^coeii;         *cos4l>8in»;  %«itam^.m  (1) 
dann  sind  die  Bicbtoogscosinus  der  Xaogente 
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1^  —  —  cos^smui  ^  «»  cosd^cosMi  ^  =  Biiid  (2) 
der  Bogen 

GleielinDgeii  der  abwiekelbaren  SdiranbeiifliGhe 

ae  =  cos ^(^  cosM  —  t? sinn)  )  .  i    *  ij\ 

■      I    -  -  \  f   «■-•111^*11+»)  (4) 

die  RichtQBgacosinas  der  Fttcheimoniiale 
die  FtmdameiitalgrOeBeii  der  Fliehe 

KrfUBmnng  dw  Fl^ciie 

Summe  der  HMptkrttmmnogeD 

«1  ^  «1     «1  ^  ' 

Dm  Flftehenelemeiit  ist 

alio  diB  Areel  bei  uiebliftngiger  Terietioii  von  u  und  « 

jr»  |ut)*cos^  (8) 

Dies  wild  begrenzt  toh  2  firzeufenden  u  —  0  und  u  »  u  und  2 
Gylifldern  von  geneinsftmer  Aze  mit  der  Schraubcnfläche  gehend 
dnrcb  die  Pankte  »«•Omd«^«*  I>ie  Badieu  dieser  Cjliader  Cf 
vnd  C 
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B^^keM&;  R  —  Vl:>co8«^4-«*  (9) 

Die  Anwendung  der  Complanationsformel  (8)  bescliräukt  sich 
jedoch  nicht  auf  diese  Begrenzung.  Zieht  man  näailich  von  beiden 
Eiiden  You  #o  beliebige  cüugrueiite  Liuien  L^^,  L  längs  der  Schrau- 
benfläcbe,  die  bei  deren  Erzeugung  zur  Deckung  gelangen,  uud  ver- 
schiebt das  Flftchcnstück  zwiscben  C  ond  der  Erzeagetiden  w  =  » 
iUckwflrts  bis  es  in  dis  FlAcheastftck  swIsdieB  C  lad  der  £ne«- 
gendes  m  «  0  fiUlt,  so  setzt  sich  •ob  den  2  Teilen  Ton  B  ein  Areal 
—  5  iQsarameD,  begrenzt  Ton  Cq,  C,      and  L. 

Insbesomicre  kann  man  jetzt  2  durch  die  Axe  gehende  Ebooen 
K,  Em  nebbt  und  (\  als  Grenzen  von  8  betrachten.  Der  Winkel 
zwischen  beiden  Kbeuen  ist  dauu  der  Wert  von  u. 

Endlich  erhiU  man  filr  jede  der  genannten  Grenzen  dan  FUcfaen* 
«Stack  zwischen  S  beliebigen  conxialen  Cylindem  C,  und  C  ömA 
Snbtraetion,  nimlich 

.S  —  iSj  =  ^»(t;'  —  f j*J  cos 


Die  Aufgabe  der  Abwickelung  der  Schranbenfläche  wird  durch 
folgende  Betrachtung  eine  sehr  leichte.  i  angenten  an  dio  Curve 
müssen  bei  Abwickelung  'i'itugeiii.fü  au  die  ebene  Curve  *^  blri- 
ben,  in  welche  übergeht.  Als  Element  von  5  seheu  wir  nun  das 
Flächenstack  zwischen  zwei  consecativea  Tangenten  nnd  dem  Bogeo- 
element  B*^  nn.  Dnrch  snccessire  Verschiebnng  nm  die  gleiche 
Linge  d«o  Iftsst  sich  eine  Beihe  congrnenter  FlftchenelemeDte  HS 
bentellen,  die  an  einander  grenzen  nnd  zusammen  8  bilden.  Da 
nnn  die  Qesttit  des  abgewickelten  Elements  da'  dnrch  dS  bectiauBt 
ist,  so  müssen  anch  die  entsprechenden  df«  einander  oongment, 
mitbin  gleicbgekrttmmt  sein,  folglich  ist  dt'  ein  Kreis,  nnd  8*  wird 
erzengt  von  Tangenten  eines  Kreises. 

Der  Radius  dieses  Kreises  ergibt  sicfa  darcb  2  SelaÜOMn. 
Erstens  ist 

»  di^  =  ^df     &du  (10) 

wo  d(p  den  Centriwinkel  des  Bogens  9»q'  bezeichoet  Zweiteaa  ta 
der  Centriwinkel  gleich  dem  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in 

beiden  Enden  des  Brnjcns  und  dieser  muas  bei  Abwickelung  nnver- 
ändert  bleiben.  Sind  also  a,  b,  c  die  Bichtuogscosinus  der  Tangente 
an  ^  so  ist  nach  »den  Gl.  (2) 
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nod  nach  Yergleichniig  mit  Gl.  (10) 

Feiner  ist  uadi  Gl.  (10)  (11)  der  Centriwinkel  xom  Bogen  s^' 

f^  — —  —  l»C08*  (12) 

folglich  f&llt  oAcb  Abwickelaog  der  Puukt  (x^z)  auf  den  Punkt  (cy)& 
wo 

»  =  föC08  9>— —     „ — '^vnn{ucoa^)  (18) 

cos  fr 

,  ksm{uco»0)  , 

—  eo8W9-)-VC08  9  =   cö^d'  |-«'C08(ttC08i^) 

Die  Grenzen  von  S '  sind  die  2  concentrischeu  Kreise  mit  den  fiadien 
^  and  ^,  wo     den  Wert  (11)  iiat,  und 


ist«  und  die  2  Tangenten  an  den  innern  Kreis  in  den  Endpunkten 
▼on 

Begrenzt  man  S  dorch  die  Merldianebenen  £  und  £h,  so  werden 
die  ÜCeridian-Cnrven  I>,  D«.  Sei  E  die  Ebene,  so  folgt  aus  y  » 0 
(8.  Gl  (4)): 

=:  -  itg»  (16) 

Di%s  in  die  Gl   (i3)  substituirt  gibt  als  Gleichaugeu  der  ersten 

Greuzcurve  vou  : 


cos  co8(«  COS  »)  -|-  cos  ^  sin  «  sin  (t»cot  ^) 
eos^Gos« 

-  .  cüi>ubiü (u cüs  ^)  ~  cosO-sioMCOsCttCOSi^) 
M  Jf  ■  ■  ■   ■ — 

coä^coäu 


(17) 


die  zweite  erbftlt  man  ans  ibr  dnreb  Rotation  am  den  Anfangq»!inkt 
der  «y. 

Variirt  r  ins  uufiidliche,  so  variirt  u  in  der  GrenzcurTe  TOn  0 
bis  —  K  Begrenzt  man  &  durch  die  Cjlinder  und  d.  i.  o 
durch  den  Wert  0  and  einen  endlichen  Wert,  lo  Tariirt «  von  0 
nur  bis  • 
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MtMceiltH. 


Die  enengendeii  Ttogentea  faUen  dann  zom  Teil  ausser  ond 
dnrch  D  oder  Du  oder  darch  beide  Gremeorrea  begreait,  so  dm 
sie  den  innern  oder  ftniaerD  Kreis  niclit  eneichen. 

R.  Hoppe. 
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XII. 

Ueber  die  Isotimen  und  Isopliaaen  der  Function 

/(ar)-(a:4>l)(«~l)(a:-2) 
Von 

UIrM  Bigler. 


Der  Schwerpunkt  dor  Wurzeln  fr  =  —  i,  2)  liegt  in  «  f. 
Man  wähle  denselben  als  Nullpunkt  und  setze 

*  3 

Daun  ist 

Knoten  einrr  Function  sollen  diejenigen  Punkte  des  ArgnmentfeldeB 
genannt  werden,  welche  die  Ableitunj,'  derselben  zu  nnl!  maclien. 
Ihnen  entsprechen  auf  dem  Fuucliousteldo  die  Verzweigungspunkto'. 
Pole  sind  i'uukte  auf  dem  /-Felde,  für  welche  die  Function  F{t) 
verschwindet  In  unserem  Falle  liegen  dieselben  in  (f  —5^1^  2) 
laoHmcn  sind  Linien  auf  dem  Argumeatfelde,  längs  welchen  die  Func- 
tion F{t)  denselben  absoluten  Wert  beibehält;  Isophason  sind  Liuien 
längs  welchen  die  Fnnction  ihre  i  liase  nicht  ändert  Die  Kauten 
der  Function  F{t)  liegen  in  y  i  und  —  y  ?.  In  i  —  v'?  ist 

F{()  2(7y7-.10)  s  -  17,04 

Für  die  laotime,  die  zum  absoluten  Werte 

2(71/7  -10)  -  17,04 

gehört,  ist,  es  passend 
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Bielen  üwber  «Ii*  Itotinun  und  Itophow»  dtr  FunefioH 


KU  setzen^  damit  ihr  Knoten  zum  Ursprünge  werde.  Es  ist 
F{u^Vl)  -  «»+  31/7  ti«  -  2(7y7  —  lü) 

Wejia  uau 

so  ist  die  Gleichung  der  Isopheae,  die  dem  absosuten  Werte 
2(7^7  —  10)  entspriclit,  darch  die  Formel 

I.   (tt»-|-3y7«*-2(7y7-10))(«,54-3V7*^*-2t7  Vi  --10)) 

-  4(7y7— lO)«=rO 

dargestellt.  Entwickelt  man  dicsolbe  und  dividiit  durch  r*,  so  er- 
hiilt  man  die  Gleichung  der  Gieuzscheide  in  l'olareoordiuaten  in 
der  Form 

,4-|_6  VfcosO  .  r3  +  68  .  r« —4(7^7  -  lOcos  Sfl  .  r 

—  12y7  .  (7  y7  — 10)  cos2d  —  0 

Jede  Gerade,  weldie  durch  den  Knoten  Vi  gezogen  wird,  schneidet 
demnach  die  Corve  in  noch  4  weiteren  Panltten.  Denict  man  sieb 
in  obiger  Gleichung  r  sehr  klein,  so  folgt 

C082Ö  -  0 

also 

Die  beiden  Zweige,  die  durch  den  Knoten  gehen,  stehen  also  hier 
senkrecht  auf  eloauder  und  schneiden  die  Bealitätsliuie  unter  Winkeln 
TOn  45^.  Weil  sich  ferner  die  Gleichung  nicht  ändert,  wenn  ß  durch 
—  6  ersetzt  wird,  so  wird  die  Curve  durch  die  Realitätslinie  in  zwei 
symmetrische  Hälften  geteilt  Wo  schneidet  diese  Curve  die  Keaü- 
tfttslinie  ausserluilb  des  Knotens?  Um  diese  Punkte  zu  finden ,  be- 
nutze man  die  Gleichung  1.  Weil  hier  u  »  igt,  so  eutsteht  die 
Gleichung 

welche  sofort  die  andere 

(jFXtt+yä)-f  2(7 y7-iü) .  {F{u-\^yi)  -  2(7  y?  -  lo))  =  o 

licieit   Der  ersle  Factor,  gleich  null  gesetzt.,  liefert  die  Gleichaug 

+ 3 VT)  «0 
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Der  Factor  u*  Migt  den  Knoten  an,  trnd  der  andere  gibt 

tt=5  —  7,y37i    aUo   /  —  —  5,292 

Dieger  Pnnkt  liegt  wostlich  vom  Pole  —5,  Der  2.  Factor  der  Glei- 
chung ist  in  t  ansgedrftckt  leichter  als  in  «  xn  bebandeln.  Derselbe 
liefert  die  Gleichung 

.  (20  —  7  Vt  =  0 

Ist  nnn 

eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  hat  man  znr  Bestimmnng  von  p 
nnd  q  die  Bedingnngsgleichnngen 

p  .  2  =-  7 
ans  denen  sich  sofort  die  andere 

,1  _  ,,3  v1l 


{^—^"j  -(20-7y7)«-7» 


ablöten  Iftsst.  Fttr  die  dritten  Potenzen  von  p  nnd  q  erh&lt  man 
die  Werte 


 (20  «  V7  +  y(20  1  7V  7)^^  -  7» 

3»  «  -  (20 -  7  y?)-  y(20-7y7)*-7» 

Setzt  mau  uuu 

20— 7y7 

COSE  =  ^  

7y7 

80  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  durch  die  Folgendenersetzen: 

^  -  —  —  7y7cose 

— g--  -» 1 7  y?  8iü« 

Für  die  drei  Eubikworzeln  erhalt  man  schliesslich  die 

Werte 


—  2  yt  cos  ^      =  —  2  y7  cos     +  120^^ 
 2y7co8Q-120"j 


S2» 


Sämtliche  Wurzeln  sind  somit  in  der  Otoichnig 

<-  —  2V7co8| 

enthalten.  Der  Winkel  ^  ist  dnrch  die  Gldclinng 

C08f  =B  — -rr— ' 

bestimmt;  man  findet 

^  -  28^  28'  3 

somit 

4,6616;  1^-4,6103;  0,1411 

Die.  Isotime,  die  zum  absoluten  Werte'  2  .  (7^7  —  10)  gelidrt, 
schneidet  daher  die  Bealitätsliuie  in  den  Punkten 

4,6103;  y?;  0,1411;  -4,6516;  —6,2916. 

IHe  Car?e  besteht  daher  ans  zwei  getrennten  Stacken ,  die  aanser- 
halb  einander  liegen.  Ein  kleines  kreisähnliches  Stück  nmgiebt  den 
Pol 

und  schneidet  die  Beiüitätslinie  in 

5,2915;  -4,G515 

Das  andere  Stück  bestellt  aus  zwei  Schleifen,  die  dnrch  den  Kuoteu 
mit  einander  verbunden  sind.  Die  östliche  umscbliesst  den  Po) 
4  und  schneidet  die  Axe  in 

t  <-  4,5i03 

Die  westliche  umschliesst  den  Pol  1  und  schneidet  die  Axc  iu 

I  -i  0,1411 

Die  Isotime,  die  zum  absoluten  Werte  2(7  y'l  + 10)  gehört  und 
ihren  Knoten  iu 

t  =  -  y? 

hat,  besitzt  die  Gieiciiuug 

F(0  .  F{i,)  -  4(7  y?  + 10*  -  0 

wenn  l  und  t'  conjugirte  Worte  bedeuten.  WjlhlL  man  hier  den  ivuolou 
—  y?  Kum  Ursprünge  mittelst  der  Substitution 
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t  —  yj+u 

90  Iftsst  dch  die  Gleichnng  dieser  Isotime  in  der  Fenn 

2)   (tt»-3y 7  .  «»+2(7  y 7+10))    »-3  V 7«,  «+2  .  (7  V 7+10)) 

— 4(7V7+10)«-0 

dantelien.  Setzt  nuui 
80  liat  man  auch 

Sil)  r*       7cob6  .  r»+63  •  r«+4(7  y7+10)cO836  .  r 

— layf  (7y7+10)coa2tf  -  0 

als  Gleichung  der  zweiten  Grenzscheide  iu  Polarcoordinaten.  Da 
sidi  auch  diese  Glcichuug  uicht  ändert,  wenn  man  den  Winkel  6 
durch  —d  ersetzt,  su  wird  diu  Cuive  durch  die  x-A\ö  iu  zwei  sym- 
metrische Hälften  geteilt  Denkt  m&n  sich  den  Leitstrahl  r  sehr 
klein}  so  ist 


und  die  heiden  Curvcnzweige  stehen  somit  im  Knoten  senkrecht 
auftinauder  uud  schneiden  hier  die  Realitätslinie  unter  Wiukelu  von 
45®.  Um  die  übrigeu  Schnittpunkte  lait  d^r  RcalitätsHuie  /u  er- 
halten, benutze  ich  die  Gleichung  2.  Setzt  man  hier  u^u^,  &o  hat 
mau 

(«»-ay?  .  i**+2(7y7+lü])^-  4(7y7+10)«  -  0 
und  diese  Gleiclmng  liefert  sofort  die  andere 

u»(tt—  3  y?)  (1*3— 3y7tt*+4(7y7  +  10))  -  0 
welche  uua  in  die  beiden  Bediiigiuigsgieicbaiigen 

»«(«  — S  Vi)  -  0,  »»-8  y 7  ti« + 4(7  Vi  +10) 

zerfällt.  Der  Factor  «•  der  ersten  Gleichung  zeigt  den  Kuotou  an, 
und  der  andere  liefert 

«.8y7.7,937,  also  (  —  5,292 

Die  zweite  Bedingungsglricliunr;  ]st  iu  t  ausgedrückt  leichter  als  in 
M  za  behandeln.  In  t  ausgedruckt  heisst  dieselbe 

(»—3  .  7  .  /  +  2(7  y?  +20)  —  0 

Man  setze  nuii 

md  erli&lt 
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Ö«'  =-(7y7  +  20) 


dann  ist  auch 


2 


£-^^J  :=  (7  y-J  +  20)*  -  7»  -  40(7  V 7  -|-  10) 
Seist  man  nun  ablrflnend 

7^7+^ 


80  ist 


71/7 


folglich 


p---7  Vnoft 

=^  -  7     fin  £ 


»yt cof  * 


Die  einzige  reelle  Wnrzel,  welche  die  sweite  Bedlnguiigsgleichneg 
liefert,  ist  annilbenid 

«,-^5,  7 

wfthrend  sich  die  imagin&ren  Wurzeln  durch  die  Formeln 

Vi  •  (coi^-iy3)iu0 

*.«-V7.  (coli +«yä  fin  0 

darstellen  lassen.  Die  Isotime  mit  dem  absoluten  Worte  2(7^7-4-10) 
schneidet  daher  die  Bealitätslinie  in  den  Ponkten 

—  5,  7-,    -  yi  i  2915 

Die  Cnrve  besteht  somit  ans  «wei  Schleifen,  die  durch  deu  Knoten 
— y?  verbunden  sind.  Die  östliche  Schleife  umscbliesst  die  Pole  1 
und  4  nnd  die  ans  zwei  Schleifen  bestehende  Cnrve  der  vorigen 
Greosscheide  und  schneidet  die  Realitätshüie  m  dem  i  unkte  5,  2915. 
Die  westliche  Schleife  umgibt  den  Pol  —5  und  das  kreisähnliche 
Stack  der  Yorigen  Grenssebeide  und  schneidet  die  RealitätsHnie  in 
dem  Punkte  —6,  7.  Ich  will  noch  seigen,  dass  beide  Isoümeii  die 
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BMlit&tslinieit  mit  Ausnahme  der  Knoten  senkrecbt  darchdringon. 
Vw  Gleiclinng  der  ersten  Orensscbeide  ist 

Fit) '  nh) — 4(7  yi—ioy-^o 

uud  somit 

die  DifTerontialf^eicboDg,  welche  die  Kchtoog  der  Tapgento  bestimmt. 
Diese  Gleichnng  vereinfacht  sich  in  einem  Scbnitipnnlfte  der  Eeali- 
tAtalinie  sn 

nnd  versagt  nur,  wenn 

aUo  in  dem  Knoten 

t  —  Vi 

üeuu  durch  den  andern  Knoten  und  durch  die  Pole  (—5,  1,  4)  geht 
die  Corvo  nicht.  In  den  gesachten  Schnittpankten  moss  daher  sein 

das  heisst,  die  Tangente  steht  hier  senkrecht  anf  der  BealitAtslinie. 
Fttr  die  zweite  Grenzscheide  zeigt  sich  dasselbe.  Um  eine  nngef&hr 
richtige  Zeichnung  dieser  beiden  Grenzscheiden  zn  erhalten,  sollte 
man  noch  die  Ordinaten  derselben  in  den  Polen  (—5, 1, 4)  kennen. 
Zn  diesem  Zwecke  entwickle  ich  aber  die  Gleidinng  6.  Grades  in 
rechtwinkligen  Goordinaten  nicht,  sondern  setze 

Dann  ist 

uud  diü  Gleichung  der  Isotime,  die  zum  absoluteu  Wcrto  2(7^7—10) 
gehört,  ist  daher 

X*H-  y»— 4(7  VJ  -  lü)*  ü 

X  und  Y  sind  ganze  Functionen  dritten  Grades  von  x  and  ^  mit 
reellen  Coef£icieutoa.  Setzt  man  nun 

nnd  benutzt  znr  Berechnung  von        5-|-t»  die  allgemeine  Formel 


2  '  8 


wo 
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344         niglert  ÜA»  St  iniMMii  wd  laopluueit  dar  Amcf«»« 
p  (ff)-(B'-2l2  +  :K)s(«4.5)(a;-l)(«'-4) 

JJ"  (x)  -  6» 

r"(x)  =  6 

■0  lutt  mAn 

Wenn  nuin  nun  allgemein 

setzt,  80  erh&lt  nuto  die  beiden  Belationen 

und  znr  BoBtiminiing  der  Ordinate  y  erbftlt  man  Bchliosslich  die 
Gleiclinng 

y«+n7y*+6lV-4(7y7  -10)*  -  0 

Setzt  man  nun  y*  =  w,  wo  uuter  ^  die  pos.  Quadratwurzel  aus  -i 
vergtaudcn  wird,  so  orbUlt  mau  zur  Besümmuug  voo  u  die  Gieidiung 
drittou  Grades 

JF(tt)  =  n»  + 1 17  .  «*+ö4«  .  f»  -  4(7     — 10)«  —  O 

Um  einen  Einblick  in  die  neschaffenhcit  der  drei  Wurzeln  dieser 
Glcicbuug  zu  erbalten,  uatersucbeu  wir  die  erste  Abgeleitete  der* 
selben.  Es  ist 

und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 

küuuoü  annäherud  durch  —60,  1  und  —17,  9  dargestellt  werden. 
BF 

Es  kann  daber      nnr  dann  negativ  ausfallen,  wenn  u  zwiBchen 

Ott 

'60,  1  und  ^17,  9  liegt  Fttr  jeden  andern  reellen  Wert  vou  u 
erbält  ^-^^  einen  pos.  Wert.  Nnn  bat  Fiu)  f&r 

«  =  — 

wo  N  eine  sehr  grosse,  pos.  Zahl  darstellt,  einen  neg.  Wert,  der  in 
tiefster  NUherung  durch  — N*  dargestellt  werden  kann.  Lässt  mau 
nun  die  Variable  u  von  — au  fortwährend  wachsen,  so  nimmt  aach 
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die  Fuuciiua  stetig  zn,  üod  diese  Zuuahme  dauert  fort,  bis  u  bei 
—  60,  1  aiifrelanert  ist",  wo  die  Function  ihr  Maximum  erreicht  hat. 
Niinriu  u  weiter  zu,  so  fangt  die  Functiou  an  abzunehmen,  und  diese 
Abnahme  dauert  so  lange  fort,  bis  n  den  Wert  — 17,  D  erreicht 
hat,  wo  für  F{u)  ein  Minimum  eintritt.  Lässt  mau  m  weiter  wachsen, 
dF 

ao  nimmt  ^  snweilen  einen  pot.  Wert  an,  und  die  Fanction  selber 

ist  wieder  im  Wachsen  begriffen,  und  dlesee  Wachsen  daoert  nnaaf- 
börlich  fort,  wftbrend  u  Ton  — 17,  9  bis  zum  pos.  Unendiichen  stetig 
fortschreitet  Da  nnn  F(u)  Ar 

u  —  — 

c'iueu  ncg.  Wert  bat,  für 

«  .  ^  60,  1 

schon  pos.  geworden  ist,  so  liegt  eine  oeg.  Wurzel  der  GJ. 

F(u)  —  0 
zwischen  —     und  —60,  1.  Ftlr 

«  —  —  17,  9 

iüt  aber  /'(")  wieder  ncpr.  geworden,  und  da  die  /•'(«)  von  -  60,  1 
bis  —17,  y  stetig  aLiiinuut,  so  niuss  die  zweite  ueg.  Wurzel  der 
Function  F(h)  zwischen  — 60,  1  und  — 17,  0  liegen.  Für  it.  =  0  ist 
/'(")  immer  noch  ncg.,  während  die  Function  für  «  ^  1  einen  pos. 
Wert  crlaugt  hat.   Die  pos  Wurzel  der  Gleichung 

liegt  daher  zwischen  0  und  1.  Nnr  diese  ist  fttr  nnsem  Zweck  za 
benatzen,  da  bekanntlich  die  Ordinate  y  gleich  der  pos.  Qnadrat- 
Wurzel  ans  derselben  ist.  Um  einen  angenäherten  Wert  derselben 
za  erhalten,  wird  es  daher  erlanbt  sein,  in  der  Oleichnng 

nnr  den  tiefsten  Term  in  t»  zn  berQcksichtigen  und  also 

4(7  y  7  —  10)» 
«  54*  

za  setzen.  Ans  dieser  Gleichung  folgt  nnn 

2(7y7  — 10) 


54 


was  nicht  weit  von  0,  3  liegt  Znr  angenftherten  Bestimronng  der 
OrdiDate  im  Punkte  1  setze  m»n 
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Dauu  ist 

/•  (1  +  wr)  «  -  3y«  ~  /(18v-f 

und  daher 

jr  =  -8*«;    y  (I8y+y3> 

Die  Gleicliiiii^'  zur  Hestiininung  von  y  hetsst  somit,  wenn  auch  hier 
=  M  gesetzt  wird, 

G{u)     «»+45  .  ««-1-18«  .  tt  -  4(7  yt  - 10)«  =  O 

Weil 

-       -  S  .  (?*«+30 .  «+ 108) 
ist,  und  die  Wurzeln  der  GleicliiiDg 

annäbcruJ  durch  (~5)  uud  (—25)  ausgedrückt  werden  koiincii,  so 
orkcuut  mau,  dass  die  Function  G{u)  in  dem  Intervalle  —  JV  <Ci 
<<  —  25  mit  wachseudem  u  im  Waehsen  bcgriifon  ist  nnd  iu  der 
Nähe  von  ~25  ihr  Maximum  erreicht  bat  Da  nun  aber  G{u)  für 

«  —  - 

einen  neg.  sehr  grossen  Wert  hat  und  von  hier  an  mit  wachsendem 
«  bis  in  die  Gegend  von 

tt  —  —  25 

stetig  zuuimmt,  für 

«  25 

aber  einen  pos.  Wert  erreicht  bat,  so  mnss  zwischen  — N  and  — 25 
eine  neg.  Wurzel  der  Function  Gi»)  liegen.    In  dem  lotervalle 

—  25<^u<l  —  5  ist  ^1"^  bestäudig  ucg.  und  somit  ist  ^-/(w)  in 

diesem  Intorvalle  mit  wachsendem  «  im  Abnehmen  begriffa&  und 
hat  in  der  ^'ähe  von 

w  5 

ihr  Minimom  erreicht  Da  dieses  Hinimnm  aber  neg.  ist,  so  mim 
auch  zwischen 

tt  =  —  25   uud   1*  =  —  5 
die  zweite  neg.  Wurzel  der  Gleichung 

Giu)  —  ü 

liegen.  Von 

«--5 
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6G(u) 

an  bis  znm  pos.  ünendliclion  ist       '  bestandig  pos.,  nnd  somit  ist 

anch  die  Function  Gin)  in  diesem  Intervalle  mit  wachsendem  "  im 
Wachsen  begriffen,  nimmt  daher  von  dem  neg.  Minimum  in  der 
Nähe  von  —  5  n  bis  /um  pos.  Uik  iidlichen  stetipr  zu,  wobei  natür- 
lich wieder  die  Realitätenlinie  durchschDitten  werden  muss.  Für  ««=0 
hat  G{n)  noch  einen  neg.  'Wert,  aber  fOr  «  s  1  ist  Giu)  schon  pos. 
gewordeo.  Die  pos.  Wonel  liegt  daher  zwisdiea  0  nnd  1.  Für 
die  nfthemngsweise  Boetimmnng  derselben  wird  es  daher  erlaubt 
sein.  In  der  Gleichnng 

Giu)  -  0 

die  Tcrmc  zweiter  und  dritter  Ordnung  fallen  zu  lasscu  und 

4(7  V~7  —  10)* 
"  "■  18« 

also 

2(7 y?- 10)     15,  4_^. 

 18  ir-"»^ 

ansonehmcn.  Die  Ordinate  im  Pole  1  liegt  daher  nicht  weit  von 
0,  9. 

Zur  Bcstiininuog  der  Ordinate  im  Pole  4  setze  man 
Dann  ist 

ri^+iy)  I2y»-|-.(27y— y») 

also 

X  12jr«;  y-(27y-.y») 

and  für  y  erhält  man  hier  die  Gleichaog 

y'  +  90i^'  +  27«3f«— 4(7  V7-10)*  -  0 
Setzt  man  wieder 

so  gilt  fttr  »  die  Gleichung 

H(u)  -  w«-j-90  .  ««  +  27*  .  tt  — 4(7y7  — 10)«  =  0 
Die  Wurzeln  der  Gleichung 

-^^^  -  8  .  (tt»+60 ,  «+243) 

können  annähernd  durch  —5  nnd  —bb  dargestellt  werden.  Somit  wird 
flir  jeden  Wert  von  «,  der  kidner  als  —55  ist,  pos.  ausfoUen, 

und  die  Function  Jl{uj  somit  von 
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348  JJiylen  Ueber  die  UoUihm  und  Jaopluuen  der  Function 

va  bis  in  die  Gegend  von 

--55 

mit  wachsendem  «  stetig  wachsen,  wo  dieselbe  ein  pos  Maximum 
erreicht  hat  Da  aber  fftr 

die  Fanctiou  H{u)  neg.  sehr  gross  wird,  so  muss  eine  ucg.  Wurzel 
der  Gleichung 

H(u)  -  0 

westlich  von  —55  liegen.  Fflr  das  Intervall  ~55  •<  «  <^  ^  5  hat 

best&udig  einen  ueg.  Wert,  und  daher  nimmt  mit  wachseudem 

u  die  Fonction  liiv)  von  dem  pos.  Maximam  bis  zum  neg.  Minimnm 
in  der  Nftbe  von  —5  stetig  ab.  Daher  liegt  die  andere  neg.  Wurzel 
zwischen  ^55  und  Dnrch  fthnlicbo  ßetrachtaugen  wie  frflher 
erkennt  man  auch  hier,  dass  die  pos.  Wurzel  der  Gleichung 

H{u)  -  0 

z^^  isclii  n  0  und  1  ücgt.  Zur  aogeu&berten  Bestimmung  ist  os  daher 
erlaubt 

4(7  Vi  -_lü)« 
»  27" 

also 

2(71/7-10) 

ZU  setzen.  Die  Ordinate  im  Pole  4  liegt  daher  nicht  weit  von  0,6. 
Nun  sind  noch  die  Ordinaten  der  Pole  (—5,  1,  4)«  fttr  die  zweite 

Grenzscheide,  die  zum  absointen  Werte  2(7  y?-}- 10)  gehört,  aogc- 
nfthert  zu  bestimmen.  Setzt  man  wieder 

so  gilt  hier  die  Gleichung 

y«_4(7 1/7  + lO}«,-  0 

Wenn  nun 

«  ^  —  ö  +  *  y   und  ^*  —  « 
gesetzt  wird,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  u  die  Gleichong 

-  «»4-ll7««+2916u-3253,  2  —  0 

Von  den  drei  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  zwei  neg.  und 
nur  die  dritte  hat  einen  pos.  Wert,  der  zwischen  1  und  2  liegt. 
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Um  diese  pos.  Wurzel  näher  za  bestimmcü,  berecliue  man  den  Wert 
von  J(l-\-9),  wo  g  einen  pos.  Wort  bezeichnet,  der  kleiner  als  1 
iBt   Zur  Bestimmung  von  y  dient  dann  die  Gleichung 

«»+1209>-|-31^  •  9—  219,  2  0 

und  da  |>  kleiuer  als  1  ist,  so  dail  luau 

219  2 
*  "  3153  -  ^ 

annehmen.  Die  poe.  Wnnel  der  Glefchnng 

J{u)  —  0 

liegt  daher  In  der  NShe  von  1,  06  nnd  somit  ist  y  angenAhert  1, 03. 
Die  Gleichung  znr  angenäherten  Beieehnnng  der  Ordinate  Im  Pele 
1  ist 

wenn  auch  p  gleich  der  pos.  Quadratwarzel  ans  der  pos.  Wurzel 
dieser  Gleicliuug  ist.    Die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

Kiu)  -  0 

sind  reell  und  zwar  liegt  die  erste  westlich  von  —35,  83,  die  zweite 
liegt  im  Intervalle  —35,  83  und  —4,  17  nnd  die  pos.  Wnrzel  liegt 

zwischen  5  und  6.  Für  t»  —  5  nimmt  K(u)  angenähert  den  neg. 
Wert  —383,  2  an  nnd  für  »<  —  6  den  pos.  Wert  526,  8.  Um  diese 
pos.  Wnrzel  näher  zu  bestimmen,  berechne  man  den  Wert  A'(5-f-p), 
wo  9  pos.  and  kleiner  als  1  zu  denken  ist  Zur  angenäherten  Be- 
rechnung von  (f  dient  dann  die  Gleichung 

^»+60  .  e'-i-849  .  f-883,  2  -  0 

Dieselbe  liefert  nun  für  in  tiefster  Näherung  den  Wert  0,  4;  daher 
liegt  die  pos.  Wurzel  der  Gleichung 

K{u)  =  0 

in  der  K&he  von  5,  4.  Fttr  die  Ordinate  im  Pole  4  erhält  man 
daher  angenähert  den  Wert  2,  8. 

Zur  Bestinimuug  der  Ordinate  im  i'ule  o  erhall  mau  die  Glei- 
chung 

L(u)  -  »s+SO  .  u*+729  .  «  -8353,  3  —  0 

Diese  Gleichung  hat  zwei  neg.  und  eine  pos.  Wnrzel.  Eine  ueg, 
Wurzel  ist  kleiner  als  —55,  6  und  die  andere  liegt  zwischen  — 55,  G 
und  — 4,  4,  während  die  pos.  Wurzel  zwischen  3  und  4  liegt.  Man 
berechne  daher  auch  hier  ilen  Wert  von  LQi-{-Q),  wo  (f  pos.  und 
kleiner  als  1  ist.   Weil  p  der  Gleichung 
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p»  +  39^*-h  129,0  .  (»  +  229,  2=0 

gcnflgcn  muss,  so  liegt  sein  aogeDäherter  Wert  nicht  weit  von  1. 
Die  pos.  Wurzel  der  Uieickung 

=0 

ist  daher  nicht  weit  von  3,  1  und  daher  ist  die  Ordinate  im  Pole  4 
in  tie&ter  Nfthemng  gleich  1,7> 

Es  folgt  hier  noch  eine  kleine  Betrachtung  der  übrigen  Isotimen. 
Die  Isotimen,  welche  zu  absoluten  Werten  gehören,  die  kleiner  als 
17.  04  sind,  bestehen  aus  drei  getreunten  C  ufNeu.  die  iüuerhalb  der 
Ureuzscheide  mit  dem  absoluten  Werte  17,  ü4  liegen.    IHe  erst*» 
Curve  umgibt  den  Pol  4  und  liegt  gauz  innerhalb  der  ustliohca 
Schleifö  der  östlichen  Greuzschcide,  die  zweite  umgibt  ilen   I'ul  1 
und  liegt  'jaiiz  luutiliaib  der  westlichen  Schleife  der  ustlicheu  Grenz- 
acheide ,  Uiu  di  itte  Curve  umgibt  den  I'ol  -     uud  liegt  ganz  inner- 
halb dos  wcstlicheu,  kreisiihuhchcn  Stuckes  der  ersten  Grenz?cheide. 
Dieselben  dehneo  sich  von  den  Polen  an,  in  deren  Nähe  sie  lu-cis- 
förmig  sind,  mit  sonehmendem  abeolnten  Werte  immer  mehr  am, 
nAhern  sich  in  ihrer  Form  mehr  and  mehr  den  ue  nmgebendeft 
Schleifen  nnd  fallea  schliesslich  fOr  den  absoluten  Wert  17,  04  mit 
der  Grenzscheide  zusammen.  Die  Isotimen»  die  zu  absoluten  Werten 
gehören,  die  grösser  als  17,  04,  aber  lüeiner  als  67,  04  sind,  be- 
stellen nur  noch  ans  zwei  getrennten  Stacken,  von  denen  du  eine 
ausserhalb  des  Östlichen  Teiles  der  Isoüme  17,  04,  aber  innerhalb 
der  östlichen  Schleife  der  Greuzscheide  liegt    Das  andere  Stftck 
umgibt  die  westliche  Curve  der  Grenzschcide  17,  04  und  liegt  gani 
inneihalb  der  westlichen  Schleife  der  Isotimc  57,  iM.  Beide  Ctirvea 
dieser  Isotimen  schliüssen  sich  zuerst  in  ilireu  Formen  an  die  Grenz- 
scheide  17,  04  an,  cutfernen  sich  aber  mit  wachsendem  absolatea 
Werte  immer  mehr  von  derselben  und  gehen  schliesslich  für  den 
absoluten  Wert  ö7,  o4  in  die  zweite  Greuzscheide  über,  wo  die  beiden 
Zweige  zum  ersten  Male  eine  zusammenhangendt'  C  ur\e  bilden.  Die 
Isotimeu,  welche  zu  absoluten  Werten  L-oLüreu,  die  •_'ros*!er  als  57, 
Ü4  tind,  besteiieu  aus  einem  eiuzigen  Glucke,  welches  auaacrhalb  der 
zweiten  Greuzscheide  liegt.    Dieselben  schliesseu  aich  zuerst  eng  an 
die  Form  der  zweiten  Greuzscheid»^  an,  entfernen  sich  mit  zuuehnit  u- 
dem  absoluten  Werte  immer  iucüi  von  derselben,  um  schliesslich 
gegen  deu  Horizont  hin  in  die  Kreislorm  ubcrzugchou. 

W^ir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  Isophaaeu  Uber.  Setzt  luan 

Fit)  —  rc'> 
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to  darf  sich  Iftngs  einer  Corvo  wol  r,  nicht  aber  €  ändern.  Sind 
daher  t  und    zwei  conjugirte  Werte,  so  gelten  die  Gleichangen 

r;  €!^F{tf)^r 

und  die  Gleicbnng  der  Isopbase  nimmt  daher  folgende  Gestalt  an: 

Setzt  man  nnn 
so  ist 

sin  {lif  -i)  .        21  sm  (<p  —  e) .  ^  —  208inf  0 
die  Polargleicbang  der  Isophase  t.  Fttr 

i     0   und   f  =  T 
gibt  es  nnr  eine  Tsophase,  nftmlicb 

g  .  (sin  3qp  .  o*  —  sinop  .  21)  =  0 

Weil 

sindq»  —  sin  9(3  cos  V  —  ainV) 

so  hat  die  Gleichung  der  Isophase  (£  =  0,      auch  die  Form 

98iDy(3  .  ^'cos^v^p'ttn^— 21)  »  0 

Führt  mau  hier  mittelst  der  iiulatiuu 

t  —  (fcosqp-f^tsiny)  — 

die  rechtvviukligeu  CoordiuaLcu  x  uud  y  iu  die  Itechuuug  eio,^  so 
hat  mau 

,.(3««-y«-21)  =  0 

als  Gleichuug  der  Greuzflcbeide  {s  »  0,  n).  Diese  zerfällt  nun  in 
die  l)eideu  andern  Gleichungen: 

1)  »-0 

Die  erste  Gleicbong  stellt  die  ae-Axe  dar  nnd  die  zweite  eine 
Hyperbel  mit  den  Halbaienqoadraten  7  nnd  21.  Der  östlicbe  Zweig 

derselben  geht  dorch  den  Knoten  V?  nnd  der  westliche  dnrcb  den 

andern  Knuten  —  >  7.  Das  Stück  der  Realitätslinie  vom  Pole  4  bb 
zum  Ostpunkte  derselben  gehört  der  Isophase  nnll  an.  Denkt  man 
sich  die  Tariahle  i  Ton  ihrem  Stande  üstlich  des  Poles  4  in  einem 
pos.  Halbkreise  anf  die  westliche  Seite  ?on  4  flbergefllhrt,  so  bewegt 
eich  «nch  die  Fonction  F{t)  von  einem  Punkte  der  Bealit&tslinie 
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östlich  von  0  io  einem  kleinen  pos.  Halbkreise  auf  die  neg.  Seite 
der  Realitätslinie  und  hat  hier  die  Phase  n  erhalten.  Diese  Phase 
behält  die  Fanction  bei,  während  sich  (  von  4  an  bis  zum  Punkte 

y?  biDbewegt,  wo  dieselbe  den  Wert  '-IT,  04  erlan(^  bat  Denkt 

man  sich  ferner  t  Yon  einem  Pankte  der  R  L.  Ostlich  von  V7  in 

einem  kleinen  pos.  Halbkreise  nm  den  Knoten  V7  anf  die  wesüiche 
Seite  ttbergefabrt,  so  beschreibt  die  Function  F(i)  von  ihren  alten 
Stande  ans  einen  pos.  ganzen  Kreis  nm  den  Yersweignngspnnkt 
—17,  04,  kehrt  somit  anf  Ihren  Anfangspunkt  zarflck,  wo  dieselbe 
wieder  mit  der  Phase  n  anlangt  Bewegt  sich  somit  t  vom  Knoten 

y?  an  anf  der  R.  L.  bis  zum  Pole  1  hin,  so  ist  die  Phase  von  J\f) 
fortwährend  ir  und  die  Function  bewegt  sich  von  —17,  04  wieder 
nach  auU  hin.  Das  Stttck  der  Realitätslinie  von  4  bis  1  gehört  so- 
mit der  Isophase  7t  nn  Fabren  wir  ferucr  t  von  ciuem  Pnokte 
östlich  von  l  iu  eiuein  kleiueu  pos.  llalhkreise  auf  die  westliche 
Seite  hinüber,  so  bewegt  sich  die  Fanction  F{t)  von  einem  PoDkte 
der  R.  L.  westlich  von  0  in  einem  kleinen  pos.  Halbkreise  um  den 
Ursprung  auf  die  östlifhe  Seite  derselben  und  hat  hier  wieder  die 
Phase  U  erlangt  Diese  Phase  behält  die  Function  F{t)  bei,  wILiiread 
sich  t  von  1  an  aof  der  R.  L.  bis  zum  Knoten  —  Vi  hinbewegt,  wo 
F{t)  den  Wert  57,  04  erreicht  hat.  iJas  Stück  der  &  L.  von  1  bis 
^  y?  gehört  daher  der  Isophase  nnll  an.  Wenn  sich  ferner  ^ 
von  seinem  Stande  östlich  des  Knotens  —  Vt  in  einem  klcineii  po«. 
Halbkreise  anf  die  westliche  Seite  hinüber  bewegt,  so  macht  F(t) 
von.  ihrem  Stande  westlich  des  Vi  rzweigangspnuktes  einen  pos.  Kreis 
nm  57,  04,  um  wieder  mit  der  Phase  null  beim  Ausgaogsidinkto  aii- 
znlangen.  Die  Fanction  f\t)  behält  daher  die  Phase  null  boi,  wenn 
t  die  Strecke  von  —  Vi  bis  —5  zurücklegt,  und  bewegt  sich  vom 
Punkte  57,  04  anf  der  R.  L.  nach  nnll  znrAck.  Somit  gehört  das 
Stttck  der  R.  L  von  — V?  bis  — ö  der  Isopbase  null  an.  Wird 
ferner  t  in  einem  kleinen  pos.  Halbkreise  nm  von  einem  Pankte 
östlich  von  "5  auf  die  westliche  Seite  übergeführt,  so  macht  auch 
F{t)  einen  pos  Halbkreis  om  null  und  gelangt  wieder  anf  die  weat- 
liche  Hälfte  der  K.  L.,  wo  sie  mit  der  Phase  7t  anlangt.  Diese 
Phase  behält  die  Function  bei,  während  t  die  R.  L.  von  — 5  an  bis 
zum  Westpunkt  durchläuft,  wo  atu  h  F{t)  neg.  unendlich  geworden 
ist.  Die  H.  L.  von  —5  bis  zum  Westpunkte  gehört  daher  der  Iso- 
phase n  au. 

Nun  sollen  auch  die  beiden  Hyperbelzweige  auf  ihre  Isophasen 
nntersncfat  werden.  Wenn  sich  die  Variable  t  in  ihrem  Stande  tet- 
lich des  Knotens  V?  befindet,  so  liegt  auch  die  Function  F{t)  nut 


Digitized  by  Google 


/(«)  s  •  8)  358 

der  Phase  n  östlich  des  Veraweignngspuuktes  —17,  U4.  bewegt 
sich  nun  t  in  einem  kleinen  pos.  Vierteikreisp  um  T  7  auf  den  nörd- 
lichen Teil  des  östlichen  Hyperbelzweiges,  so  macht  die  Function  J\t) 
einen  pos.  kleinen  Halbkreis  um  -  17,  04  und  gelangt  somit  auf 
die  R.  L.  wcstlirh  dos  Verzweigungspunktes,  wo  sie  wieder  die  Phase 
n  besitzt.  Halte  sich  i  in  einem  kleinen  neg.  Viertelkreise  um 
V7  auf  den  südlichen  Teil  des  östlichen  Hyperbclzweiges  bewogt,  so 
WÄTO  die  Function  durch  eine  negative,  halbe  Drehung  um  —17,  Ol 
in  demselben  Punkte  der  R.  1.  angelangt,  wie  vorhin,  l  er  östliche 
Hyperbel/.weig  gehört  daher  der  Phase  n  an.  Um  auch  die  Phase 
dt»  webüichen  Hyperbclzweigcs  zu  erkeuueii,  tleukeu  wir  uns  /  in 
seinem  Stande  östlich  des  Kuoieus  yl  und  F{t)  westlich  des  Ver- 
zweigungspunktes 57,  IM.  Gelaugt  uun  /  mitteist  eines  kleinen  pos, 
Viertelkroises  auf  den  uördlichen,  oder  mitteli^t  eines  klemeu  ueg. 
Viertelkreisps  auf  den  südlichen  Teil  des  w  stlicheii  Hyperbel- 
zweiges, 8ü  besehreibt  die  Function  entweder  erneu  pos.  oder 
neg.  Halbkreis  um  den  Punkt  57,  Ol  .und  gelaugt  so  auf  die  K.  L. 
Östlich  des  Verzweigungspunktes,  wo  sie  wieder  die  Phase  null  be- 
sitzt Der  westliche  Hyperbelzweig  gehört  somit  der  Phase  null  au. 
2^ach  irruücrcm  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel 

7  "  21  "  * 

Kau  ist  allgemein 

FQr  den  öBUichen  Zweig  der  Hyperbel  kann  man  oan 

X  —  yfcü)  ^,     —  Vilfiny 
Mteen,  was  fftr  t  den  Wert 

ergibt  Die  neue  Variable  q  kann  hier  alle  pos.  nod  neg.  Werte 
darcblaafen,  WeU  dann 

F{i)  *=  —  (u  Vi    ^  -  2u; 

ist,  so  erkennt  man  anch  aas  dieser  Darstellaag  der  Function  ^{t)^ 
dass  der  <>8tliche  HyperbeUweig  zur  Phase  »  gehOrt.  Für  den  west- 
lioben  Zweig  der  Hyperbel  ist  es  erianbt 

»  —  —V?  cot  II,  y^Viflfm? 
zn  setzen,  was  ftlr  t  ^en  Wert 
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ergibt.    Berechüct  man  auch  hier  den  Wert  der  Fuuctioa  ^(<},  so 
fiodet  man 

F(0  «  (14y7cDf3>^-l--Jü) 

Auch  dieser  Ausdruck  für  die  Function  F{t)  Iftsst  erkennen,  dat 
der  westliche  Zweig  der  Hyperbel  zur  Isophaso  null  gehört.  Wenn 
daber  die  Function  F(t)  voa  null  aus  die  Rcalitätalinie  bis  zum  Ost- 
prniktc  durchlaufen  Boll,  so  stehen  der  Variabela  (  drei  verschicdeiie 
Wege  offen. 

1)  Die  Eealititdinie  vom  Pole  4  «os  bU  zam  Oatpnnkte. 

2)  Die  Realitätslinie  vom  Pole  1  au  bis  zum  Knoten  — Vi 
and  der  nördliche  Teil  des  westlichen  Hyporbelzw^nes. 

3)  Die  RealitAtalinie  vom  Pole  —5  an  bis  zum  Knoten 

—  y?  und  der  sfldliohe  Teil  des  westlichen  Hyperbel- 
Zweiges. 

FOr        — 0  ist 

*i-4,  ««-1,  ^»--5 

Ist  F(t)  grösser  als  null,  aber  kleiner  als  2(7  Vi  -f-  10),  so  sind  die 
drei  Wurzeln  der  Function  F{t)  immer  noch  reell,  und  zwar  aind  t 

« 

und  t^^  pos.,  während  f,^,  einen  neg.  Weit  besitzt  Hat  sehlieaslick 
Fit)  den  Wert  2(7  V?— 10)  erreicht,  so  ist 

t,  -  4,  5103;       =  0,1411 ;        —  —  4,  6515 

We&a  ferner  F{t)  grösser  als  3(71/7^10),  aber  kleiner  2(7  Vt+IO)» 
so  sind  die  drei  Wurzeln  immer  noch  reell;  im  allgemeinen  aind 
zwei  dann  negativ  and  nor  eine  p<Miti?.    Hat  den  Wert 

2(71/7+10)  erreicht»  so  können  die  drei  Warzeln  annftfaemd  dnreh 
folgende  Zahlen  ansgsdrackt  werden: 

1.-5,292;  l«--|/7  «.^--Vt 

Hat  die  Function  F(f  )  den  pos.  Wert  2(71/7  +  10)  überschritten,  so 
sind  die  drei  Wur/.elu  nicht  mehr  alle  null;  zwei  davon  sind  inia^uir 
und  conjugirt  und  liegen  symmetrisch  auf  dem  westlicheu  Üyperbei- 
zweige;  die  dritte  Wurzel  ist  positiv  und  liegt  auf  der  U.  L.  ö.'it- 
lich  YOQ  5,  292.  Die  drei  Wurzelu  köuueu  in  diesem  Falle  dnrdi 

t^ss  2  V      »|:  i,,  —  —  y7  CO]  1^ — *■  y 3 [in fß 
<*--y7(coW+tVärmi,)j 
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dargestellt  werden.  Weil  oecb  «nserer  ilnnabroe  die  Fanction  vom  Ponkte 
2(71/7+10)  aus  nach  dem  Ostpaokte  der  R.  L.  fortschreitet «  so 
kaue  der  Wert  derBolben  durch 

/'(O- 2(7  V  T  eoii|-i-lO) 

dargestellt  werden.  Dase  io  diesem  Falle  die  oben  fflr  und  t^^ 
angegebenen  Werte  der  Gletcbong  genttgen,  ist  nach  frfiherem  be- 
kannt Dass  aber  auch  der  Wert  von  derselben  Gleichung  ge« 
nQgt,  ist  leicht  zu  zeigen.  Wenn  endlich  F(t)  im  Ostpunkte  der 
Realit&tsÜnie  angelangt  ist,* so  muss  die  Variable  q  sehr  gross  ange- 
nommen werden.  Setst  man  in  diesem  Falle 

2  y  4  cüi  Ii  —  A 

wo  H  eine  pos.  sehr  grosse  Zahl  bedeutet,  so  lassen  sic^  die  drei 
Wurzeln  auf  folgende  Weise  darstellen: 

Die  erste  liegt  im  Ostpunkte  der  Bealitätslinie  und  die  beiden  andern 
enthalten  die  unendlich  fernen  Punkte  des  westlichen  Hyperbel- 
zweiges. Die  Function  F^i)  lässt  sich  in  diesem  Falle  dnreh 

t\t)  =  A'» 

darstellen  und  die  oben  angegebenen  drei  Wurzeln  sind  daher  nichts 
als  die  drei  Kubikwurzeln  ans 

Wenn  die  Function  Fit)  vuu  null  aus  die  II.  L.  bis  zum  Wost- 
puukte  durclilauffu  sull,  so  stehüu  auch  hier  der  Variabelu  /  drei 
verbchiedeno  Wege  offen. 

1)  Die  BealitftUlinie  vom  Pole  4  an  bis  snm  Knoten  V? 
und  der  nördliche  Teil  des  Östlichen  Hjperbelzweiges. 

2)  Die  Realitätslmic  vom  Pole  1  an  bis  /um  Knoten  y  7 
und  der  sudliche  Teil  des  östlichen  Uyperbelzweiges. 

3)  Die  Realitfttslinie  vom  Pole  —6  an  bis  zum  Westpunkte. 

Wenu  der  Wert  der  Function  F{t)  grösser  ist  als  —  2(71^7—  lOj, 
so  sind  alle  drei  Wurzeln  reell,  von  den  zwei  positiven  Wnrzeln 

liegt  die  eine  zwischen  y  i  und  4  und  die  aiidere  zwischen  1  und 

y7.   Die  neg.  Wurzel  liegt  zwisclieu  —5,  292  und  —5.    Wenn  F{t^ 

den  Wert  —  2(7y7»10)  erreicht  hat,  so  können  die  drei  reellen 
Wurzeln  durch 

sa» 
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dargeatettt  werden.  Die  beiden  pos.  Worzeln  haben  sich  somit  tn 

der  einzigen  Worzel  Vf  vereinigt.  Wenn  der  Wert  von  F(<)  kleiner 

als  —  2^71/7  —  10),  aber  grösser  als  -  2(7  V^7  +  10)  ist,  so  siuU 
von  den  drei  Wurzeln  zwei  imaginftr  nnd  coojugirt  nnd  iinr  die 

dritte  ist  reell  und  kleiner  als  —2  \1.     Die  iiiiagiiuu  t  a  Wnrzeln 
liegen  auf  dem  üstlicheu  llypcrbel/weigo  und  zwar  liegt  die  eine  auf 
dem  uürdlicheu  Teile  und  die  andere  syninictrisch  auf  dem  ^^ud 
liehen  Tdle  derselben.  Wenn  die  F{i)  die  Realitfttslinie  vom  Punkte 

-2(71/7  —  lU)  au  hi&  /um  Westpuukte  uurciiiaufen  soll,  so  kanii 
ihr  Wert  durch 

^  —  2(7  Vfto]  3»i  —  10) 
dargOBtellt  werden.  In  diesem  Falle  sind  nach  Froherem 

=     (toj  iy  +  •  Vä  fin  i|) 
-y7(coU-*y3ftni7) 
die  beiden  imaginären  Wurzeln,  während  die  neg.  Wurzel  diircb 

-  -  2  1/7  CO)  t; 

aaigedrflckt  werden  Icann. 

Wenn  die  FnnctiOA  F{t)  im  Wes^nnkte  der  Beallt&tslinie  an- 
gelangt ist,  so  ist  die  Tariable  m  sehr  gross  geworden  and  di«  drei 
Wurzeln  der  Function  ^t)  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch  die 
AtisdrAcke 

— — 2y7coii?  =j— iv 

wiedergeben.  Die  reelle  Wurzel  liegt  im  Westpunkt  der  Realitsts). 
und  die  beiden  imaginllren  Wurzeln  stellen  die  Horizontpunkte 
des  Östlichen  Hyperbelzweiges  dar.  jWe  Function  l\t)  kann  hier 
aageofthert  durch 

Fiit)  (2  Vf  co[  n)*  -  -  iV» 

dargestellt  werden  und  die  obigen  Wurzeln  sind  nichts  anderci,  als 
die  drei  Kubikwurzeln  aus  diesem  Ausdrucke. 
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Die  Jsophaseu  bestehen  im  allgemeinen  ans  drei  getrennten 
Stticken.  Das  erste  Stück  geht  vom  Polo  i  aus  uiul  liegt  östlich 
des  östlichen  Hyperbelzweiges ;  das  zAvcitc  Stück  guiit  vom  Polo  1 
ans  und  liegt  zwischen  den  beiden  Hyperbelzweipfen;  das  dritto 
Stück  geht  vom  Pole  —  ö  aus  und  liegt  weaiiicU  des  westlichen 
Hyperbelzweiges.    Nur  bei  der  Isopbasc  null  sind  das  westliche  und 

mittlere  Stiu  k  durch  den  Knoten  —  T  7  mit  einander  verbunden  und 

ebenso  verbindet  der  Knoten  ^  7  das  östliche  und  mittlere  Stück  der 
Isopbase  t.  Alle  sieben  von  den  Knoten  aus  und  ziehen  sich  in  ge- 
wundenen Curven  nach  dem  Horizonte  hiu,  die  Isotimou  auf  ihrdia 
Wege  rechtwinklig  durchschneidend. 

Wir  denlcen  ans  das  Functionsfeld  dreibl&tterig.  Das  erste  and 
zweite  Blatt  seien  dnrcli  eine  Uebergangslinie  Tom  Paukte 

-17,  (M-  —  2(7  y  7  — 10) 

bis  2am  Westpanlcte  der  R.  L.  mit  einander  verbanden ;  das  zweite 
and  dritte  Blatt  denke  man  sich  darcb  eine  Uebergangslinie  mit  ein« 
ander  verbanden,  die  vom  Fankte 

2(7  y 7  + 10)  -  67,  04 

d^r  R.  L.  bis  zam  Ostpankte  derselben  reicbt.  Das  erste  Feld  sei 
zar  Atifoabme  der  ersten  Wnrzel     das  zweite  Feld  zar  Anfnahme 
der  zweiten  t^,  ond  das  dritte  Feld  zar  Aofnabme  der  dritten  Wnrzel 
bestimmt.  Da  wo  t  reell  ist,  bat  man 

.  dF  

3.  U^-.7j 

nm  das  Wachsen  und  Abnehmen  von  /  zu  beurteilen.  Bewegt  sich 
nun  die  Function  J\t)  vom  Ostpmikte  der  R.  L.  des  ersten  Blattes 
in  ncg.  Richtung;  naeli  dem  Nullpunkte  hin,  so  ist  auch  die  Wurzel 
sli'tig  im  Abnehmen  b' griffen  und  bewegt  sieh  ans  dem  Ostpunkte 
auf  der  K.  L.  nach  dem  Pole  4  hin.  Somit  ist  die  östliche  Ilfilfto 
der  K.  L.  des  ersten  lilattes  d:is  Bild  der  R.  h.  vom  Pole  4  au  bis 
2um  Ostpaukto  des  Argumoutfeldes. 

DoreUinft  im  Femen  Fit)  die  BealitAtelinie  von  noU  an  bis 
zum  Yenwesgiingapiinkte 

—  2(7  y  7  — 10)  -  -  17,  04 

so  bewegt  sich  die  Wnrzel  i,  vom  Pole  4  an  aof  der  R.  L.  nacb  dem 

Kuüicn  >  7  bin  Wird  ferner  die  F  unction  durch  einen  kleinen 
po!j.  Halbkreis  um  den  Yerzweigungspunkt  avf  die  Nordseite  der 
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UeI»orgaDgsIiiiie  fibergefflbrt  ond  auf  derselben  bis  mm  Weetpunkte 
fortbewegt ,  so  beschreibt  zuerst  einen  kleinen  positiven  Viertel- 
kreis  um  den  Knoten  Vf  nnd  gelangt  so  anf  den  nördlichen  Tdl 
des  Mlichen  Hjrperbelsweiies,  nm  naehber  aaf  dfesesi  Woge  dm 
Horisont  sn  erreichen.  Der  westliche  Teil  des  R.  L.  ist  soinit  BOd 

der  Ii.  L.  vom  Pole  4  bis  znm  Knoten  Vf  und  des  nördlichen  Teiles 
des  östlichen  Hyperbehweiges  Ist  femer  der  absolate  Wert  der 
Function  in;0  kleiner  als  2(7  y 7  —  10) ,  so  liegt  die  zugehörige 
Wnrzol  /,  innerhalb  der  den  Pol  4  umgebenden  Schleife  der  Öst- 
lichen Isotime  17,  04.  Somit  ist  das  Innere  des  Kreises  im  ersten 
Felde;  weleher  durch  den  Yerzweignngspnnkt  -^17,  04  geht,  Bild 
des  von  der  Schleife  4  eingeschlossenen  Gebietes  des  f-Feldes.  Ist 
ferner  der  absolute  Wert  von  F{t)  grösser  als  2(7  Vi  —  10),  aber 

kleiner  als  2(7  Vi  +  10),  so  liegt  die  Wurzel     in  dem  Gebiet«  des 
/-Feldes,  das  nach  Aussen  begrenzt  wird  von  der  Isotime  67,  U4  bis 
zu  den  DnrcLscIniiu..puiiklL:u  mit  dem  östlichen  Hyperbelzweige  und 
vüQ  dem  zwischen  diesen  Schnittpunkten  liegenden  Teile  derselben 
Hyperbel,  nach  innen  aber  von  der  Schleife  (1)  der  Isotime  17,  04. 
Der  Kreisring  anf  dem  ersten  Felde ,  gebildet  von  den  Kreisen  mit 
den  Radien  2(7y7  — 10)  und  2(71/7  +  10;,  ist  somit  das  Bild  des 
eben  bezoiciiueteu  Gebietes  des  i-Feldes.    Ist  schliesslich   der  ab- 
solute Wert  der  L  unctiou  F{i)  grösser  als  2(7  ^7 -f- 10) ,    so  li«vgt 
die  Wur/el     aubstrlialb  der  Isotimo  57-  04,  aber  innerhalb  des  öst- 
lichen Hyperbelzwciges.    Somit  ist  derjenige  Teil  des  1.  Functions- 
feldes.  welcher  ausserhalb  des  Kreises  vom  Radius  07,  ul  liegt,  BiJd 
desjeuigeu  Gebietes  des  /-Feldes,  welches  ausserhalb  der  IsunM  f 
67,  04,  aber  innerhalb  des  Ostlichen  Hyperbelzweiges  liegt.  Somit 
ist  das  ganze  1.  Fnnctions-Blatt  Bild  des  vom  östlichen  Hyperbel- 
zweige eingeschlossenen  Gebietes  des  «-Feldes.  Ebenso  bildet  sieh 
das  ganze  zweite  Fnnctionsblatt  dnrch  die  Wurzel  i^,  in  dasjenige 
Gebiet  des  /-Feldes  ab,  welches  zwischen  den  beiden  Hyperbel- 
zweigen liegt.  Das  Innere  des  Kreises  vom  Badias  17,  04  ist  Bild 
des  Inneren  der  den  Pol  1  nmgebenden  Schleife  der  Isotime  17,04; 
der  Kreisring,  gebildet  von  den  Kreisen  mit  den  Radien  17,  04  und 
64,  04  ist  Bild  desjenigen  Gebietes  des  f-Feldes,  welches  ansaerltalb 
der  Schleife  (1;  und  des  östlichen  Ilyperbelzweif^es,  aber  innerhalb  dar 
Isotime  57,  04  liegt;  der  Teil  endlich  des  Funetiousblattes ,  welcher 
ausserhalb  des  Kreises  vom  Radius  57,  04  liegt,  bildet  sich  in  den- 
jenigen Teil  des  /-Feldes  ab,  welcher  zwischen  den  beiden  Hyperbel» 
zweigen,  aber  ausserhalb  der  Isotime  57,  04  liegt.    Ebenso  ist  klar, 
dass  das  dritte  Functionsblatt  auch  die  Wurzel       in  deujeuigen 
Teil  des  t-Feldes  abgebildet  wird,  welcher  durch  den  westlichen 
Hyperbelzweig  nach  Osten  abgegrenzt  wird. 
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Ueb«rsicht 

/^O  -  iV«;                                 2(7y7cpf3»j4-lO);  57,04; 

1.  BlAtt  t,   -iVi                     21/7 coh;  5,29; 

2.  Blatt        -  1^ (-l+»V3)i     V7(-  coi li+iVSliu i;;  -2,645; 

3.  Blatt.       =         1      1/3) ;  ^7  (  -  cof    -  iV'6\u\n\  -2.645; 

Wl7/»4;         0;   -17,U4;      -2(7V7cüj3i|-lO)i  -J^»; 
LBl.  4,51'.^;      4;      2.446;    V7(cofiH-iVSfmn);  fU-^V») 

2.  Bl.  UJ741I;     1;      2,445;     V 1  {co\ rj -  iV'di'mti)  gU— 

3,  BU  -4,4516;  -5;  -5,291;  — »V^TcDf  ij; 
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lllL 

Gonforme  Abbildung  der  innern  Fläche  eines 
Kreises  in  die  innere  Fläche  eines  rego^en 

Vielecks. 


Von 

Ulrich  Bigler. 


D^T  kurzlich  verstorbene,  iur  die  math.  Wissenschaft  hoch  ver- 
dicute  Prof.  Schläfli  machte  mir  iu  einer  der  letzten  Torlesungen 
welche  ich  bei  ihm  zq  hOren  die  Ebrc  hatte,  die  MitteilaDg,  da&a 

_3 

flieh  mittelst  der  Fuactiou  ^ (1  —         dx  die  innere  FIftche  eioei 

6 

Kreises  In  die  innere  FIftche  eines  regolftren  Vielecks  conform  ab- 
bilden lasse,  nnd  dass  die  dabei  anftretondon  Integrale  znr  Berech- 
nung vou         und  von    (^3  ^»  ^'  (3  ^1  sowie  von  iS  ^. 

^{3)'  ^^C^O  werden  koimeii     Ich  habe  nun  diesen 

Gegenstand  seit  längerer  Zeit  verfolgt  nnd  will  hier  die  Ergebnisae 
meiner  Arbeit  veröffentlichen. 

Wenn  der  Einheitskreis  des  Zablenfeldes  in  m  gleiche  Teile  go- 
teilt  wird,  so  kann  man  diese  Teilungspunkte  durch  ^ 

Ii 

0  =  4 
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atrtteUen,  wo  1  der  Beiho  aadi  dU  Werte  0,  1,  2,  3, . 
durchläuft.   Die  FnnctioD  (l—s**)  Terschwindct  in  allen  Teilpaokteii 
mid  wiederholt  in  allen  «  Sectoren  ihre  Werte.  Weon 


2n 


80  ist 


*Vä       2;     ...  nrp 


Qod  mu  htt 


als  Wegelemeot  Soll  nun  aber  (1— c^*)«!^  auf  einer  Geraden  fort- 
schreiten, während  m  den  Einbeitskreis  vom  Paokte  1  bis  zum  Pnnkto 

(iurcbl&aft,  so  mos«  (1— x")  uocb  mit  —  potenzirt  worden. 
Es  ist  daher 

dx  ^€  ^  .  /  :isin  ligp 

ein  Wcgelement,  das  sich  anter  dem  Aiimote  (2     ^)  fortwfth* 
rcnd  addirt,  also  eiue  Gerade  beschreibt,  während  9>  vou  ü  bis 
wftchet  Ee  sei  nun 

Ii 


-/'- 


_  2 


dann  ist  JT  eine  innerhalb  der  Krelsflftche  endliche  nnd  eindentige 
Fanction  von  «.  Wenn 
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1  » 

-/<- 


0 

80  Bimmt  X  ftr 


n 


den  Wert  Am  nnd  l&uft  lo  gerader  Linie  von  0  bis  la 
diesem  Punkte,  während  «  den  Radius,  der  vom  Gentram  nach  dem 

n 

Teiipuhktc  «       goht,  darchläuft  Wenn 

c  =s  «  .  r 

wo  r  dio  positiven  Werte  von  0  bis  1  durclilaufon  soll,  so  wird 

t 


r 


/{2A  +  1).* 

buschreibtf  also  eine  Gerade  bis  zum  Punkte  e  .B,  wenn 
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Ds&ti  befchreiki  X  eine  Oerade  Ton  Ä  bis  zum  Punkt« 


+  «  ^  ,  26', 


wAhrend  «  —  «'f  and  9  von  0  bis  —  geht.  Man  hat  daher  Uio 
BelatioD 

2im 


» 

I.  ^  +  «  ^"   ■       .2C'-e  "  Ä 


Zugleich  ist  aber  auch 


Die  erste  Gleichung  gibt 


and  die  «weite 


C  —  ^sm  - 
1» 


iß  —  cos 

1» 


somit  ist  auch 

Id  der  KAbe  von  «  »  1  ist  JT  in  tiefiitar  NAbeniiig  gleieb 


1-=-  1- 

Wenn  9  pos.  sehr  klein, 
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SO  ist 


Also  erfüllt  Ä  das  luuerc  eines  regulären  »-ccks,  während  x  das 
Innere  des  Eiobeitskreisos  erfüllt  Man  lasse  x  von  0  bis  1 — p  io 
der  Realitfttilioie  laofen ;  dano  wachse  9  von  0  bis  ir,  so  dass  r  um 
1  einen  rechtlftufigen  Halbkreis  vom  Badius  (>  beschreibt,  um  in  l-^-e 

2 

die  BeaUt&tsUnie  wieder  zu  erreichen.    Jetzt  ist  (1—«**)    "  in 

INI  A 

e  («M^l)  ftbergegangen ,  wo  fortan  («'—!)  pos.  zu  ver- 
stehen ist,  wenn  «  fortftbrt,  die  Realitfttriiiiio  von  1+^  an  zu 
doTchlaofen.  Es  sei 


X 


2 
n 


Weil  das  neno  Integral  pos.  bleibt,  während  «  die  Bealitfttsliuic  von 
1  ans  in  positiver  Riehtong  dnrcblänft,  so  beschreibt  JT  eine  6e- 


radü,  die  auter  duiu  Aziiuutö  —      vom  Paukte  A  ausgebt  Die 

neno  Formel  verwandelt  daher  die  ganxe  ansserhalb  des  Einheits- 
kroises  liegende  ^r^ebene  in  das  Innere  eines  dem  froheren  congru- 

.2« 

—  •  — 

eilten,  regulären  n-.eckes,  das  mit  ihm  die  von  .1  bis  e  A  roi- 

chendcn  Scitt  geiiioin  hat.  Der  lluri/.uut  tk  s  -t-teldes  bildet  sich  in 
den  Mittelpunkt  des  neueu  n-cckes  ab. 

Will  man  die  Formelu 


C  <">  ^  sin  ,     B  —  ^cos— 


ans  den  Integralen  beweisen,  so  fahre  man  dieselben  anf  Enler'oche 
Integrale  zurück.  Es  ist 
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n-2 
Bei  B  Mtze  man 


1_ 
2 
fi 


dain  iinkt  f»  von  1  aof  0  herab,  wAbreod  «  von  0  bis  1  wAebst. 
HaQ  findet 


_2  1 
2* 


also  ist 


Im  Aosdrocke  flir 


2 

2    /     {2  »lux)  » 

«7 


setze  man 
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dann  wird 

C  = 


1        r  _^ 

2    /  a 

- .  I  % 


1  _  1 

(1  —  «)  d% 


n.2 

0 


1 


•  •a" 


Qod  weil  bekanntlich 


10  erkennt  man  au  obiger  DarsCellang  der  Integrale  C  dnrdi 
Gammafanction  die  Richtigkeit  der  Relationen 

ir  «  cos     .  A  \  C  — ■  sin  -  .  il 

Als  epedellen  Fall  nehme  ich  nnn  «  s  5  an.  In  dieaem  Falle 
bildet  die  Fanction 


0 


die  innere  Flüche  eines  Kreises  in  die  innere  Fläche  eines  regulären 
Dreieckes  ab.  Der  liadius  des  uu» beschriebenen  Kreises  wird  durch 
.4,  der  Radius  des  einbeschrieheneu  Kreise?  dnrch  B  dargtsleUt, 
während  sieb  die  halbe  Seiten  länge  durch  C  ausdrUckeu  läsat.  Uier 
ist 

1  2  I  _2  _2 

/""'s  r  3  3 


0 


2^ 


nnd  weil 
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3 

i,u     i    £^^m.   rm_a^  mrd) 

BO  llt 

2 

.  r(j)  -  -g-  .  r«(|) .  r(i) 


Dalmr  ist 


2m  Vs  ^* 


Eboiso  findet  man 


4«  Va  ' 


and 


alBO  ist  aneb  hier 

Die  Integiftle     B,  C  sollen  noch  weiter  Terwandelt  werden.  Seist 
in 


(1  —  x)        0  cfe 


■"p+i 


so  erbUt  min 
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00 

A  =  ^  -  "2 


2» 


1 

und  dieses  Integral  geht  fOr 


iD  das  andere 


00 


Ol 

.3  / 


Uber. 

Ferner  »st 


2 

0 


B-J*  {l+x*)    *  dr 
0 


und  geht  mittelst  der  SubstitatiOQ 


2 

1     V  '3 


0 

Uber.  Setzt  man  hier 

80  erhftlt  man  schUesslicb  für  ü  die  Integralform 
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1 

1  r 


1         f  *lt_ 

ij 


0 

Fftr  das  dritte  Integral  C  erbalten  wir  for  n     a  die  Form 

6  2 
^l— as)  iU 


3.2  Q 
Setzt  man  hier 

so  gebt  dieses  lotegral  ia 

C- 

Aber  und  ÜAr 

erliält  man  auch  hier 

C  = 


1 

l       p  fit  

1^  J 


2 

0 


_1 


OD 


2 
1 

wenn  die  Variable  u  wieder  darcb  t  ersetzt  wird.  Die  drei  Formeln 


0  0 


Arcb.  d.  M»ik.  B.  Pby».  2.  Ebüi«.  T.  XIY  34 
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sind  zwar  ähnlich,  ahcr  sii»  zu  coinbiniren  ist  schwer.    Die  Funotion 
4~  ^  erfordert  eia  zweiblättoriges  <-feld,  wo  z.  13.  eine  lieber- 

gangslinie  vou  —  iV  nach  — 1,  die  andere  gerade  von  -  nacli 

--^  -  geht  Bei  A  beginnt  der  Weg  in  0  des  ersten  Blattes,  wo 
yf*~+^      Wert  1  hat,  geht  in 

durch  die  Uebergangslinie  in  das  zweite  Blatt,  um  dann  anf 
Realitätslinie  den  Ostpunkt  zu  erreichen.    3Ian  kann  nnn  zwar  die 
Kordhälfte  des  Horizontes  zum  Wege  addireu;  es  ergibt  ao  eiaei 

1  -j-<  y.*] 

Weg,  der  im  ersten  Blatte  von  U  nach  ~\y      luugeiit,  im  zwcitoa 

Blatte  nach  0  zurückkehrt,  von  hier  aus  die  fiealit&telinie  bis  —1  dnrch- 
Hiuft,  um  auf  der  Nordseite  der  Uebergangslinie  im  2.  Blatte  nach 
dem  Westpunktc  zu  gelangen.  Nur  der  letzte  Teil  des  Integrales 
(TOn  —1  nach  —N)  kann  mit  C  verglichen  werden.  Ich  beabsich- 
tige nnn,  die  drei  Integrale  .1,  Ii  und  (  iu  die  Nornialform  der 
elliptisehen  Integrale  tlberzutühreu.  Da  der  Ausdruck  unter  dem 
Wurzelzeichen  bei  allen  drei  Integralen  iu  Bezug  aut  die  Variable  i 
auf  den  dritten  tirad  steigt,  so  soll  hier  zuerst  allgemeia  die  tilei 
chung 

{x  —  a){x'-h)  (x— t?)  0 

wenn  ihr  entwickelte«  Polynom  reelle  Coeüfieienten  hat ,  durch  eiie 

Unoare  Substitution  vou  der  l  orai  ^^^^        verwandelt  werden^ 

dass  die.Wnrzeln  der  neuen  in  y  ausgedrückten  Gleichung  paarweise 
einander  entgegengesetzt  werden.  Die  Wurzeln  a,  6  und  die  ich 
mir  in  diesem  Augenblicke  reell  und  positiv  denke,  sollon  aof  der 
Kealitätslinie  durch  die  Punkte   !,  Ii  und  C  bezeichnet  werden  ood 

es  sei  a  Ä  t'  ^  0.  Dem  Punivte  A  mit  der  Abseisse  u  denke 
ick  mir  den  Ostpunkt  der  Kealitätslinie  als  ein  zweiter  Punkt  za 
geordnet.  Dann  bestimmen  die  beiden  Punktepaare  (B,  c)  und  (1, 
00)  eine  Involution,  von  welcher  A  der  Mittelpunkt  ist.  Wenn  uua 
(jß,  IV)  ein  ferneres  Punktenpuar  ibt,  das  sowol  mit  {B\  C)  als  auch 
mit  {A,  oc)  harmonisch  zugeordnet  ist,  so  existirt  bekanntUch  die 
lielation 

=  Ali^  ^  AB  ,ÄC 

Wird  nnn  die  Entfernung  des  Punktes  A  Ton  R  mit  r  bezeichnet, 
so  ist  daher 
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—  (a  — ,^»)  .  (a--  c) 

lind  wenn  abkOrzend 

gesetzt  wird,  wo  />  und  q  im  vorliegenden  Falle  positiv  verstanden 
werden,  so  kann  man  auch 

♦ 

r  =^  pq 

teCzen,  wo  sondt  «icb  r  pos.  aafgelust  ist.  Wenn  noii  x  die  Ab- 
aeiBse  eines  variablen  Punktes  P  der  BealitAtelinie  bexeichnet,  ao 
verwandelt  die  lineare  Sobstitatioii 


*      ÄjP  x—a+r 

die  Gleiehang 

(ac—  a)  (ä—  t^;  (jc  — «)  =  0 

in  eine  andere,  deren  Wurzeln  paarwdse  einander  entgcgcn^eBetzt 
sind.  Aus  obiger  Substitution  folgt,  das« 

t+y        ,      j.  ,  l±» 

-  i£:^  Kl'  f  ^)  - fp-  «)A 
«  -  c  —  j~  [  (p + 4) + (p  - 

ist,  nnd  aomit 

ferner  aoeh 
ist,  so  erhMt  man 


y  (i~  ^jöc^  («- «)  y (1  -  if*)  ((p  -H  g)*  -  (p  -  5) V) 

Wir  baben  oben  voransgeaetzti  dass  die  drei  Wurzeln  b,  e 
reell  nnd  pos.  seien.  Aber  ancb  in  dem  FaUe,  wo  z.  B-  b  und  c 
conjngirt  sind,  ist  nur  diese  Yerwandlnng  in  gebrauchen.   Da  a 

«4* 
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reell,  b  und  f  aber  conju^irt,  so  sind  auch  (a  —  ?,)  und  (a—c)  ron- 
jugirt,  und  (73,  q)  uud  r  können  wieder  pos.  aofgcfasst  werden  lud 
die  Substitation  bat  aacb  iu  diesem  Falle  reelle  Form. 

Wenden  wir  nun  diese  allg.  Verwandlungsformel u  ;iui  die  Intf- 
grale  A,  B  mkd  C  ai.  Als  Ausgangspunkt  dieue  das  Integral  ^1. 
Weil  aber  lüer  die  untere  Grenze  0  nicht  mit  der  reell eu  WurztJ 
der  Gldcbnng 

zusammenfällt,  dieselbe  daher  der  Ueberfübrnng  in  die  Periode  der 
elUptischcn  Integrale  Schwierigkeiten  bereiten  würde,  so  nache  mn 
zuerst  diese  untere  Grenze  von  0  nach  ~1 ,  als  der  reellen  Wnixd 
der  Gleichung 

zu  verschiebcu,  wuä  aul  iulgonde  Weise  geschehen  kann.    Ks  ist 


ff 


nnd  da  ancb 


0 


0 

ttt 


2^ 

SO  folgt  ans  der  Belation 
dass  ancb 

1  0 


nnd  daher  ist 

ao 

1_    /•  *ff_ 

also 

1 


8  00 

3     VtH  1 
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Die  GleichuDg 

|3  +  1  -  0 


71 

bat  iiuu  die  Wurzeln  —1,6 


Der  Mietelponkt  der  InvoIotioD  bat  daher  die  Absdsse  —1  ond 
seine  Entfernung  von  den  beiden  Doppelpunkten  ist  daher 


1  /       7*  " 


somit  auch 

M  =  V3 

wenn  wieder 

.«  « 

gesetzt  wird.  Ferner  ist 
Da  in  diosem  Falle 

gesetzt  werden  kann,  nnd  /  die  Rcalit&tslinio  von  —1  bis  zum  Ost- 

pnoktc  in  pos.  Riehtang  durchläuft,  so  macht  y  cineu  Weg,  der  von 
—  1  durch  ü  direct  nach  1  geht.  Nach  der  allg.  Formel  erhält 
man  daher  für  das  Integral  A  den  Ausdruck 


,     2*       r  dt 


f 


3 

oder  auch 


\    "Li  >'a-i^')((^-y3)  +  (2+  y3)jf* 


4 

4 

A  — 


2^  .  y2 


5 

3* .  (1+y^) 
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Die  Pole  dieses  Integrales  liegen  in  1,  — l,  (2  — V^3)« 

(2->y3)«       und  wegen  der  Qnadratwnnel  im  Nenner  kann  maa 

sich  die  y-ebeno  2  blätterig  denken,  deren  Blätter  dnrcli  swei 
Uebergangsl.  'mit  einander  verbanden  sind.  Die  eine  indge  die 
Ponkte  1  und  —1  in  gerader  Richtang  yerbinden ,  wahrend  die  aa- 

dere  die  Pole  V(2— V3)e  (2  — VS)«  ^/  durch  eine  Gerade 
verbinden  soll.  Denkt  man  sich  im  Integrale  -1  die  Variable  y  durch 
— ersetzt,  so  kann  man  sich  f&r  einen  Weg  denken,  der  von  1 
bis  0  den  Nordrand  der  Uebergangsliuie  umfasst,  in  einem  kleineo 
negatiTen  Halbkreise  0  nmgibt,  am  auf  dem  S&drande  der  lieber- 
gangilinie  nach  —  1  zn  gelangen.  Wenn  dann  wieder 

9  Vi 

gesetzt  wird,  so  liegen  die  Pole  des  y^-feldes  in  1,  —1,   --r 

1  +V3, 

2  V2 

  and  man  kann  sich  auch  hier  2  UebergangsUnlen  den- 

ken,  welche  resp.  die  Pole  fl,  ^~r)  and  (—1,   ) 

durch  gerade  Linien  verbinden  mögen.  Dem  oben  bezeichneteo 
Wege  auf  dem  y,-tcldo  entspricht  auf  dem  y,^-felde  ein  Weg,  der 
sich  von  Ü  auf  der  Realitätslinie  des  ersten  Feldes  nach  I  htnä^bt, 
diesen  Pol  in  einem  kleinen  ueg.  Halbkreise  umgibt,  um  von  hier 
aus  auf  der  Rcalitatslinio  des  zweiten  Blattes  nach  0  znrflckza- 
kehren.  Nach  Ausführung  der  oben  bezeichaelen  SabatitatioiBea 
erhält  man 

1 

v3 


2,     r  dp   


8 

(Weg  eine  rückläufige  Schlinge,  gewüiien  \  üü  ü  um  den  Pol  1}. 

Da  aber  auf  dem  Wege  von  0  nach  1  hin  Punkte  der  Roalitats 
liüie  dy  und  Vi  -     pos.  verstanden  sind,  so  müssen  diese  Elemente 
auf  dem  Rückwege  neg.  auli^Lfasst  wc  i  tiru    Der  Intcgraud  bat  daher 
in  zwei  entsprechenden  Puukten  des  Hin-  und  iiückwcges  denselben 
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Wert,  nod  beide  Wege  liefern  somit  far  das  Integral  den  Wert  K, 
Man  bat  somit 


WO 


und 


8* 

Ebeoso  findet  mau  für  deuselbcn  Modul 

1  1 

8*  8* 

Woim 


also 


angenommen  ist,  so  sollen  die  Argmncnte  mit  einem  obern  Accente 
verseben  werden. 

Betrachtet  man  iu  dem  zuletzt  für  A  gefundenen  Intcgralaos- 
drucke  die  Variable  rj  als  die  elliptische  Function  S  mit  dem  Argu- 
mente X  und  führt  die  Substitution 

S' 

ans,  so  durchläuft  die  neue  Variable  von  0  aus  die  Südlialfte  der 
lateralen  Axe,  kehrt  längs  des  östl.  Horizontes  nach  dem  Nordpmikte 
iN  hin,  um  von  liier  aus  auf  der  Nordb&lftß  der  lateralen  Aic  Ü 
wieder  zu  erreichen.  Weil 


je<   \ 
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so  Ut 

1 


»2  r 


(Weg  vuu  0  aus  die  laterale  Axc  m  ueg.  liichluug.) 

Der  Einfachheit  wcgoo  sind  hier  die  Acccntc  wieder  wepgcla<?seu 
wordni.  D'.Mikt  mau  sicli  hier  .S  dun'h  — <S  ersetzt,  d,  b.  kehrt  mau  den 
lotegratiou&weg  um  uud  lässL  vou  Ü  nach  iN  lanfen ,  läugs  Jc-s 
westlicheu  llorizoutcs  nach  — IN  und  von  hier  auf  der  laLoralea 
Axo  nach  0  zurUck,  so  lauft  das  Arguncut  x  ducct  von  ü  nach  iL 
und  mau  bat 


2  y  2  2  l/2 

Nun  soll  auch  noch  das  Integral  C  in  die  Nurmalioru)  eilip- 
tisch eu  lutegrale  übitrgeführt  werdeu.  Weil 


sü  hat  mau 


V3 


1 


Die  Wurzeln  der  Gleichnng 

js  —  1  «0 
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3    *~"  3 

liegen  in  1,  c    ,  «         und  daher  ist  aaeh  hier 
daher  iat 

oder 

1— y 

zu  aetien.  Die  neue  Variable  v  rmn  lit  n  Weg  von  — ]  un<-h  1, 
wftfarend  1  von  1  aus  die  Kealiiatsiiuie  bis  zatn  Ostpunkte  durch- 
liQft.  Es  ist  somit 

4    1  +1 

nod  die  Snbstitotion 
fahrt  auf  das  Istogral 

.3 


3^ 

Mach?  man  schliesslich  noch  in  der  letzten  lutegralform  für  A  Uio 
Substitution 
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fo  erhllt  man  nocb 


i 


/ 


wo  die  Yariible  y  von  0  mb  dio  gaMie  laterale  Axe  in  pos.  Sinae 
dorchlftnft  Das  Integral  bat  somit  den  Wert  S£  und  es  iat  daher 
anch 


8* 


^     V3  +  1      ,  Vs-i 

2y2 


Wenn  nnn  dat  PeriodeoTerhälinlw  ^  mit  •  bezeichnet  wird«  so  bat 
man  fflr 

.      - 1 

h  —  —  .  - 
2V2 


und  fflr 


2  V2 


Ir  t  I 

daher  die  Gleichnag 

L  .L*  +  X,K*  ^0 
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Zur  Beradmnog  des  PtriodeDTerbflltnlsiM  t  wlre  es  nicht  nOtig 
go»«m,  Boefa  claa  Intagral  C  in  di«  Nonnalform  Obenolblireii;  die 
Beredmiuig  denalbea  liltte  anch  «nf  folgende  Weise  gesefaAhen  kdnnen : 


Wenn 


80  ist 


und 


*  4 


»2 


Nnn  gelten  aber  bekanntlich  die  Gleiehnngen 

1  -<pH») 


^(a)  "i-HpV) 

u  Irr  <?!<r  M-J) 


2  a>^(«) 

enetzt  man  in  der  sweiten  durch  e       •       ,  nnd 

ZW 

wendet  die  Gleichnng 
•B,  SO  erbilt  man  anch 

and  daher  ist 


Da  nnn  aber  nach 


Z 

so  ist 
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Aus  dcu  Gleicliuugeu  a  uud  ö  folgt  nun,  dass 

ist  Weil  nun  aber  ancli 

so  bat  maa  die  Gleicbang 

Wcudüt  mau  uuu  hier  die  bekannte  Belatiou 

an,  Bo  hat  man  schlieaalich  die  Gleicbnng 


ans  welcher  anf 


-  X  (-  lii) 


geschlossen  werden  kann  nnd  somit  existirt  in  diesem  Falle  fOr  z 
die  Gleichung 

Aus  dieser  findet  man 

*  - » Vs 

is'ach  Seite  3G7  ist 

und  da  andererseits  auch 
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4 


3* 


ist,  80  Itot  lieh  r(|)  durch 

7 

darsteUeu.  ^on.  ist  aber  bekanutlich 
K  ar  ""^  +  ^'2  +  '^^*  +  -'^'+-  •  • 


1+2 


=  1+2«         +2«  +24*  +.  .  . 

also 

somit 


4 


3' 


und  fhr  r(i)  erhftlt  man  achliesslich  die  Fonn 


4  2 


3» 

Ich  gehe  ntm  über  stur  Berechnong  der  elliptischen  Functionen 
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K  F 

C  nnd  D  der  Argumente  ^  and  ^  and  gehe  dabei  von  dem 
Integrale 

1 


r  -Vi 


s 


ans.  Ersetzt  man  hier  zaerBt  «  darcb  ^«  nnd  Uast  daranf  die 
Snbstitation 

-  t 

folgen,  so  erhftit  man 


0 

-1 


Femer  ist 

1 


A 

'  0 

und  da  die  beiden  Integrale 

iy*a wd  i./* (1-1)  '''f  '''ä 

0  i 
einander  gleich  sind,  vu  darch  die  Sabatitntion 

leicht  bewiesen  werden  kann,  so  wird  das  Integral  A  im  Pankte 

halbirt  nnd  vermöge  der  Relation 

2B  ^  A 

ist  eia  solches  lutegral  gleich  B.   Wir  habeu  daher 

—1 
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INeses  Integral  wird  daher  in  den  Pnnkteo  0  und  i  in  drei  gleiche 
Tdle  seteilt  Die  Snbsütation 

fahrt  dASselbe  in 


3  0 

Ober  mit  den  TeilnngBpiiDkten  1  nnd  3.  Setzt  man  hier  wieder 
ao  liefert  dieee  SnbBtitntion 


dt 


2 

nnd  die  Teilnngspnnkte  liegen  in  0  nnd  2.  Um  dieiei  Integral  in 
die  Normalform  der  eUiptisehen  Integrale  ftbennfllhren,  wende  man 
die  ans  froherem  bekannte  Snbititntion 

an.  Nach  derselben  hat  man  daher  die  Variahle  t  dorch 

in  eraetien  nnd  erhilt  so 

1 

3  d+y») 

0i8  neaen  Teilangepnnkte  liegen  nun  in  (^^-^Vd)  ond  (2— ys*). 
Der  erste  ist  neg.  nnd  liegt  ebenso  weit  westlich  von  0  wie  der 
andere  östlich  von  0.  Denkt  man  sich  die  W^gesriditung  nmgekehrt, 

wodnrch  die  Teitangspnnkte  naeh  VS)  nnd  (— 24-y3)  ver- 
legt werden,  nnd 
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80  erhftit  mati  nach  Seite  373  ond  374 

d8 


mit  dem  dort  nfther  angegebenen  Integrationswege.   Da  der  Wert 

dieses  Iiito^ralcs 'iA'  ist,  uud  Uer  erste  Teiluugspuukt  in  o'/4(Vo— 1) 
liegt,  so  ist 

Ä('j'j  =  3^V3-l) 

YJ  iasBon  aiek  vm  diejenigen  für 

■>  )  nnd         J  ^^^<iot  ableiten  nud  da  der  erste  Tefinngs- 

])unkt  im  ersten  Blatte  zwischen  0  und  1  liegt,  so  sind  dieselben 
reell  und  pos.   So  erhält  man 


2 


Setzt  man  nun  in  den  bekannten  Formeln 


2K 

itkr  das  Argument  a  den  Wert    ,  lo  erhält  man 
und  mittelst  der  i<  urroelu  t 
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fiodet  man  die  oben  gefnedeoeo  Werte  bestfttigt. 
Wir  haben  feraer  gefandeu»  dAM 

ilt»  und  «ne  dieser  Gleichung  ergeben  sich  sofort  die  Werte  itkt  S\ 
C*  und      vom  Argament         Mjui  findet 

Mittelst  der  GleichaDgen 

1  D{x) 
n/r  . 

findet  ma« 

2 

^(3)-  ä"  ''*(V3-+l) 
4nIi.  «.  Ibfli.  «.  Phjs.  Ü,  B«ikt«  T,  Xir,  9& 
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2L 

Die  oben  für  iS\  C\  D'  vom  Argumente  ^-  gefundenen  Wertfi 

lassen  sieh  Mch  aoi  dem  Integralausdntcke  ableiten ,  der  auf  Seite 
384  far  ZB  aog^eben  «urde,  mid  dessen  enter  TeUongspiinkt  is 

3  (Vd—  1)  Uegt.  Setzt  man  dort 
so  resnltirt  Ar  ZB  das  Integral 


ZB 


r  


Da  in  demselben  die  Tarlablo  S  von  0  ans  die  ganze  laterale  Axe 
in  pos.  Richtung  dnrchlftnft,  so  ist  der  Wert  desselben  21.'  nnd  di 

der  erste  Teilnngspnnkt  in  i  3  ^^(Vd-h  1)  iiogt,  so  hat  man  sofsit 


2k 

Die  Werte  für  ty\  C  und  D'  \om  Argumente        sollen  nua 

hier  mittelst  AnflOsnng  einer  Gldehnng  4.  Grades  gefdaden  wenlea 
Bekanntlich  ist 

^(2x)  .  Cjx)  .  D(x)  +  C(2x)  .  D(2x)  ,  Sjx) 

ich  werde  fortan  da«  einfache  Argument  x  nicht  mehr  schreiben 
Die  mit     —  multiplicirten  Zähler  und  Nenner  des  Toriicsei- 

den  Braches  seien  mit  Z  nod  N  bezeichnet  Dann  ist 

-   i  - ir- .s*) (1  -  (i  -f  jr-) -^k- s*) -i- (1  -    + l- ^>»> 
X  (1— i*/.'*s*-f 

Wenn 

IS{Zx)  —  tf 

als  gegeben 
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iB(«)  — 

als  uubekaunt  betrachtet  wird,  so  hat  man  die  Gleicbang  9.  Grades 

aafzalöseo.  Im  gtgeuwärtigea  Falle,  wo 

9«  —  2£ 

ist  II  ^{];  die  Wurzel  <S  =  Ü  versteht  sich  von  selbst.  In  Bezug 
aul  die  ünbekaunte      hat  man  also  nur  die  Gleichung  4.  Grades 

aufzulösen,  deren  Wuneln 

-  ( s >  -  Gy  -  c-t->  ^  n-) 

sind  Die  zwei  ersten  sind  reell,  die  letzten  zwei  imaginär  und  coa- 
jugirt.  Für 

*"  {— 

ist  die  Wurzel  —2  Vä  (2+  V$)  'sehon  bekannt  Die  ttbrlgen 
sollen  nan  dnreli  Absondenug  der  sehOD  bekannten  Wnnel  gefunden 
werden.  Wenn  also 

yä-l  2ä    2L    'iK+2L  2K—'2L 

so  sind 

die  4  Warzeln  der  Gleichung 
die  aber  fttr 

4 

die  Gestalt 

^  -  ?  (2-  y3)»«  +      .  (6  y3-8)#-  ^  (7-4yä)  -  0 


annimmt  Eine  Wurzel 


«  =  -"2" 


«5» 
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nämlich  ^^«^^^^^  ^^o^  bekannt  Dividirt  man  di«  linke S«te 
der  Gleichung  durch  s    -^j ,  so  kommt 

^  _  ^  ^ + »4 » .  (2  _  y5>  -     (8  -  yj).  _  0 

hennu.  Setzt  mu  Uer,  un  d«n  nachliSelitteB  Term  w^smebtiBi, 

2  yd 

80  mnltirt  die  Gleicbung 

 6(3  Vä— 5)p  -  2(27  y3-46) 

Wenn  nnn  hier 

r  p^q+i 

gesetzt  wird,  uud 

9  2  

bedeutet,  so  lassen  sich  clio  3  Wurzeln  dieser  Gleichang  bekanil* 
lieh  durch  die  Ausdrücke  'h^  +  hQ^)  \  (ap'+äP)  darstelta. 

Ferner  ist 

ry5  2(3  V3  — 5) 


2 


2l±i*=— (27  ys— 


46) 


—  (2  — Vä)-[(By3-ii)*4-i6(ii  Ka  — ly)] 

-  9(2—  yä)* 


daher  ist 
and  also 


^-^^-3(2-y3) 


5»  =  (2-y3) .  2(7-4 y»)  =  2(2— y»)» 

g«  =  _  8(2-  ys)  (yä—  1)  -  — 4(ys  —  d» 

a-(2-Vü)2"*;    g  (y3~l)2*^* 

Es  ist  daher 


folgUch 
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Jtt^t  „  _J  ^  .  (l+(2-  ys  )2'^»-(y8  -  1)2*'') 

und  weuQ  mau  hier  beide  Seiten  mit 
dividirt,  so  folgt 

^  (t)  +  V3+2>  MVa  H- 

und  Är  S  erhÄlt  niaa  scbUosslieb  doü  Ausdruck 

ObaeboD  ich  sp&ter  tob  den  beiden  ini&ginftreii  Wurzeln  keinen  Ge- 
brandi  machen  wül,  ao  wiU  ich  doch  der  Vollständigkeit  halber 
diese  noch  darstellen.  Es  ist 

und  daher 

y» 

folglieh 

/2/C-l-  2/A  ^,^y^  +  1)  +  (1  +  )2'^| 

^      ^  3V2 

Ebenso  ist 

s.  Q^^J^)  =  -5^^  [2(>'3  + 1) + (1  -  i  vn-^j 

3    •  2 

Es  liegt  mir  non  daran,  die  Gleichung  4.  Grades 
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deren  Eicmeuto 

a      1,   i  —  0.   c  —  — d  =       4-^'«),   e  —  iU;* 

Bind,  oliae  Absondening  der  bekauulcn  Wurzel  aufzulöscD,  Die 
zwei  Inwianteii  sind 

BedeaCea  nan  «r,  ß,  ]f,  ^  die  4  Wunwln  der  Gleicboug  4.  Grades 
und  vird 

gesetzt,  so  hat  man 
nBü 

«»-4*»)»  =  (2«)* 

Im  vorliegenden  Falle  ist  nun  aber 

also 
ond 

Setzt  man  abkflrzend 

A3 -2:   x^-pi;  - 

sü  lassen  sich  die  Wurze^uadrate  auf  l'olgoude  Weise  dar- 
stellen : 

4t  «=4(2-- V.<j  -j-  A« 

=-4(2- V3)  +  A/ 
Da  tiuu  diu  Winzeln  d  durcli  die  Gleichungen 
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bestimmt  werden,  so  entsteht  nun  die  Aufgabe,  aas  den  fttr  die 
Wurzeln  ctc  angegebenen  Ausdrücken  die  Quadratwurzel  aaszn- 
ziehen.  Wenu  allgemein  in  dem  Aosdrucke  (a^bl+eX*)  die  Ele- 
mente a,  b  und  e  rationale  Functionen  einer  Quadratwurzel  wie 
mit  ganzzahligen  Coefficienten  bezeichnen  und  wo 

eine  ganze  Zahl,  die  kein  Kubus  ist,  bedeutet,  so  heisst  man  das 
Product 

(a-fiA  +cA^)  -f-cA,')  («-j-ÄA.-fcV) 

die  Norm  jedes  der  drei  Factoren.  Hier  ist  sie 

-j-  »4        »i*  c'^  —  3m  aic 

und  da  das  Product  der  zwei  letzten  Factoren 

—  mbc     {mc^    alf)i -J-  (i'  —  ac)X* 

ist,  so  hat  mau 

und  diese  Gleichung  dient  zur  Wegscbaffung  eines  mit  der  Kubik- 
wurzel bohaftcten  Neuners.  Soll  nun  allgemein  aus  dem  Ausdrucke 
{a-\-bk-\-c/L*)  die  Quadratwurzel  in  ähnlicher  Form  ausgezogen 
werden  können,  so  muss  die  Norm  sich  a!s  Quadrat  darstellen  lassen; 
denn  die  Norm  eines  Quadrates  ist  das  Quadrat  der  Nurm  seiner 
Wurzeln.  Ich  will  nun  hier  die  frühere  Bedeutung  der  Elemeuto 
a,  ^,  /  d  fallen  lassen  und  anders  verwenden.  £s  sei  auu 

(a  4-  j3A  -}-  y A«)*  «  a  -f-     -f  cA« 

wo  hy  c  gegeben  sind  und  a,  /?,  y  gesucht  werden  mttsseu.  Dann 
haben  die  Unbekannten  a,  ^,  y  den  drei  Bediogungou 

zu  genügen  und  ciuc  vierte  Glcichuug 
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ist  mir  eine  notwendige  Folge  derselben.  Das  Syst«m  der  drri  er- 
stell Glelebnngmi  hat 

3.2.2  —  8 

Lusuiif,'en ;  aber  jo  zwei  derselben  unterscheiden  sich  nur  wie  (a, 
y)->  {— —§•>  —y)'   Man  kann  also  die  Aufgabe  auf  eine  Gleichung 
4.  Grades  znrOdcfOhren.    Ich  habe  es  vorteilhaft  gefanden,  onr 
homogene  Gleichungen  anzuwenden  und  daher  das  System  znoAchst 
anf  zwei  solche  Gleichongen  wie 

beschränkt.  Die  zweite  z.  B.  ist,  in  Bezng  auf  y  linear ;  niittftUt 
ihrer  kann  man  y  aus  der  ersten  Gleichung  climiuircn  und  bekumml 
eine  homogene  Gleichung  4.  Grades  zwischen  o  und  ß.    Setzt  man 

P 

und  hat  einen  Wert  von  t  gefnndeo,  der  nicht  mit  der  Kubikwaml 
k  zusammengesetzt  ist,  so  geben  die  drei  ersten  GleiehtiDgea  dm 
Wert  von      nod  wenn  man  aber  des  Torzeichen  der  Norm 

der  gcsuchteu  (Quadratwurzel  schon  verfügt  hat,  so  entscheidet  die 
4.  Gleichung 

Ober  das  Vorseichen  von  v.  Die  Horm  von  4(2 — y3)4-i*  ist 

4S(2_V3  )«+4  . 1  -  2*  .  8  .  (64—80  VS^-f-  75) 

-*  2*  .  3  .  (8  ^  5  V3)« 

und  lässt  sich  somit  als  Qoadrat  von  —2  Vii(5  Vsl.  s)  darsteUes. 
Man  ver  Sache  nun 

WO 

s=  2 

zo  setzen.  Dann  ist 

(a+/5i4-yÄ«}«  =  4(2  -  y3)+2*'* 

und  diese  Gleichung  gibt  für  die  Unbekannten  ßt  y  die  B«- 
dingungsgleichongen 
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1)   ««+4/Jy-4(2- V3) 

4)  ««+  2/l»+4y»—  6«Af  —  —  2  V3  (ö  V»  g) 
Yennöge  der  2.  GleidinDg  kaoB  man 


Betxen;  dann  werden  die  Abrigen  Gloichongen 


MolUplicirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungeft  mit  — (2-|^V'3  ), 
die  zweite  mit  4,  addirt  and  dividirt  mit  ,  lo  gewinnt  man  die 
Gleicbang 


4««+4i2  +  Va  )  «»  +  8«  —  (2  +      )  =  0 


«»(l  _  4,«)  «  4(2  —  V3  ) 


.         + 2£)  -  1 


«*(2««— 10«»— 1)  —  2  V^a  (5  V3  —  8) 


Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 


2 


Knr 


V3--1 
2 


ist  zu  gebrauchen  und  gibt 


8 

3  V3 


also 


■V3  * 


2 


2-vr 

V3~ 
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_  Va  — 1 

Daher  ist  auch 

-      [-  2 + (8  yr)  A„  -  (Vr-  d 

Nan  ist  bekauuüich 
und  weil 

fto  bat  man  _ 

uud  lolglich 

somit  ist 

was  wir  scbon  frflhcr  gefanden  haben.  Man  findet  ferner 

^..ß.  -  II  -i-  (2  -  V  -  (V  3  -  1)2' -'l 
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wird  noa  asf  beiden  Seiten  mit 

dividirt,  so  folgt 


(^0  "  Va  ^^^^  ^^^^     1)2'  *+2*^'J 


uuU  somit  ist 


Um  C  ^^^^  2»  bestimmeo,  setze  man 
den  Ansdnick 

^1  berechnet  werden.   Es  ist 
(  3  )  ^  i'W  t^^^  -  1  -  (2  ^  vr)2'^H  (*^3  -  1)2*''] 
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=  (7V3)«~  K^3~~l)«+(2  .  2*^*  -  (2(V3 -1)2  .  2*'» 

—  2(V3  —  1)2*/»  +  2  .  (2  .  a'^*  .  2*'''] 

und  daher 

Zur  Berechntmg  von  iS*,  C"  und  /V  von  Argomente  ^  wende  mm 

die  hokanntcn  Relationen  ffir  S{K-~%)^  CXK  —  x)  und  D(K~x)  an, 
wie  sie  auf  Seite  3S4  augegebeo  siod,  und  erseUe  iü  deuaelbco  dai 

Argament  %  durch        Man  findet  so 

^  *  ^       -(Vä"-  1)  +  2  .  2'''  +  2*'* 

nm  den  irrationalen  Nenner  wegzuscbaffeu ,  halte  ich  mich  aa  die 
anf  Seite  391  angegebene  allgemeine  VerwaodlnngBfomiel  nnd  setie 

0=— (VäT— 1)}  6  =  2i  c  — Ij  ms  2 

dann  ist 

o'  -f-  tnb^  +  m»ß*  —  9mdbe  =  6(V3  3) 

 2  Vä  +  2  Vg-  .  2'/*  +  (3+  V3")  .  2*^» 

folglich 


-  (Vä  -  1)  +  2 . 2'^*  +  2*^^' 


^  ~  2       +2  Vä"  .  2*^^  -f-  (3  -f  V3  )  .  2^/^ 

Wird  uuu  dieser  Wert  in  '^'(^j  subsiituirt,  so  erhält  man 
uach  mehrfachen  Reductionen  für  *S  (^^^  schliesslich  den  Ausdrock 
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S-  (f )  =  ^V-  [Wi  +11)  -  (V3  +  1)  2''»  +  2*/» 
Auch  ist 

und 
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XIV. 

Bezirke  der  drei  Wurzelformen  der  Gleichung 

4u  Grades. 

Von 

R.  Hoppe. 


Eine  Gleichung  4.  Grades  mit  reellen  Coefficienten  hat  keine 
oder  zwei  oder  vier  reelle  Wurzeln.  Lässt  man  also  allo  Coeffici- 
enten alle  reellen  Werte  durchlaufen  und  jede  Gleichung  durch  ein 
(joefticientenwertsystem  verfrpton  sein,  so  teilt  sich  die  Gesamtheit 
aller  müglichen  Gloichnngen  iu  ■]  Bezirke,  ,  Tr^ ,  innerlialb 

deren  die  3  genannten  Wurzelformen  aasscbliessend  statthaben. 

Die  ursprünglich  gegebüne  vierfache  Mannigfaltigkeit  des  Coef- 
ficienteosystems  Nvürde  offenbar  keine  übersichtliche  Darstrllang 
seiner  Bezirice  zulassen.  Eine  vuiausgeliGude  lineare  Substitution 
für  die  Unbekannte  reducirt  dieselbe  auf  ciae  zweifache,  indem  sie 
den  Coclücieuteu  der  3  Potenz  zu  null,  den  der  ersten  zu  1  macht 
Dadurch  wird  freilich  der  Fall  ausgeschlossen,  wo  beide  zugleich 
iiiiU  werden.  Doch  hat  dieser  keine  Bedeutung,  Treil  hier  die  Glei- 
chung quadratisch  wird.  RdekBichtHch  seines  Angrenzens  wollen 
wir  ihn  spftter  besondert  sozieheii.  Wir  betrachten  demnach 

Ä  —  0  (1) 

als  die  allgemeine  Gleichnog  4.  Grades.  Ihre  Variation  lAsst  sich 
dann  in  der  Ebene  darsCellee,  indem  man  a  nnd  b  als  Coordinateo 
eines  Punktes  aaffasst. 
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Der  stetige  Uebergang  eiws  r  Hijugirten  Warzelpares  in  ein 
reellfs  u.  umgek.  ist  nnn  bloss  möglich  durch  das  Gleich  werden 
zweier  Wurzoln.  Folglich  resultirt  die  allgemeine  Gleichiiiic  aller 
Grenzen  der  3  Formenbezirke  durch  tlimination  von  x  zu  is(  heu  der 
Gl.  (1)  und  ihrer  Derivirten.  Die  Llimiaation  führt  aut  dio  Glei- 
chung 

£G!-i«-0,   wo  (2) 


2a  3 
6  2(U-a«) 


3a  46 
6  -a 


Zur  VcreiDfachung  führen  wir  jedoch  statt  der  Parameter  a,  b 
zwei  neue  u,  t?  ein,  wo 

a-|i   8*-ü  +  3/*i  i»x  tt— 1  3> 
sei.  Dann  lautet  die  entwickelte  Gl.  (2): 

97  27 

+  ^  (9  -  ^  (-  27  +  18«  4-  u«)  -  0  (4) 

nnd  ihre  cardaniache  Auflüsnng: 

3  3 
r  =  J  [/  {27  -  lSn-u^-\-S  \  +  [27-18« 

-     -  8         J  (5) 

Diese  hat  1  oder  3  reelle  Werte«  jenaehdem  «  positiv  oder  negativ  iet 

Sie  wird  durch  eine  Carve  dargestellt,  welche  aus  zwei  ge- 
trennten Stücken  MNPQ  Ji  nnd»S7'/;F  besteht.  Die  Figur  zeigt 
einen  endlichen  Teil  davon  in  der  Nähe  des  Aufaiigs  der  über 
die  4  Enden  /S,  V  fortzusetzen  ins  anpndlicbe. 

Das  entere  StAek  die  Linie  geht  vom  Axenquadranten 
(—  ^)  bei  N  dnreh  diese  Axe  in  den  Quadranten  (+  +) ,  wo  sie 
bei  P  die  Verticale  u  «  1  berülirt  nnd  daselbst  einen  Wendepunkt 
P  hat,  flberschreitet  dann  die  u  Axe  in  Q  nnd  bleibt  Ton  da  im 
Quadranten  (-|  ). 

Das  letztere  Stück  -SI',  dio  Liniti  n,  geht  vom  Quadranten 
(  J-)  bei  T  durch  die  »  Axe  iu  den  Quadranten  (—  -      bis  sie 
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die  V  Axe  in  i;  trifft  Vom  Backkebrpaokte  CT  an,  in  umgekehrter 
Bichtang  beginnend,  bleibt  sie  im  Quadranten  (  }. 

Die  3  Zweige  N3f,  US,  UV  sind  die  Diagramme  der  3  Werte 
? , ,  v,,  welche  jedem  negativeu  u  entsprechen.  Setzt  man  zu  ihrer 
Bestimmung 


Ä  — rco8g>=>27  —  I8w— ««;   rsin^  =  8  u* 

also 

r*  —  Ä* —  COSqp  =-* 

'        ^  r 

80  wird 

»1  -  3yr  cos  ^  i     -3Vr  cos^-^-?;  |^«3VrC085^JL*? 

Hieraus  ist  zonächst  ersichtlich,  dass  die  3  Curvonzweige  keinen 
Punkt  ausser  ü  gemein  haben  können.  Denn,  wäre 

0      COS^^-^  COS  —  

-  2sin  2  -g-  K  sm  ^  +  2  E 1 

und  3  nicht  Teiler  von  »  —  nt,  so  w&re 

^*--.^2*-4'^')Ri   y  =  2{ab--2(«+n)|R 

mithin 

8  /  

^9^'~ y  —  «* = 0  also  tt  —  a 

r 

Mit  diesem  Resultat  ist  erwiesen,  dass  die  2  aadi  beiden  Seiten 
hin  unbegrenzten  Garren  Ä  nnd  B  die  Ebene  in  3  nnd  mdit  melir 
Besirke  teilen. 

In  Betreff  der  erwähnten  i  uukto  ^^  F,  r,  ü  lassen  sich 
leiebt  folgende  nähere  Bestimmunguu  gewinnen. 

Gl.  (5)  ergibt  sofort,  dass,  für  «  —  0,  e  —  »  wird,  gültig  filr 
weil  es  noch  dem  TOfl  positiTer  Seite  her  Tenebwindendea  «  genttgea 
mass.  Da  aber 

ist,  so  folgt,  dass 

Hiermit  sind  die  Ordinaten  des  SchnlUpanats     von  A  and  der 
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V  Axe  und  des  Rückkohrpunktes  U  gcfandeu.  Wir  untersachen  in- 
des aach  die  Winkel,  unter  denen  A  und  B  die  v  Axe  treffen. 

Sei 

tt  .  «  £  anendlich  klein 
dann  wird  Vit  za  3.  Ordnnng 

»  _  87(l+|       i    )  i  r  -  »7  (l+l  .  +  §  e.)" 

32   -  8  / 

^9"^  -729*  •  »==27V«' 

"  ^  -  6561*  '  ~  3  *  0+  27K  37 

Subüühirt  man  die  Anfangswerte  nnd  dividirt  durch  u  =  —  so 
«rbält  uiau  für  A  uud  6'^ 

wodorefa  die  Tangentialrichtungea  der  Zweige  MN,  rf/,  vu  bei 
ihrem  Eintrete  ie  der  v  Axe,  letztere  2  gleiche  nebst  ihren  unter- 
schiedlichen Variationen  bestimmt  sind. 


Far  u  «  1  4.  (  wird  nach  der  Formel 

4 

-3j/2(l-  V2i) 


4 

9 

folglich  ist  in  P 


(7) 


Demnach  geht  in  P  die  Gurve  A  ?ertica)  nach  nnten,  nnmittelbar 

AMh.  4.  Ibih.     Phyi.  a  Bdli«,  T.  XIT.  S6 
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vor  unil  Tiac  lilier  in  gleicher  Neigung  uacli  unten,  liat  also  hier  eioeji 
Wenüepuukt. 

Die  AbscisBen  der  Schnittpankte  der  u  Axe  massen  die  Wofzelo 
der  quadratiBcben  Gleichung 

A  —  0 

sein^  weil  der  von  r  freie  Terin  von  Gl.  (4j  mit  A  verschwindet 
Demnach  ist,  hzhw.  tUr  T  und  Q 

„  — _-Oy:i-yi  u  =  hy3  — ö  (6; 

Sei  also 

-  61/3-9 +       '  ««H-e 

dann  wird 

and  In  1.  Ordnnng 

8-8..(l-£,) 
s  Vs .  «         „    8  Vs .  » 

2,,-i    »-B  2,1- 


•      V3/   ,    e  \ 


9— 4B         Vs  .  e 

CO»-- g-  


8  vav« 

t»,  —  3  »^3X  ;   mm  ~^ 

=  -  -  (2  -  yS)  (Neigung  des  Zweiges  TU^  (ü) 

Sei  ferner 

«^6  V3-9-I-I  -  i*  +  c 

dann  kommt: 

A     —  12  V  3  .  £ 

s  3 
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gjj=s  -  (2  -f  V3)   (Neigang  des  Zweiges  URf,  (10) 

Die  d  Cnrrm  teilen  nmi  die  anb^ieozte  Ebene  in  8  Bezirke, 
einen  oberbnlb  ii,  einen  swisdien  A  nnd  B  und  einen  innerhalb  B. 
Jeder  derselben  mnis  einer  besonderen  Wnrzelform  der  Gl.  (l)  ent- 
sprechen; es  bleibt  noch  sa  entscheiden,  welcher?  Hierzn  genagt 
ein  einziges  Beispiel. 

Die  Gleichung 

hat  offenbar  keine  reelle  Wurzel.   Die  Coefficienten  a  ^  1,  6-^1 
redncifen  8i«h  nach  den  Gl.  (d)  «tf 

35  _80 

Da  hier  «  1,  w  ^  ^  >  2  ist,  so  liegt  der  Punkt  {uv)  uberhalb  Ä\ 
folglich  ist  oberhalb  A  der  Bezirk  U^,  zwischen  Ä  und  ß  der  Be- 
zirk      und  iuncrhalb  ß  der  Bezirk 

Zar  Probe  wollen  wir  das  Beispiel 

-  +  y -(«-.S)(«4-i)(«+i-^2)  • 

mit  4  reellen  Wurzeln  hinzanohmen.  Hier  ergibt  sich: 

Zn  diesen  «  gehören  nnf  beiden  Zweigen  von  B  die  Werte: 

»,Ä-|-Ö»087;  «^——308,07 

Demnach  ist 

nnd  der  Pnnkt  {m»)  fUlt  in  den  Bezirk  innerhalb  B» 

Mit  Kiuksicht  auf  dcu  ubcrgaiigcueü  AüaUiihmefall,  wo  der 
Coefficieut  v  ij  «  null  ist,  wollen  wir  noch  das  finale  Verhalten  der 
4  uubegreuztua  Curveuzweigü  betrachten.   Sei  also 

dann  wird 


Sei  ferner 
dniin  hat  man: 


-sV«?»  (11) 

SS« 
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9 

t  s 


3 
2 


—     =-  8y  3  y'  00 


Gebt  man  nun  von  der  untan glichen  Transformation  tiom 
Scbritt  zorQck  und  nimmt  als  gegebene  Gleichung  an 

so  gebt  diest  in  Gl.  (1)  über  lur 


nod  man  hat: 


8 


4  6f/  — «« 


27  € 


B«i  Yenchwindeiideiii  c  werden  «  und  0  »  od  nod  iwv  in  des  Y<r 
liUtnit«  der  dritten  nnd  sweiten  Potens,  lo  daee  Mck  4m  GL  (11) 
(12)  die  GrauECunren  nnTerftndert  bleiben.  Demnach  bleibeti  idbit 
in  dem  nneireicbten  Falle  ts=0  dieae  Cnrven  nocb  immer  die 
Grenzen  der  8  Wnrzelformen:  nvischen  M  nnd  B  gibt  ea  keia^ 
zwiaeben  S  and  V  nnd  zwischen  S  and  M  zwei,  mid  zwiachea  S 
nnd  1'  yier  reelle  Wurzeln. 
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XV. 

Die  Ainslcr'scben  MächensüUe  im  Gebiete  aftin 
yeränderlicher  S>^teine  und  aaf  den  Flächen 

constanter  Gauss  öcher  Kvüiiuuimg« 

Von 

Joh.  Kleiber 

in  M&acben. 


Herr  A.  Amsler  hat  ia  seiner  1880  verdffeutlichtcn  Dissertotioii 
,Ueber  den  FlAcheninhalt  und  das  Yolnmcu  durch  Bewegung  er- 
zeugter Ganreu  und  Flächen  and  Aber  mechanische  Integrationen^ 
zviäcliet  nor  jene  FlAeheurelatiouen  abgeleitet,  welche  sich  an  die  Be- 
vegimg  einei  starren  Systems  im  Räume  bzhw.  der  Ebene  knOpfen  mid 
zwar  wol  aas  dem  Grande,  weil  selbe  vollkommen  ausreichend  waren 
seine  Polarplanimeterthenrio  in  elepjanter  und  conci^er  FaHsiing  ein- 
zuführen. Es  ist  mir  jedoch  niclit  !M>knnnt,  dass  diese  interessantrn 
Sätze,  welche  ja  doch  aus  einer  sehr  bekannten  und  allgemeineren 
Quel!<;  tiiessen,  eingehender  bezüglich  ihrer  Gültigkeit,  besonders 
hiusichtiicfa  veränderlicher,  bewegter  Systeme  einerseits  und  der 
Bewegung  auf  krnmmen  Gebilden*)  audrerseits  antersnoht 
wordeu  wären. 

Wir  wollen  im  Folgenden  den  Tersnch  nntemehmen,  die  An- 
gezogene Tbeorie  in  diesem  8inne  zn  erweitem,  bzhw.  anzudeuten, 
in  welcher  Bicbtnng  ein  Anzban  derselben  stattfinden  ktante. 


*)  Vgl.  Amtier 'g  Aufsatz:  „U«ber  mechanische  Integrationen"  im  Kat> 
der  Aasttellaug  der  dentfebaii  lf«tb«niatikwvernnignDg,  honoig.  von  W*  Dyck. 
1691!98. 
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Kltihen  Die  AmxhrUrhtn  FfSthfntätxe 


l§  H 


Bm  mSBm  f erisAcrlielie  Syttem  in  der  Ebene. 

Wir  wollen  annohiin^n,  dass  sich  in  einer  festen  P^benc  F.  drei 
Punkte  Q],  Qj,  Q»  in  lieliebigcr  Weise  und  unabhängig  von  einander 
bewegen.  Sie  sollen  die  Basispnnkte  in  einer  affin  vei  änderliclien 
Ebene  K'  bilden,  deren  Verzerrungen  also  von  der  Bewegung  der 
Punkte  Q,,  Q,,  Qji  bedingt  ist.  Um  einen  allgemeinen  Pnnkt  P 
dieser  verftnderlicheu  Ebene  K'  lu  unsere  Rechnung  eiuzufuhreo, 
bezeichnen  wir  mit 


die  jeweiligen  Coordinaten  von  bzhw.  Q,,  bzhw.  g..  hi  der  festen 
Ebene  E.   Daun  ergibt  sieb  nach  den  Grundsätzen  der  AftinitÄt 


Bekanntermassen  kann  man  hiernach  P  mechanisch  als  Schwerpankt 
der  Basispunkte  definiren ,  sobald  in  letzteren  der  Reihe  nach  Ge- 
wichte vom  Yerhftltnisa  *:  k:  li  angebracht  gedacht  werden. 

Bei  veränderlichem  System  Qj ,  Q, ,  Q3  weefaselt  auch  P  seiaei 
Ort  in  doch  gibt  et  eine  grosse  Zahl  von  Meehaniimen,  mit  des 
BisiipiinlLten  Q„  Qs,  Q3,  welche  gestatten ,  bei  allen  YeriDdemageB 
von  E*  den  Pnnkt  P,  der  der  Relation 


genügt,  mitznfilhren.  Dieselben  heissen  Pantagrapbe  und  ffthrea  in 
ihrer  primitiTSten  Form  anf  Sylvester  zorflck.  Wir  wollen  aof  sie 
gelegentlich  znradckommen. 

Man  kann  nnn  leicht  einsehen,  dass,  abgesehen  tou  eigentttn- 
lichen  Specialfilllen,  die  sogenannte  übergeschlossene  MecbanismeB 
bedingen,  die  Ebene  E'  innerhalb  der  festen  Ebene  E  voUkommei 
zwangläuüg  wird,  wenn  man  b  „allgemeinen*^  Punkten  von  E'  ihre 
Bahnen  in  /:  vorschreibt  Um  dieses  zu  zeigen,  wollen  wir  jedei 
der  fünf  Punkte  Fi  durch  einen  sngehOrigen  Satz  von  ta^  L  fi« 
charakterisiren: 


«1»  yi»  *ft  yi»  ^ySft 


oder  als  Coordinaten  von  Q  die  Werte: 
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Sei  bhq 

Fl  -  0 

die  Gleiehnng  derjeoigea  Corvo ,  welche  dem  tten  Pankt  als  Bahn- 
conre  safewiesen  wurte,  so  erhalt  naii  m  ihr  eine  Bedingung  in 
^1«  Qti  Qu  wenn  raan  den  in 

vorkommenden  Ponht  A  wie  oben  angegeben  in  Basispankten  ans- 
dmckt 

Fi{Xi,  ;„  Q„  (i,)  0 

In  dieser  Gleichung  treten  die  Coordinaten  der  Basitpunkte 
als  Vcräuderlicbü  auf.  Sun  haben  wir  fünf  eoicher  Relationen 

—  0 

folglich  wird  die  t  vstlef^nitij^:  einer  vUv/Äiifu  Coordinate,  z.  B.  Ton  r,, 
sofort  atirli  eine  (allerdings  iiietit  eimleutige  uud  nicht  lineare)  Fest- 
lej?un(,'  aller  übri^^en  erpeben,  \v(  inan  doch,  dass  fünf  Gleichungen 
im  allgemeinen  fünf  Uubekanute  bestimmen. 

Die  Üaliii  eines  sechstiii  ruukteb  kanu  demnach  nicht  mehr 
willkürlich  in  E  vorgeschrieben  werden. 

Wir  wollen  nun  speciell  in  den  folf^enden  Betrachtunf;:en  an- 
nehmen, dasa  jeder  der  fttnf  Punkte  I\  der  veränderlichen  Ebene 
E'  in  />'  eine  gfschlosssene  Bahn  (ein,  oder  mehrfach,  Uberkrett' 
zend  oder  nicht  tiberkrenzcn<l)  beschreibe.  Eine  solche  geschlossene 
Bahn  beprenzt  im  Sinne  der  analytischen  Geometrie  je  ein  Ebencn- 
BtUfk  von  festem  Flächeninhalte,  den  wir  mit  dem  Buchstaben  <I>« 
bezeichnen  wollen. 

Jeder  weitere  Poukt  F  der  veränderlichen  Ebene  E*  wird  dann 
in  E  gleichfalls  eine  —  durch  die  Bewegmngen  der  Punkte  iV  ge- 
mftes  obigen  Ableitungen  definürte  —  geschlossene  Gnrve  beschreiben. 
Denn  wenn  wir  annehmen,  dass  die  sämtlichen  Punkte  P«  nach  ler- 
scfaiedenen  ganzxahligen ,  positiven  und  negativen  Umläufen  in  den 
ihnen  zugewiesenen  Bahnen  gleichzeitig  wieder  in  ihrer  Ausgangs.- 
stelle  eintreffen,  so  ist  eben  auch  die  ganze  £bene  wieder  in 
ihrer  Anfangslage  angekommen.  Dies  bedingt,  dass  anch  der.  von 
ihr  affin  invariabel  mitgeffthrte  Punkt  F  in  seine  Ausgangsposition 
eingerückt  ist,  d.  h.  eine  geschlossene  Bahn  durchlaufen  hat.  Aller- 
dings kann  dies  Geschlossensein  der  Bahn  anch  bloss  darin  bestehen, 
dass  F  auf  einem  Stflek  seiner  Babncarve  einigemale  hin  nnd  her* 
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gerückt  erscheint,  doch  wird  dies  imserea  Belracbtangoxi  ihr^  iiiiltig- 
keit  niciit  uebmon. 

Wegen  der  Abbftogigkeit  der  Bthn  de«  Pnaktes  P  Yon  den 
Bahnen  der  Punkte  Pi  kannte  die  Fh^je  berecktigt  ers dienen, 
ob  denn  nicht  anch  eine  eolebe  Abhängigkeit  des  Flftehenintaaltes  <P 
von  den  FIflohen  statthabe.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  Folgendes 
flberlegen. 

Wir  schreiben  nau  nicht  mehr  die  Bahnen 

Ff  —0 

selbst  vor,  suudern  bloss  tlercu  Flächeninhalte.  Dies  kummt  darauf 
biuaus,  dass  wir  von  jeder  Curvc  bloss  eine  einzige  Coostante  vor- 
geben. Dana  kaua  maa  bekanntlich  anf  vieltacb  unendliciie  Weisen 
mögliche  Bahnen 

-  0 

bestimmen.  Sind  Individnen 

Fi  ^0 

in  der  Ebene  E  gewählt,  so  können  sie  in  dieser  noch  behebig  ver- 
schoben werden,  ohne  ihre  Flächen  0,  zu  ändern.  Jede  Zasammen- 
Stellung  möglicher  F*  bedingt  eine  Curve  F  zu  F.  Und  diese  sämt- 
lichen vielfach  unendlichen  Variationen  von  F  sollten  dieselbe  Fläche 
d>  besitzen?  Die  Wahrscheinlichkeit  spricht  dagegen,  aber  auch  die 
Tatsache.  Aber  —  und  dies  ist  das  Wesentliche  des  im  Folgenden 
7.U  entwickelnden  Flächensatzes  —  es  lässt  sich  zeigen,  dass  —  ob- 
wul  bei  jimf  vorgeschriebenen  0,  die  Bahnen  der  fünf  sie  uiuschrei- 
bondcn  Punkte  noch  über  alle  Massen  willkürlich  sind .  doch  schon 
die  von  einem  siebeuteu  aftiuen  Punkt  von  E'  relativ  zwauglauiig 
geschriebene  geschlossene  Bahn 

einen  Flächeninhalt  O  umschliesst,  der  mit  den  Flächen  ^*  der 
echs  ersten  Bahnen 

Fl  :=  0 

n  homogener  linearer  Belation  steht. 

üm  diese  Behauptung  zn  erweisen,  erteilen  wir  einem  Punkte  P 
des  in  Bewegung  betindlichen  Systems  E  und  einem  Basispunkt  z.B. 
(i..  des  letzteren  die  ihnen  bei  ihrer  zwangläufigen  Fortbewegung 
zukommenden,  zunächst  unendlich  klein  gedachten  Verschiebungen. 
Dabei  gelangen  sie  in  ^Suchbarlagcn  /"  und  Ci'^j'.  Das  vom  ver- 
änderlichen Vector  PQ^  bestrichene  ElementarÜächeustück,  ein  Vier- 
eck, hat  den  folgenden  Inhalt: 
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... 


+  i 


+ 


+ 


(X3— it)  rf(r,-f-«) 


y  ys  \i 


wobflt  Olieder  zweiter  OrdnaDg  fortgelassen  sied. 

Setzen  wir  Uerin  die  Werte  der  Coordioalen  für  x  und  y  eie: 

y  =•  »yi  + A//s+*<y» 

SO  ergibt  sich  wdterhin: 


e- 


X,-X8  ^(Xg—Xs)  I 

x^-Xg    fi(xi  a-s) 

ys-y»  'A.vi-ys^ 


Xj — X3  d{Xs 


-^3) 


—  X 


X,— X3  fZXg 

1h- 'H  '^y« 


Xjj— X3  dx^ 


Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  besteht  cino  lineare  Beziiliuii)? 
zwischen  den  6  Coeftiricnten  nicht,  Sncht  man  alle  Punkte /' iu  tlcr 
veräuderlichün  Ebene  E'  zusammen,  lur  weiche  ^  denselben  Wert 
hat,  80  erhalt  inau  in 

die  Gleichung  des  fragliclieu  Ortes,  eines  Kof^elschnitts.  Aendert 
man  succ^^ssive  den  Wert  vuu  so  crhillt  nuiii  neue  Kegelschnitte; 
deren  Gesamtheit  ein  KegelschüiHliuachel  mit  zwei  gemeinsamen 
Asymptoten  vorstellt. 

Wir  haben  zanftchst  eine  naendlich  kleine  Verftnderung  der 
Ebene  E*  betrachtet;  wir  wollen  nnn  eine  endliche  Yeränderang  ins 
Ange  fassen.  Dabei  bestreicht  der  veränderliche  Yector  PQ^  ein 
Fei  d,  dessen  Gidsse  die  Summe  seiner  Elementai teile  J  ist  Hat 
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die  Ebene  ibreii  Umiauf  nunmehr  vollendet,  d.  Ii.  Rind  allo  Pankte 
auf  ihren  geschlossenen  Bahnen  wieder  in  ihre  Aus^'angslapc  zu- 
rückgekehrt, so  ist  auch  drr  Vrctor  TQ.,  wieder  in  seiner  ersten 
Stellung.  Das  von  ihm  beschriebene  „Band''  hat  den  lohalt:  («,  i 
eitid  Coustanteu) 


Der  Fliu  heiiinhalt  des  Bandes  ist  aber  überdies  gleich  der  Differenz 
der  Flächen  O  und  ^P^^  welche  von  den  Punkten  P  und  um- 
laufen werden. 

Sncht  man  in  nunmehr  alle  Punkte  P  auf,  welche  Corven 
von  gleichen  Flächenr&umen  umkreisen,  so  stellt  wieder 

X*  fa\'\-2%l J\^^-^k*  J\,,-^2k y*«i»+2^,/' au-(O^V) 

die  Gleichung  ihres  geometrischen  Ortes  vor.  Dies  ist  wieder  ein 
Kegelschnitt,  wir  nennen  ihn  IT.  Wird  ^  verändc  rl icher  Parameter, 
so  erhalten  wir,  wie  oben,  ein  Kt-^ols«  hiiiit!)üscbel  der  ü  mit  zwei 
gemciosamen  Asymptoten,  doch  ist  dieses  in  »einen  Individuen  mit 
dem  zuerst  besprochenen  im  allgemeinen  nicht  identisch. 

Die  6  Integrale  J  a^«  und  ^L'  sind  unabhängig  von  der  Wahl 

der  Punkte  in  sie  sind  Specitica  der  dem  System  vorgeschrie- 
benen Bewegung.   Legeu  wir  demnach  dem  Tripel 

Ä,  Ä,  I*,  .  .  .  [»  +  A4-ii  =  1] 

siebcu  Werte  bei,  d.  b.  wählen  wir  in  K'  hieben  Puukte 

7»      n      I»      p      Ii     p  p 

80  erhalten  wir  durch  Elimination  der  genannten  Specifica  eine 
Relation  zwischen  den  sieben  Flächen: 

<''i»  <i*4,  <«'6,  ^i^s.  ^7 

welche  von  den  Pi  resp.  umkreist  werden;  diese  lautet: 
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1  x,*  x,;,, x^  A,  i  a>, , 

 i" 

Hiermit  ist  ansere  orsto  Behauptung  ürwicseu,  die  erste  L  lächeii- 
relatioB  festgelegt. 

§  2. 

AUeltuif  elB€8  Fnmlameiitalsatzek 

Wir  woilea  ODomehr  voraussetzen,  claas  die  sechs  Puakte 

P /j,  /j,  P^,  Pj, 

auf  einem  Kegelschnitte  St  licfren;  dann  liegen  sie  bekanntorniassen 
auch  bei  allen  Vrr7errnnj;:en  der  veränderlichen  Eheno  auf  einem 
ßolchon.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  die  folgende  Bedingung  er- 
füllt ist: 

^^Ä^Ä  ^ 


=  0 


Vom  Putikto  A  wollen  wir  voraussetzen,  er  liege  nicht  an!  liem 
durch  die  übrigen  sechs  Punkte  bestimmten  Kegelschnitte  ^.  — 
Gehen  wir  unter  «lir-sc!!  Vnraussct/nnuen  an  die  Auswertung'  der  in 
§  1.  an  letzter  Stelle  entwirkeltrn  iielerminante,  iiuleni  wir  die  Auf- 
lösung uerselbeu  nach  der  ssiebeuten  Horiznutalreilie  versuchen,  so 
erkenneu  wir  an  erster  Stelle,  dass  der  tueflicieut  der  Fläche  ^^ 
gleich  null  ist  Es  verschwindet  also  aus  der  F'lächeurelatiou  diese 
Grösse,  d.  h.  „im  Falle  sechs  Punkte  /V  auf  einem  Kegelschnitte 
„liegen,  existiert  bereits  zwischen  den  von  ihnen  bei  der  Hewegunj? 
„der  veründerlicheu  Ebene  E'  umkreisten  Flachoustlicken  eine 
„Relation^". 

Dies  ist  uro  so  bemerkenswerter,  weoo  mas  sich  erinnert,  dass 
fünf  von  einander  nnabhftngigen  Pankten 

"'l»  A 

ihre  Bahnen  ganz  beliebig  in  der  festen  Ebene  E  vorgeschrielien 
werden  konnten.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  dass  die  sämtlichen 
Grössen 
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«11  ^1»  <P| 
«II  A».  <^t 


«6.  ^51  f»8i  *6 

nach  Gutdünken  wählbar  sind.  ,.Zu  jeder  weitereu  Wahl  x^,  «i 
„auf  dem  Kegelschnitte  Stj  gehört  dann  eio  linear  berwshenbans 

Dass  dio  Grösse  von  (Pg  düch  nicht  mehr  von  dem  beliebig 
wählbareu  Paokto  Ij  abhängen  kann,  ist  von  vornherein  klar,  doch 
erkennen  wir  dies  aneb  aus  der  Schlossrelation  von  i  1.  Hau  kann 
dort,  unbeschadet  des  rechnerischen  Wortes  der  Determinante  statt 
(Pj  irgend  eine  Zahl  s  setzen,  ist  doch  der  Coefficient  C»^  gleich 
null.  Bann  sind  aber  die  Grössen  der  letzten  Horizontalreiho  lanter 
linear  unabhängige  Grössen.  Da  trotz  ihrer  Willktlrlicbkeit  dio 
Determinante  verschwinden  muss,  so  mOssen  eben  die  sämtlichen 
Minoren  der  Matrix: 


I 

verschwiliilen.  Dies  stollt  nach  Kronecker  im  allgemeinen  nur  zwei 
Gleichun^'cn  vor.  Lassen  wir  dio  Colonne  der  <2>,  weg,  80  ver- 
schwindet die  bleibende  Dctprniiiuiiite  doch  gemäss  unseren  Voraus- 
setzungen; demnach  i^t  die  eine  Oleicbunc!;  bereits  erledigt  Die 
zweite  findet  sich,  wenn  mau  irt;eud  eine  andere  Colonne  woglllsst. 
üa  die  iibrij^bleibende  Determinante;  die  Grössen  <P,  enthält,  so  stellt 
sie  die  gewünschte  Kclatioa  der  sechs  Flächen  (Pi  vor. 

Wir  unterdrücken  der  Symmetrie  halber  die  Colouuo  der  1  und 
erhalten: 

...  V  

I 

Wäre  die  Wahl  der  ersten  fünf  Punkte  zwar  beliebig  gctrutiVn 
worden,  aber  vorgeschrieben  worden,  dass  zwischen  den  von  ihnen 
umkreisten  Flachen      dio  Gleichung: 
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bestehe,  so  wird  aach  (P^  diesen  Grössen  gleich.  Man  eritennt  dies 
an  der  oben  abgeleiteten  Determinante  am  besten,  wenn  man  die 
Colonne  der  0i  durch  t  teilt  Dann  folgt: 

t  ^1  ( 

t 

Da  dies  eine  lineare  Gleichung  für   ^  ist,  existiert  hiefür  nur  ein 

Wert.  Er  ist  1,  denn  dies  für  ^  subäLituirt,  ergibt  die  uach  Vor- 
anssetziiDg  ?enchwindaBde  Determtnaate. 

In  diesem  Falle  kommt  dem  Kepelj'chnitto.  5?  I)esondere  Büdeu- 
tong  zu.  Er  ist  identisch  mit  einem  der  Kegelschnitte  Ij  des  §  1. 
Er  bildet  mit  der  unendlich  fernen  Gera  den  ein  Büschel  von  K«'.,'fl- 
schnitten  mit  zwei  gemeinsamen  Asymptoten,  ?on  denen  jeder  die 
Eigenschaft  eines  Kegelschnittes  ^'  besitzt,  d.  h.  dass  sciae  sumt- 
licbeu  Punkte  je  Flächen  d»  von  gleicher  Gr  ^ssr  umbalujen.  Dass 
die  Kegelschnitte  U  em  solches  Büschel  bilden  müssen,  ist  schon 
deswegen  klar,  weil  irgend  zwei  derselben  sich  im  Endlichen  nicht 
treffen  dtlrfen,  sonst  kämen  ja  dem  Schnittpunkt  beider  verschiedene 
!•  lachen  zu;  mit  einem  Wort,  die  ü  sind  die  Niveancurven  eines 
topographischen  Systems,  das  wir  nun  näher  betrachten  wollen. 


$8. 

IMe  Sjstemfläehe  iZ 

Wir  kehren  nnn  zum  allgemeinen  Fall  zurück,  indem  wir  irgend 
sechs  Punkten  P,  G  mögliche  Flilchen  <Z>^  zuordnen.  Dann  ist  jedem 
Punkte  J',  den  wir  uns  nnnmehr  in  E'  voräuderixch  denken,  eine 
Fläche  O  gemäss  der  Gleichung: 

V     1,"  «,  1, 1  ^, 
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zageordnet.  Um  an  ihrer  Hand  die  Verteilang  der  Werte  9  ia  der 
Ebene  E'  zu  stadieren,  deoken  wir  uns  Aber  jedem  Pankte  P 
der  letzteree  senkrecht  zu  E  eine  Ordinate  errichtet,  deren  Länge 
gleich  der  vom  Punkte  P  jeweils  umschriebene  Fliehe  ^  sein  soll. 
Dann  erfüllen  die  Endpunkte  Q.  der  Ordinalen  eine  räamUche  Ober- 
Häcbe  /7,  welche  wir  als  dio  Sy.stemflftehe  Fl  bezeichnen  wollen 
Wie  ein  Blick  auf  die  (Tleielmug  lehrt,  ist  die  Ordinate  0  eine 
quadratische  Form  der  Cuoniiiiaton  m,  i-  die  Oberfläche  FI  ist  dem- 
nach ein  Paraboloid.  Solcher  unterscheidet  man  zwei  Arten :  hyper- 
bolische und  elliptische.  Ob  die  ciue  oder  andere  Art  durch  H 
vertroten  wird,  hängt  von  der  Wahl  der  Grössen  ab,  die  sowoi 
positiv,  wie  negativ  sein  können. 

Setzt  inm  cuustaut,  d.  h.  sucht  man  dou  geometrischen  Ort 
der  Punkte  I\  weiche  Flächen  von  der  Grösse 

luiikroisen,  oder  mit  anderen  Woiteu  den  Kegelsclmitt  6',  so  Uegea 
die  t'orrL'S})üii(lioreudea  Punkte  U  der  SysteniHäche  U  in  einer  zu 
E'  i)ariill('UMi  Ebene.  Ks  repräsentieren  also  die  Kegelschnitte  U 
die  iS'iveaucurveu  eines  Turabuloids  IJ. 

Wir  haben  in  §  2.  die  Fl&chenrelation  auf  einem  beliebige u 
Kegelschnitte  St  untersncht;  diesem  Kegelschnitt  tt  ?on  Ponkten  P 
entspricht  aaf  der  Systemfläche  II  eine  Cnrve  iter  Ordnung  Q. 
Indem  wir  die  letztere  specialislren,  erkennen  wir,  dass  aoeli  unter 
den  B  ausgezeichnete  auftreten.  Die  kann  oAmlich  in  den  un- 
endlich entfernten  Azenpunkt  des  Paraboloids  und  eine  ebene  Cf 
auaarten.  Schneiden  wir  hiernach  daa  Paraboloid  ilmit  einer  Ebene 
(f  nach  einer  Cy  und  projiciren  die  letztere  orthogonal  in  so 
erhalten  wir  darin  einen  Kegelschnitt  von  Punkten  den  wir  V 
nennen  wollen,  und  der  nach  unserer  Augabe  unter  den  St  rngb- 
zeichnet  ist. 

Nach  einem  Satze  Klein's  ist  es  ein  solcher  Kcgelsclinitt  bereits 
dem  Aeusseren  nach.  Der  Satz,  der  übrigens  für  eine  orientierte 
Flüche  leicht  rechnerisch  zu  erweisen  ist.  besagt,  dass  ein  solcher 
Kegchehnitt  Tden  liiveaucurveu  U  des  Paruboloids  ähnlich  nur 
parallel  zu  diesen  verschoben  erscheinend.  Wir  können  also  sagen: 

Verschiebt  mau  iu  '  einen  der  unter  sich  ähnlichen  und  ähn- 
lich gelegeiK'u  Kotjelsclinitte  IJ  ohne  Brehnug  unter  Vert^nKsernng 
oder  Vcrklemeruuj^,  so  eut^})richl  dem  so  erhaltenen  Kegelächuitt  MI 
ein  ebener  Schnitt  des  Paraboloids.*^ 
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Für  die  Punkte  oiiios  solchen  ebenen  Schuittes  verwandelt  aicll 
die  allgemeine  FiächeugleicLuug  des  §  1.  iu  die  einfachere: 

'  X,  1 

I  ..1—0 

I  X.,  A3  1  a>a  < 

I 

Hat  ma»  also  ?|pich  eiogajiL's  ilfn  zur  Verfttfiun^'  stehenden  fünf 
Paukteu  Fi  solche  Fiacbeu^zugCHieseu,  dass  die  Matrix  verschwindet: 

  =^0 

I 
I 

so  gilt  für  jeden  sechsten  Pnnkt  des  von  ihnen  bestimroten  Eegel- 
scbnitts,  die  oben  angeschriebene  lineare  Relation,  statt  der  frflher 
gegebenen  quadratischen. 

Ist  die  SystemHäche  //  eiu  hyperbolisches  Paraboioitl,  so 
existieren  auf  ihm  zwei  Scharen  von  Erzeugenden,  die  in  unsere 
Kbeue  F.'  projicirr,  du  sie  noch  beim  Klein'schen  Satze  dem  zer- 
fallenden Kegi'lsclmitte  ^  ähnlich  seiu  müssen,  ein  Doppelsystem 
Yun  parallrlrn  I.iinrn  n  bilden.  Einer  solchen  Liuio  u  entspricht 
die  einfachste    Jacheurelation : 

!   1  I 

Wflhit  man  nicht  eine  solch  ansgeseiehnete  Linie  sondeni 
eine  allgemeine  Gernde  G  \ii  E\  so  entspricht  dieser  auf  der  Sjr- 
stenflAcbe  ein  ebener  Schnitt  folglich  gilt  far  eine  solche  Gerade 
G  dieselbe  lineare  Flichenrelation,  wie  fllr  einen  der  Kegelschnitte  V, 

Die  Sjstemfiäche  II  vermittelt  hiernach  eine  Abbildung  der 
Fl^chenrelationen,  welche  der  Reihe  nach  zwiflchcu  drei,  vier,  sechs 
bzhw.  sieben  Flächen  0  bestehen  können. 

Ist  die  Systemfliche  17  ein  elliptisches  Paraboloid,  so  existiert 
in  der  Projeetion  seines  Scheitels  in  E  ein  Pnnkt  P  dem  ein  wahres 
Hinimnm  bzbw.  Haxininm  an  Fi&che  zukommt;  nm  ihn  ordnen 
sich  in  Ähnlichen  nnd  ähnlich  gelegenen  Ellipsen  V  die  Punkte 
gleicher  Flftchon  an. 
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Das  affin  rerflnderliche  System  in  der  Oeraden. 

Wir  iiaben  oben  ia  f  1  snr  Ableitang  der  Fl&ehenreiafioiimi  dk 
Integration  des  Tom  Veetor  PQg  bcstriehenen  Bandes  der  Betrach- 
tung zngmnde  gelegt,  and  scbliesslich  dieses  Band  als  die  Düferenz 
der  von  seinen  Bändern  nmsebloisenen  FIftcben  <P  an^efuat  Wir 
können  aber  aneh  nocb  anf  eine  andere  Art  an  besagten  BrOlationea 
kommen,  welche  manehe  Erweiternng  ohne  besondere  Iflihe  nUsst. 
Wir  wollen  aber  nicht  mehr  den  frfiher  behandelten  Fall  wieder^ 
holen,  sondern  die  nene  Integrationssrt  am  Fall  des  affin  ver&nder- 
lichen  Systems  in  der  Geraden  vorfahren. 

Dasselbe  sei  gegeben  durch  zwei  Basispuukto  Q,  und  Q^,  die 
sich  vorerst  iu  der  Ebene  beliebig  und  unabhjinfjiir  von  einander 
bowcgeu  sollen.  Ein  mit  ihnen  aiiiu  verbundener  Punkt  r  habe  die 
Coordinaten 

Wie  irubcr  l;aiin  man  auch  hier  zeigen,  dass  drei  Punkten  Pi 
ihre  IJahuen  beliebig  zugewiesen  werden  können,  und  dass  jeder 
weitere  Puukt  r  eine  geschlossene  Curve  beschreibt,  wenn  dies  mit 
den  vorausgehenden  der  Fall  war.  Ks  lässt  sich  nun  hier  nachweisen, 
dass  das  Fixieren  der  Flilchen  (P,,  welche  von  den  Irti  iu  unserer 
Gewalt  stehenden  Punkten  P,  umlaufen  werden,  gleiclizeitig  die 
Fixierung  der  Fächen  O  aller  von  Puuktcu  der  Geraden  umbahnteo 
Flächeustuckcn  zor  Folge  hat 

Um  den  Nachweis  hiefllr  zn  erbringen,  „wollen  wir  nnnmeJir  ^ 
,,Flftohe.4^  direct  unserer  Betrachtung  unterwerfen^^  Zn  dem  Ende 
nehmen  wir  vorerst  an,  die  Fläche  sei  ein  Dreieck;  whr 
werden  nftmlich  sogleich  erkennen,  dass  die  ftlr  dieses  Dreieck 
hergestellte  Flftcbenrelatioa  auch  für  irgend  welcke  Fttchen  ^  gilt 

Wir  haben  uns  also  die  veränderliche  Gerade  0,  in  3  Lagen 
der  ihr  zugehörigen  Bewegungsphasen  vorzustellen.  In  diesen  ge- 
hören den  Punkten  Q|,      P  die  Coordinaten  zu: 

>  hl  i      •>  Vi  •  ^'  •>  y' 
Der  Inhalt  des  Dreiecks 

^  —  JJi  Ji"  JjHI 

ergibt  aicii  zu 
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Setzt  man  hieriB  der  Formel 

P  —  «Q,  +  IQ, 
gemUs  statt  der  Coordioaten  von  P  jene  von  (2,  so  folgt: 


XX,"  -I-Aar,"    «3ri"-fW    1  I 


Dft  ^  eiBe  qudiatiMke  FerM  dflr  PaiMieler      il^,  lo  Wiltbl 

zwischen  den  vier  Grössen  ^t,  welche  vier  Pnnfcleii  der  tewiw 
angehören  die  FUchenrelations 


-  0 


oder,  da  ai+A  «  1  ist,  die  Oleichnng: 


Xg«    X3    1  iij 

V  «4  1  ^4 


-  0 


Habeil  wir  bisher  Torausgesetzt,  die  Flächen  seien  Dreiecke, 
SO  wollen  wir  nunmehr  anoehraeu,  es  geion  cürreB{>oTi(jirende  Poly- 
gone. Dieselben  kann  man  aber  sofort  von  einem  Punkte  0  aas  m 
correspondirende  Dreipcke  zerlegen.  Für  jedes  Quadrupel  solcher 
gilt  der  vorstehende  Satz.  Da  aber  darin  die  Coefficienten  der  di 
selbst  CoDstaute  für  unsere  Zerlegungen  sind:  80  kann  maa  eine 
Summation  der  Kelatiouen  eintreten  lassen  and  erh&U: 


ANh.  i.  Ibtt.  ».  Fk|B.  a  Bslk«,  T.  ZIT. 


%1 
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1  X^, 

I 


0 


Gehen  wir  noch  einen  Schritt  veiter  nnd  setzen  wir  stitt  der 
polygonal  begrenzten  0t  ganz  wfllkArlich  begrenzte  ToranSf  so  kain 
auch  eine  Zerlegung  der  Sftnder  von  0  in  correzpondierende  Ele- 
mente, also  anch  der  Flächen  04  in  correspondierende  Dreiecke 
stattfinden.  Die  Endformel  bleibt  dieselbe  wie  oben,  nur  verwandels 
sieh  die  oben  benutzten  Summen  in  die  entsprechenden  Integrale. 


Wir  wollen  nnn  annehmen,  die  Terftnderliche  Gerade  Qi  Qf 
wege  sich  im  Raum«.  Hier  kann  man[,  wie  leicht  ersiobtUch,  viir 
Ponkten  derselben  Bahnfl&chen  zuweisen.  Nehmen  wir  an«  diise 
Bahnflftchen  seien  geschlossene  Oberflachen,  welche  Teile  des  drei- 
dimensionalen Baumes  begrenzen,  deren  Bauminhalte  mit  0i  be- 
zeichnet  werden  mOgen. 

Bei  der  lkwoguiig  der  4  l'uuktc  J'i  der  Geraden'  aut  liiri-ii  /.a- 
güiiuiii4cn  OherHächüu  wollen  wir  4  Lageu  besuudcrs  auszcichuen. 
Die  Courdiuutea  der  Punkte  Q|      r  seien  in  diesen  bezeichnet  mit: 

»  X  m      XXX  XXX 

*i»     «i»  *t»         *  y  * 
Dann  ergibt  sich  fOr  das  Tetraeder  der  Wert 


;  X    f  1 

1    !      jf"  /'  1 

2".  3     7*"  y"  \ 

jtft  .  nn    Uli  , 


1  X 


Fahrt  mau  liicrin  statt  P  die  Grösse  KCl^-\-k%  ein,  so  folgt 

I  »Wi'+Aarg'    xy/-j-Ay,'    x5,'+iz,'    1  , 


2  .  3 


w-^-w  »vi-^-hi  ^"^y  1 
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Dieser  knbiBchen  Form  tod  J  entsprehend,  existiert  zwischen  fünf 
Grössen     die  Tetraederrelation 


Xj3  X,»  X,  1 

X^^  X,*  1 
Xj^  Xj*  Xj  1 


-  0 


Aus  dieser  Relation  folgt,  da  anch  sie  in  den  Jt  linear  ist  und 
sich  also  zor  Summation  eignet,  darch  Uoberlegaogen  im  Ranme, 
die  denen  in  der  Ebene  analog  sind,  für  die  Kubikinhalte  ^<  der 
coiTcspondirenden  Obcrflilcben,  die  von  den  Fi  der  Tariablen  Ge* 
raden  beschriebea  werden: 


»1»      «j,  1  01 


1  Xft«  Xä'*  xj  1  (Dj 


—  0 


Nichts  hindert  uns  diese  Funncl  für  einen  Kaum  von  «  Dimen- 
sionen zu  erweitern.  Dort  werden  die  Elementarraumteile,  welche 
dem  Dreieck  in  der  Ebene,  dem  Tetraeder  im  dreidimeusionaieu 
Baume  entsprechen,  nach  derselben  Formel 


X  9   s .  .  .  i  1 


gegeben,  woraus  schliesslich  ftr  ooirespondirende  ,,KOrper*'  des  n- 
dimensionalen  Baumes  die  Belation 


Det 


JK»   aj"»-*  .  *  .  SN    1  <Pi 


—  0 


folgt.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  auf  einer  Geraden  im  aligemeinen 
n  Punkte  vorhanden  sind,  die  „Körper"'  von  gleicher  .Grösse  um- 
schreiben. 
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15. 

DI«  IhaUeli  Twiatolleke  EbeM  E', 

Dm  Froblfnn,  die  Flfteheirehtion  der  fthnliefa  verftiiderMte 
Ebene  anfsusteUen,  ktno  im  weaeiitikhett  damit  identisch  enebtet 
werden,  die  Fläehengleichang  fllr  das  affin  verftnderliebe  System  ii 
der  Qeiadett  anzngeben,  weleb  leUtere  Aufgabe  berdti  im  f  4.  ibn 
Erledigong  gefnodea  hat  In  der  Tat  ist  ja  eine  fthnlich  verAiider* 
liehe  Ebene  E*  dann  vollkommen  bestimmt,  wenn  eine  ihrer  Ge- 
raden mit  dem  auf  ihr  befindlichen  Panktsystem  gegeben  iat 

Um  auch  äasserlich  diesem  Zusammenhang  Aosilrock  tn  Ter 
leihen,  wollen  wir  eir^e  Ooordinatieiemng  der  Punkte  Pin£'ia 
folgender  Weise  einfuhren: 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Fesüeguug  dor  Punkte  in  der  festea 
Kbene  erfolge  wie  in  der  Gauss'schen  Ebene  dadurch,  dass  man 
jedem  Punkt  Q  eine  complexe  Zahl  x-{-iy  zuordnet  Der  Formel 

P-»  xQ,  +  ;,<^ 

entapricht  dann  für  reelle  Werte  x,  l  die  Tauktreilie  der  Ge- 
raden in  bekannter  Weise.  Wählt  man  aber  jc,  ä  comp  lex, 
was  eino  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit  implicirt,  so  erfa&U 
man  jenen  Punkt  P  iUider  mit  Q^Os  Terbundenen  Ebene  £ welcher 
mit  den  Basiapunkten  Qj  und     ein  Dreieck  von  der  featen  Fem 

1=0 

(d.  h«  die  GrOBsen  n,  —1  zu  einem  Linienzug  aneinander  gereiht) 
gibt  Wie  demnach  auch  Qi  und  sich  in  E  bewegen  mOgea, 
immer  bildet  P  mit  ihnen  ein  Dreieck  von  deraelben  Qeetalt,  icnach 
tta  fthnlich  Tetftnderliehea  Dreieck. 

Zur  weiteren  Behandlung  definieren  wir  eine  Operation  welche 
eine  complexe  GrOiee  in  ihre  coi^ugirte  verwandein  aoU,  so  disa 
z.  B. 

Q  ='  x-\-  iy  «=  r &9 
dCi  —  flf  —     —  r$^*9 

Die  Operation  d  kann  mit  den  gewöhnlichen  BechnungsoperatioDeo 
mtanaeht  werden  uid  dient  im  WenoHiebea  dazu ,  manche  Be- 
dnetionen  kürzer  zu  (aasen,  so  ist  z.  B. 
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Q 
d<4 


Wie  wir  bereits  geee)ieii  haben,  genügt  es,  die  Flftchenretation 
llar  ein  Dreieck  des  bewegten  Punktes  P  nnfeosteUen,  um  die  aOge- 
meine  zugleich  zn  erbntten.  Hnben  za  dem  Endo  die  Punkto  Q|,  Q|, 
P  in  drei  sogefaOrigen  Lagen  von  £'  in  der  festen  E  die  Posiltonen 

Qt"  Qi"  P" 

so  ergibt  sich  l&r  den  Fläciieninhait  des  Dreieckt  snnicbst: 

P'   BP*  1 


P"  dP"  1 
P*  «P*  1 


1^ 
4> 


Die  Auswcrtuug  uud  Orüuuug  nach      a  liefert: 

Zn  dieser  01eichnng  kommt  noch  folgende 

*-f /l  =  l 
(n+il)d(»+l)-l 


bshw. 
oder 


Um  snr  Fllcbenrelation  sn  kommen,  betraobteo  wir  die  Iftnf 
Dreiecke  welche  filnf  Punkten  P^  der  AbaliGb  verftnderliehen 
Ebene  E*  zukommen.  Ans  -den  ihnen  zogehOrigen  Werten  können 
die  Coefficienten 

%in  MÖi  Ad»  *Bl 

eliminirt  werden;  dann  ergibt  sieb  die  gesuchte  Dreiecksrelation: 


iijdA, 

-  0 

Xjdxj    Xj3A^    k^dtt^  kf^dk^ 
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Yermögc  der  zwischen  x  und  k  bestehenden  Identität  käuu  mau 
diese  Determinante  auch  schreiben: 

Det  %  d%  1   ^1  —  0 

Setzt  mau  statt  der  Dreiecke  J  die  allgcnu  iLu  ren  Flächco  ^, 
80  bleibt  die  Gleichung  ebenfalls  richtig  und  stellt  die  riacbcn- 
relatioü  der  ähnlich  veränderlichen  Ebene  vor. 

Zur  DiEcassioQ  Tder  Flächenformel  bemerken  wir  folgendes: 
Sind  A  und  O  swei  Punkte  in  der  Gaass'schen  Ebene,  so  findet  akfa 
ihre  £iitfeniQiig  r  aadi  der  eiDgangs  erw&bat«ii  Formel; 

—  AöA  —  AdO  —  OdA+OiO 

Sind  Bj  C,  D  vier  Punkte  des  Kreises  Tom  Badim  der  0 
lam  Mittelpunkte  besitzt,  so  können  wir  4  solcher  Gleichungen  sif- 
stellen,  ans  denen  die  S|>ecifica  des  Kreises 

Odo  — r%    O,    dO,  1 

eliniinirt  werden  können.  Die  hiehd  erzielte  neue  Gleichung; 

I  AöA    A    6A  1 

'  ac  c  6c  t  ^ 

\  DdD   D   6D  1 

ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  yier  Punkte  A,  B,  C,  D  auf  tincD 
Kreise  liegen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  von  den  zur  Ableitung  uer 
Flächeuformcl 

Det  I  Mx»  X,  öxi   t    a>ä  1  —  0 

henutcten  fünf  Punkten  Tier  auf  einem  Kreise  liegen ,  z.  B.  Fjt 
jp,,  Pst  ^4-  ^0  Beziehung 

Det  I  Ato  P<  dPf  11-0 

Liegen  die  Tier  Punkte  auf  einem  Kreise,  so  liegen  sie  be- 
kanntermassen  bei  allen  Aenderungen  der  fthnlieh  Tertnderiichei 
Ebene  je  auf  Kreisen.  Nehmen  wir  an,  wir  bringen  .durch  eine 
solche  Verlndernng  Qf  mit  dem  Coordioatenan&ngspunkt,  Qt  vit 
dem  Einheitspunkt  zur  Deckung,  dann  fallen  die  Punkte  P4  zusamffles 
mit 
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d.  wenn  Pj,  P,.  P«  anf  einem  Kreise  Uesen,  Tenchwiadet 
die  Delermuinnte 


Diese  Ist  aber  in  der  Fl&chenrelntion  der  ftJulicli  veränder- 
lichen Ebene  der  Coelficlent;  von  9«.  Da  biemacb  ans  derselben 
4^5  Terscbwindet,  so  existiert  bereits  swiscben  vier  Pnnlcten  eines 
Kreises  der  ftbnlicb  veränderlichen  Ebene  eine  Flächenbeziehnng. 
Diese  wird  wie  im  allgemeinen  Falle  des  |  2.  erhalten  nnd  lautet: 


«1 
»3 


««4 


1 
1 
1 

1 


«>4 


0 


Wird  hierin 

*i  —  *j  —      —  « 

so  zeigt  man  wie  früher,  dass  auch 

wird,  dass  fitr  die  ähnlich  veränderliche  Ebene  die  Orte  von 
Paukten  gleicher  Flächen  Kreise  sind. 

Im  weiteren  Verfolg  des  Gedankengangs  von  §  2.  erkennen  wir, 
dass  die  von  uns  als  Systemflache  bezeicLnetc,  znr  Abbildung 
der  Flfichenrclatiouen  benutzte  Oberflüche  Fl  hier  ein  Rotations - 
paraboloid  wird.  Jedem  Kreise  der  P^,  1\,  /'.,  entspricht  auf  II 
uaclj  dem  Kkin'schen  Satze  ein  ebener  Schnitt,  was  sich  mit  dem 
Umstände  deckt,  dass  die  FlächeorelaUoa  nur  eine  lineare  Verbin- 
dung von  X  und  dx  vorstellt. 

In  unserem  Falle  ist  auch  ein  Punkt  vorhandeu ,  welcher  eine 
Fläche  von  geringstem  Inhalt  umschreibt;  um  jihn  ordnen  sich  in 
concentrischen  Kreisen  die  Punkte  gleicher  Flächen 


«6. 


l>ie  htarre  Ebene  F  bewege  »ich  in  der  festen  Ebene  E, 


Die  Resultate,  die  wir  im  \  urhcrgeheuden  für  die  Bewegung 
einer  ähnlich  veruhderlichen  Ebene  E'  in  der  festen  Ebene  E  ge- 
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inndMi  haben,  bMben  tatehen,  wem  vir  ToraiuMfieii,  ä^m  di» 
Ebene  E*  starr  sei  Dabei  erhalten  wir  dann  den  von  Amtier  he* 
traehteten  Spedalfall,  den  wir  hier  nnr  knn  etreifen  wollen. 

Wir  heben  da  besonders  den  in  §  5.  gefundenen  SaU  hervor: 

^Die  Systemflftehe  U  ist  Im  Fall  einer  fthnlidi  nr* 

„änderliehen  Ebene  &  ein  Rotationsparaboloid.'* 

Er  gilt  auch  für  unseren  Fall.  Um  hier  dieses  Rotatinns])araboloitl 
77  näher  zu  untersuchen,  brauchen  wir  blos  die  Flächenrelatioa 
l&DgB  einer  Geraden  von  E*  zn  studieren. 

In  diese  Gerade  denken  wir  die  Grondponkte  und  <^  ge- 
legt, so  dasB  i  0  wird,  dann  geht  die  in  $  1.  entwickelte  Formd 
ittr  das  Band  dement: 


Uber  in: 

oder  in  Werten  der  oa: 


J  mm  a2jS>-|-2a|9« 


xt—x^    dx^  1 

2 

—  » 

»1— «s   ^!f»  1 

Seil  reibt  man  deren  Strecke  o^o^  die  Länge  r  und  die  Riebtnng  9 
zn,  so  kann  man  den  ersten  Ausdruck  in  ^  also  geben: 


rcosy  drjeoB^^rsln  (p  d<p  l  ^ 
rsiniP  d^-sin^-freos^ |  —  r  oqp 


rCOSq^ 

r  sin  49 

iff  .sin  ip 

Schreibt  man  leruer  der  Fortscbreitungsrichtung  von  Q..  die  L&uge 
i»  und  die  Hichtung  ^  zu,  so  verwandelt  sich  der  zweite  Teil  voe 
^,  wie  iolgt: 


Fuhrt  man  diese  Werte  in  ä  ein,  so  erhält  man  schliesslich  die 
Formel: 

J  8s  «  «  .  r  .  <if .  Bio  (tp— 9) 

Die  Integration  der  Elemente  ^  eijgibt  flbr  das  toh  uns  froher  er- 
wfthnte  Band: 

•  ^i-Vi  —  j^i  J*^dip^%.r     df.sin(«{>  — 9) 
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Sehen  wir  znnächsL  davon  ab,  dass  die  lategrale  speciollea  Kelationeo 
geuügeii,  so  güt  docii  wenigstens: 

Det  I  «  »*  «  1 1  -  0 

was  anzeigt,  .'dass  nnsere  Systeinfläche  II  jedeofalU  im  atlgemeinen 
ein  eUiptiscbos  Paraboloid  ist. 

Gehen  wir  nmi  aaf  die  Integrale  näher  ein.  Das  erste  stellt 
den  Inhalt  einer  Kreisfläche  toib  Radios  r  dar ,  so  oft  [mal  genom- 
men ,  als  der  Vector  volle  Umdrobungcn  in  der  festen  Ebene 
E'  beschreibt   Wird  die  letztere  Zahl  mit  £  bezeichnet,  so  ist: 


Setzen  wir  c  als  tob  niiQ  Yerschieden-  Yoratis,  so  batet  dis  zuge- 
hörige Flftcheorelation  nanmehr 

Det  i  <P,-«».Wff  X,  11  =  0 

oder 

I>6t  I         1  I  — tirr*  \%t^ni  t  |  —  0 

Da  nicht  verschwindet,  so  hat  die  Erkcnntniss  der  Auswertbar- 
keit des  ersten  Integrales  im  allgemeinen  Falle  keine  weitere  Fo!f?e 
für  die  SystemflOche  ü,  welche  sohin  ein  Kotationsparaboloid  hieibt 

Ist  aber  «  =-  0,  d.  h.  kehrt  der  Vtctor  (l^Qi  bei  der  Bewegung 
der  starren  Ebene  E'  schliesslich  ohne  Umkreisungcu  in  seine 
AnsgangspositiOB  nirftek,  oder  wird  die  Snmme  seiner  positiven 
Umkreisangen  gleich  der  Summe  seiner  negativen,  so  fällt  in  der 
mletst  entwickelten  Gleicfanng  der  zweite  fort»  nnd  die  Flftcben' 
gleiobang 

Det  I  0.  9t  1 1  -  0 

wird  in  q.'  und  x  linear,  d.  h.  der  Schnitt  der  über  der  Geraden 
errichteten  iiotebene  mit  der  Sjrstemfl&che  ist  eine  reelle 
Gerade. 

Da  das  Verschwinden  von  i  nicht  an  einer  speciellen  Geraden 
haftet,  werden  doch  dnrch  dasselbe  anch  die  Umdrehnngen  der 
starren  Ebene  E'  gemessen,  so  gehören  auch  Jeder  andern  Oeraden 
jD  E*  ansser  Q^Q^  lineare  Ftachenrelatiotten  zn ,  denen  Qer^e  aof 
der  Sjstemüldie  entsprechen.  Dies  ist  hei  dem  elUptiiehen  Oha- 
rakt  er  der  Systenflftche  nnr  mOglicb,  wenn  selbe  in  eine  Ebene  ans* 
artat.   'Wir  gewinnen  hiernach  den  Satz: 
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^ewegt  sich  eine  ature  Ebene  E*  in  dner  featon 
f^beoe  BO,  dass  die  ZnU  ihrer  posStiTen  UmdreliiiDgeB 
„gleich  der  Zah)  ihrer  im  negativen  Sinne  ToUfÜhrten  ün- 
,,drefannge&  ist,  so  ist  die  Systemfläche  welche  den 
,JPnnhten  P  von  E'  in.  den  Ordinaten  ^  die  nrnscbriebe- 
„nen  Fläehenrftnme  anordnet,  eine  Ebene^S 

Bekanntlich  kann  die  Ebene  als  ein  Rotationsparaboloid  mit  % 
ferner  Axe  aufgefasst  werden,  so  dass  sich  der  SpecialCali  dem  aü» 
gemeinen  nnterordnet. 

Verschwindet  oder  speciaHsirt  sich  das  zweite  Intogral  in  der 
Formel  | 

=  X* ^2         J    ^^'^(y  "  9) 

80  liat  dies  auf  den  Charakter  der  SystciiitUichc  II  keinen  Eiiifluss 
da  der  besprochene  Tcrm  bloss  die  erste  Potenz  von  x  cDthält. 

Nehmen  wir  z*  B,  an,  die  Gerade  QsQ,  and  mit  ihr  die  £beae 
E'  rotiere  um  einen  Pnnlrt  Q«,  dann  ist  erstlich 

^  -  0 

(Inhalt  der  von  umschriebenen  Fläche),  ferner  der  Wert  d« 
zweiten  Integrales  null  (</«  Bogenelemenl  der  von  besohrielicuen 
Curve)  fulglich  lautet  für  diesen  scheinbar  eiufacbsteu  Fail  die 
Fiüchcnrelation : 

^  —  er*»«* 

Diese  in  <D  lineare,  in  %  quadratische  Gleichung  besagt,  dass  die 
Systemflache  n  dadurch  entsteht,  dass  die  Parabel 

O  —  fr*«»* 

mit  der  Geraden  nm  den  Pol  rotiert.  \\^ir  haben  es  also  —  gonai 
wie  im  allgemeinsten  Falle  —  mit  einem  Kotationsparaboloidc  n 
tun,  das  nur  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  sein  Scheitel  mit  (4* 
seine  Scheitelebene  mit  E  sosammenfUlt 

Zuglcicli  ersehen  wir,  dass  i<^(!pr  anderen  Zahl  f  von  rmJie- 
bungcu  di  r  bi  wi-^lii  hen  starren  Knene  A  '  gegen  di*^  tVslü  Ebene 
ein  andere^^  Rutationsparaboloid  d.  h.  eine  andere  >>>temfläclic  ^ 
zukommt,  die  iur  £  =  0  in  t^iue  £l>eue  ausartet,  wie  es  soid  mss$-  i 
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§  7. 

BewefWir  «Iiier  fe^Mtlsehen  8ti«eke  anf  Flielieii  eoutanter 

Wir  woUeQ  qds  biermit  dem  zweiten  Teil  nnserer  Betrachtungen 
zuwenden.  Bern  wir  jedoch  anf  onsere  eigentliche  Aufgabe  des 
Näheren  eingeben,  werden  wir,  um  sie  vorzubereiten,  zunächst  die 
Integration  eines  gewissen  Flftchenkreises  ausfahren. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  durch  einen  Punkt  0  einer  Fläche 
coQstautcr  Gauss'scher  Krümmung  zwei  unendlich  benachbarte  geodä- 
tische Linien  von  der  Länge  u  gezogen,  die  bei  0  einen  Winkel  <io 
mit  einander  bilden.  Zwischen  diesen  liegt  ein  Flftchonstreifen  von 
der  Grösse: 

u 


wobei  m  den  Wert: 


dB     ^  mdu  de 
0 


vorstellt.  IIa  nun  allgemein  ftlr  das  diircli  den  Pol  O  charakteri- 
sierte Polarcoordiuatensystom,  dessen  lladieuvoctoren  durch  kürzeste 
Linien  gebildet  werden,  die  Gleichung 


1  d*. 


m  '  du* 

besteht,  wona  x  das  Gaus  sehe  KrümmungsmasH  vorstellt,  so  kann 
man  die  obige  Formel  fUr  dE  wie  folgt  umformen: 


GS- 
C-tu 


tlF  —       —  ^  .  g^jj  .  du  .  d» 
0 

Fflr  diese  Intention  ist  »  eine  Constante,  da  wir  es  mit  einer 
Fläche  Ton  constanter  ErOmmung  zu  tun  haben;  ebenso  ist  t>  als 
Constante  zu  behandeln,  da  es  sich  blos  um  Integration  eines  Flft^ 
cbenstreifens  handelt,  fflr  den  dies  der  Fall  ist.  Unter  Berflcksich- 

siKuiig  des  weiteren  Umstaudes,  dass  für  «  =  U  gleich  der  Ein- 
heit wird,  ergibt  die  Auswertung  des  angeschriebenen  Integrals: 
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Der  Wert  von  dF  ist  aber  fflr  unseren  Zweck  noch  weiter  um- 
zuformen, so  dass  er  als  rxplicite  Fuactiou  der  Grösse  u  erscheint. 
Dies  gelingt,  iudem  die  durch 

_  _  1  B^i 
*         m'  B  n^ 

* 

gegebene  lineare  Differentialgleichung  iu  unserem  Fall  (coustantes  x 
nnd  coustaiitos  '•)  iutegrirbur  wird.  Um  difse  Integration  auszu- 
führen, luitciscliuiden  wir,  da  wir  von  der  Möglichkeit  x  =  0  als 
bereits  erledigt  absehen,  die  zwei  Unterabteiluugcu,  jo  udcüdt^m  n 
{»ositi?  bzhw.  negativ  ist 

1)  %  ist  posUiv. 

Die  Lösung  der  linearen  DifferenUalgleichaog  aweiter  Ordnung 
mit  coustauteu  Codföcieateo, 

liefert  onter  der  obigen  ToraussetzQDg,  wie  bekannt: 

A  B  — 

m  —  TT-  C08  ( V  w»)—      sin  (V« u) 


folgt  durch  Differentiation: 

il8iB(y;'t4)-  Beoi(V««) 

Führt  man  diesen  Wert  in  den  Aii'^dmck  für  dF  ein,  so  ergibt 
sich  die  frtther  gewünschte  Umformuug: 

</f^  -  ^  .  rfv  .        ^sin(V  xtt)  +  i^co8(VÄ  i4)] 
2}  X  ist  negatiT. 

Die  Differentialgleichung  wird  unter  dieser  Annahme 
?^  —  mx  —  0,  »  absolut 

Qu* 

und  ihre  Ldsung 

A  -Vxu   ^  /fy»ii 

die  Differentintion  ergibt:! 
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=  a|8iQ(Vx  tt,)  -f  üjjCOS(V»  Ii;  —  1) 


wobei 


gesetzt  wurde,  Die  Integratioa  der  Bandelemento  liefert: 


Die  lotegralftlle  lind  Specifiea  der  Bew^Dg.  Sie  zu  eliminlereii, 
erteilen  wir  dem  ui  vier  verschiedene  Werte,  d.  h.  Keiehnen  aaf  der 
geodfttiBchen  Strecke  neben  P«noch  vier  weitere  Punkte  P^P^F^F^ 
ans,  denen  die  Entfemnngen  Uj,  «i,,  bzkw.  ti|  von  sakommeB 
Ais  filminationsresultat  erhalten  wir  dann: 

j  <D,   1  sin  {y %  %)   cos  {y  %  t/j) 

<I>2    1    Sio  (V»  tt,)    cos        x  Wj)      ^  ^ 

1  sinCViTtts)  cos(V«iij) 
,  <I>4  1  sinCV^jTti^)  cos  C^^iTti^)  , 

Diese  Gleichnng  stellt  die  Flflcbeurelation  anf  positiv  gekrflmmten 
Flächen  vor.  Man  ersieht,  dass  alle  Punkte  der  bewegten  geodlti- 
Bchen  Strecke,  von  denen  je  aufeinander  feigende  den  Abstand 


2« 


besitzen,  gl^e  Uftehen  umkreisen. 


2)  %  mit  dem  nogativen  Zeichen: 
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wenn  R  den  Radios  der  Kugel  bedeutet,  ferner  ist  a  die  Bogeu- 
läuge  auf  einem  sogeiiauuteu  grössteu  Kreise  der  Kogel 

ist  dann  der  zu  dem  vorhin  erwähnten  Rogen  gehörige  CeiUriwiukel, 
Unter  Einführung  dieser  in  der  Trigonometrie  gebräuchlichen  Re- 
7AÜchnung  vei  waiidclt  sich  die  für  l'lilchen  conslanter  positiver  Krüm- 
mung gegebene  Flächenrelation  in  die  folgende: 

Det  i  nutSi  cotoM  1  Oi  \  ^  0 

Werden  die  Gentriwinkel  über  alle  Grenzen  klein,  so  kann  man 
fOr  linö  und  coflo  die  ersten  Glieder  der  ihnen  entsprechenden 
Reihen  setxen  und  erhftit 

Det.  \m  mt*  1         -  0 

Läset  man  gleichseitig  den  Kngolradins  Aber  alle  Orenzen  wnehsen, 
so  erbftlt  man  hierans  die  frttber  abgeleitete  Formel  fOr  die  Ebene: 

Det.  j»*  n  1   (P,  1=0 

§  8. 
Pantagrapbe* 

Wie  wir  in  der  Einleitung  des  §  1.  bemerkten,  gibt  es  Appa- 
rate» welche  gestatten  den  Pankt  i^,  welcher  der  Gieichnng 

genügt,  za  eonstmiren,  Sie  führen  nach  Sylvester  den  Namen  Paa- 
tagraphe.  Die  allgemeine  Theorie  dieser  Pantagraphe  hat  der  Ver- 
fasser in  einem  Aufsätze  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik  von  Dr.  0.  Schlömilch  aiiblührlich  dargelegt.  Hier  soll  es 
sich  bloss  u  am  Iii  handeln  einen  der  möglichen  Apparate,  der  i' 
construiert,  anzugeben. 

Zu  dem  Ende  formen  wir  den  Ansdntek  von  P  in  folgender 

Weise  nm: 

Da  nun 


Digitized  by  Google 


Image 
not 
a  vailable 


484 


Apparates,  kOnneii  nonmehr  die  Basispankte  QiQ^Q^  anabhliigif 
von  einander  verschoben  werden.  Hiernach  genügt  der  Apparat  des 
Bedingnttgen  des  §  1. 

Wio  man  bemerkt  haben  wird,  wurde  der  BasispuukL  Ut  l^e» 
der  Umfürmaug  des  Ausdruckes 

anigezeiebnet.  Wir  wollen  oonmehr  einen  Apparat  erwAhnen«  bei 
dem  eine  solche  Bevorsnguog  nicht  stattfindet. 

Es  seien  (vortrl.  Fii?.  3.)  Wa, .  «Q,,  drei  in  ?l  gelenkig 

verbundene  btübe  nut  den  Teiipunkteu  2,  2.  Coustruirt  nma  ubb 
das  der  Addition 

entsprechende  ebene  Parallelopiped ,  so  ist  der  dem  9(  gegen&ber- 
1  legende  Resaltautenpankt  A  desselben  ein  invariabler  der  variables 
Ebene  QiQt^*  ^^"^  ^>  »*  ^     folgender  Weise  gewählt  werden: 

««»(^, +  (1  —  x)«(! 

y  —  (1  —  X)^l 

deuu  dann  ist 

A  -fif  +  y  +  ss^  2« 

Der  Apparat  hat  aber  nicht  die  in  §  1  geforderte  Beweglichkeit. 
Es  würde  ihm  also  eine  andere ,  specicUere  Fl&chenreUtion  znkoai* 
men«  als  die  dort  abgeleitete.  Um  dies  za  vermeiden,  konnte  mss 
statt  des  Stabes  ^^(Q,  (oder  statt  aller  Stühe  %Q,)  je  einen  Sylvester- 
sehen  Storchschnabel  zur  Anwendung  bringen,  welcher  den  ver 
langten  Teilpnnkt  x  (bshw.  »)  liefert  and  die  fiewegiichkeit  der 
Punkte  Qt  erhöbt 

Um  einen  Pnnkt  P  in  der  fthnUch  verftnderlichen  Ebene  dss 
§  5.  zn  fixieren,  benntzen  wir  wol  am  einfachsten  den  SytTestersehes 
Plagiograpb.  Derselbe  geht  ans  dem  oben  besehriebetien  Storch- 
Schnabel  dadarch  hervor,  dass  man  die  dort  erw&hnten  Teiipnnkts 
•  nnd  y  nicht  direct  aaf  den  Btftben,  sondern  als  Spitzen  fthnlieher 
Dreiecke  ttber  diesen  Stftben  annimmt  (Fig.  4.).  Denn  wie  dort  er- 
gibt sich: 
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JÜMCtll^ll. 


XVI. 

Miscellen, 


1. 

Gleiebseitif  JiyperbaUseher  Sehnitt  der  Fliehe  iweltea  GnUlee. 

$  1.  P^iiiigo  ik  irirrkungfin ,  wenn  sie  anch  nur  BekaDDtes  eot- 
halten,  mögeu  der  Öteliuag  der  Aufgabe  voraasgehon. 

Die  Gleichang 

drückt  bei  varitreodein  (i  eiao  Schar  ähnlicher  Kegelselmitte  attB. 
Denn  Terschicbt  man  die  Figur  durch  Substitution  y-}-/}  Ar 

r,  y  und  bestimmt  «r,  ^  dorch  die  Crleichnngea 

10  geht  GL  (1),  wenn  nicht 

a ih  ^  h  i  e 

ist)  ttber  in 

Setzt  man  hier  %Xf  %y  für  ar,  wo 
10  gebt  Gl.  (2)  über  in 
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abhängigen  Term,  t  nai*  in  diesem  und  in  den  linearen  Termen 
hält,  und  diUckt  doa  Schnitt  der  beliebigen  £bene  and  des  Hyper- 
boloids ans.   Ist  dann  der  Schnitt  fttr  irgend  ein  ^  und  irgend  ein 
i  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  ist  er  es  nach  obigem  Satse  fir 
jedes    and  jedes  ^ 

§  2.  Vermöge  der  vorstehenden  BitrachtuDgen  reducirt  sich 
die  Aufgabe:  „Ein  gegebenes  Hyperboloid  durch  eine  EbeLc  in  einer 
gleichseitigen  Hypt^rbel  zu  slmcidon"  —  auf  die:  ,.Zwei  aufein- 
ander senkrechte  Seiten  eines  gegebenen  Kegels  zu  ünden^^ 

Sei  nämlich  das  Hyperboloid  in  der  Form  (4)  gegeben ,  0  der 
Hiltdpnnkt,  0<7,  OG^  zwei  Seiten  des  Asymptotenkegels  fi » 0, 
Winkel  GOGi  ein  rechter;  dann  genflgen  alle  der  Ebene  GOOf 
parallelen  Ebenen  der  Avfgabe. 

Zwei  Seiten  des  Kegels  jn  =  0  erhält  man,  indem  man  in  den 
Gi.  (ö)  t  —  0  und  erst    =  0,  dann  §  •=  0  setzt;  dann  wird  bzhw. 


und  nach  Einfuhrung  in  GL  (4)  bzhw. 


(6) 


Autgabe  ist 


2«a  +  ^'l  +  i_o 


Die  GL  (6)  husen  sich  lllr  positive  m,  n  erüBllen  durch 


b  sin  9- 
€  "  Vn 


cos  0, 
Vm 


sin 


und  Gi.  (7)  wird 


cosg-coe^i  ,  sinl^sin^, 
tu        '  n 


+  1-0 


Ihre  Autiökuiig  ergibt: 
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1         ,  n 

«  -  " »  «  "  - "  i 

Bft&n  geht  61.  (4)  Aber  ia 

wo  und  n'  poBitav  sind.  Dnnn  knnn  man  die  gefundenen  For- 
meln anf  61.  (9)  anweDden  und  mittelst  der  inversen  Snbstitntlonen 
(10)  auf  die  anfängliche  Beziehnng  sorftekkehren. 


§  3.  Da  eiu  EUipsoid  und  elliptisches  Paraboloid  von  keiner 
Ebene  in  einer  Hyperbel  geschnitten  werden  kann,  so  bleibt  nur 
noch  das  hyperbolische  Paraboloid  sn  nntersnchen,  welebee  dnrch 
die  Gleichung 

dargestellt  eeln  mag,  bei  vnriirendem  v  sieb  tbnlich  bleibt  und  fttr 
y  »  0  in  das  Ebenenpar 

degcnerirt.  Parallele  Ebenen  schneiden  jene  ähiilit  hm  rnraluiloid? 
in  ähnlicheu  Hyperbeln  und  jenes  Ebenenpar  lu  dt  in  gemeinsamen 
Asymptotenpar;  alle  ScLnillpunkte  sind  l'U  iidtsL'ititze  Hyperbeln,  wenu 
ein  Asyni))t(>tcu]trir  einen  rechten  Winkel  bildet.  Einzige  Aufgabe 
iäi  demuacli,  aul  2  gegebene  Ebenen  die  Schenkel  eiueä  recklen 
Winkels  zu  legen. 

Seien  also 

X  y  z 

bzhw.  die  Gleichuugeu  der  Schenkel  auf  erster  und  zweiter  Ebene; 
dann  ist  Bedingung  des  rechten  Winkels  zwischen  ihnen: 

mithin  die  Uleichuugen  des  zweiten  Schenkels : 

V»  "*      V«  "*  m—n 

und  die  Gleichung  aller  Ebenen ,  welche  das  Paraboloid  in  gleich* 
seitigen  Hyperbeln  schneiden: 
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Zwischen  deo  Gliedern  der  Horizontal  reiben  dieses  Systems  be- 
steht die  Differenz  9.  —  Alle  Glieder  einer  jeweiligen  dieser  Hori- 
zontalreiben haben  die  gleiche,  za  der  betreffenden  Keihe  geliflrigie, 
io  Bezog  auf  den  Modul  9  redacirte  Quersumme.  Die  in  Bezog  aof 
den  Modul  9  reducirten  Quersummen  sind  die  Zahlen  1  bis  9.  Mal- 
tipiicirt  man  zwei  der  Reihe  1  bis  9  angehörige  Zahlen  raitcinandor. 
so  ist  die  nach  dem  Modul  ^9  rcducirte  Quersumme  des  Prodacts 
stets  eine  der  Zahlen  1  bis  9.  —  Scheidet  iran  aus  den  obigen 
Keiheu  diejenigen  aus,  welche  nur  Zahlen  entlialtm.  die  durch  die 
Frimzabl  3  teilbar  sind,  so  bleiben  die  folgenden  Reihen  bcstebeo: 

1,  10,   19,  .  .  . 

2,  11,   20,  .  .  . 

4,  1»,   2i,  .  .  . 

5,  14,  23,  .  .  • 

7,    16,    25,  .  .  . 
Multiplicirt  man  die  Quersummen  der  Zahlen  dieser  Reihen, 
nämlich  1,  2,  4.  5,  7,  S  zo  je  zwei  mit  einander,  so  erhält  man  die 
folgenden  Producto: 

1.1  —  1 

1.2-2  2.2-4 

1.4-4  2.4-8  4.4  - 16  =  7 

1.5  —  5   2.6  =  10—1   4.6  =  20=2  6  .  6  —  26  s  7 

1.7  =  7   2.7«=  14  =  5   4.7  =  28  =  1    5.7=35  =  8 

7  .  7  =  49  =  4 

1.8  —  8   2.8  —  16  =  7   4. 8-32  —  5   5.8  —  40«4 

7.8-56^  2  8  .  8  —  64^1 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende  Tabelle  lur  die  rrducirtLH 
Quersummen  der  nicht  durch  3  teilbaren,  aus  zwei  Facluicu  zu- 
sammengesetzten Zahlen  und  ihrer  Factoron: 

Qaersnmme  der  Zahlen  Quenamme  der  Factoren: 

1  1  u.  1 .  2  Q.  6  .  4  u.  7  .  8  n.  8 

2  1  u.  2  .  4  u.  5  .  7  u.  8 

4  1  u.  4  .  2  u.  2  .  5  u.  8  .  7  u.  7 

6  1  u,  5  .  2  u.  7  .  4  u.  8 

7  la.  7.2  a.  8.4  a.  4.5IL& 
6  la7.2n.  4.5  a.  7 

Ftir  die  Prüfung  einer  Zahl,  die  nicht  den  Factor  3  enthalt, 
auf  ihre  Teilbarkeit  oder  Priuiiti\ilüi  ergiebt  sich  ans  den  obigso 
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2*,  4*,  6«,  8*,  10«,  .  .  . 
3*,  5«    7«,  9»    11*   .  .  . 

Die  Zahlen  der  ersten  Reihe  goi)en  bei  Division  durch  2-  dea 
Kost  0.  Die  Zahlen  der  zweiten  Reihe  geben  bei  Divisiou  durch  2* 
alle  deu  Rest  1  uuü  die  Qnoticuteu  sind  2,  6,  12,  2l).  ...  Die 
Reihe  der  Determinanten  der  Gleichung  T-  -  I>2*  crgiebt  sieb  so- 
nn i  aus  der  Formel  a;*-|-3«  +  2. 

3»,  6«,  9«,  12«  15»  .  .  . 
4«    7»,  10»,  18«    16«,.  .  . 

5»    8«,   11*,    14»,    17«,.  .  . 

Die  Zahlen  der  ersten  Reihe  geben  bei  Division  durch  3*  dM 
Rest  0.  Die  Periode  der  Reste,  welche  Uio  Zahlen  der  iweitco 
Rtihe  bei  der  Division  durch  3*  zurücklassen,  ist  7,  4,  1  und  die 
Periode  der  Reete  der  Zahlen  der  3tcn  Reibe  iat  7,  1,4.  Der  Re^t 
1  muss  also  immer  nach  einem  Zwischenraum  von  3  Zahleo  wieder 
zur  Erscbeinang  kommeD.  Die  DeCermiBaotCD  der  Gleichaug 

r«—D3«  =  1 

ergeben  sich  somit  aus  den  Formeln  dx*+20x+ll  und  9^+ 
16«  4-7. 

Wir  kOnsen  mit  dieser  Bestimmung  der  Determinanten  der 
Gleichnng 

r»  -  DU^  —  1  resp,  der  Gleichnng  r*—  DU*  —  m« 

weiter  fortfahren  nnd  in  fthnl icher  Weise  anch  ans  den  Sten,  4tai, 
.  .  .  «ton  Potenzen  der  Zahlen  der  nat.  Zahlenreibe  diejenigei 
absondern,  welche  bei  Division  durch  ein  17'  die  Zahl  1'  resp.  die 
Zahl  m*  zurücklassen.  In  unseren  Anfsätsea  Uber  die  AnilMnag 
der  Peirschen  Gleichung 

T*~-Dü*  —  1 
nnd  Ober  die  Auflösung  der  Gleichung 

T^—Dü*  —  m« 

haben  wir  aber  schon  Lttsungsformeln  aufgestellt,  ans  denen  man  flir 
diese  Gleiehungen  'die  betreffenden  Determinanten  entnehmen  ktas. 
Diese  J<Osangsformeln  sind  die  folgenden: 
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und  80  die  BechnuDfi;  vereiD&cheo«  Bioe  bequeme  Abkürzung  der 
Rochnung  ist  auch  die,  dass  man  nur  die  zweistellige  Eodaog  eines 
jeweiligen  Gliedes,  feststellt  und  diejenigen  Glieder,  deren  zweistel- 
lige Endung  eine  Quadratzalendung  iit,  einer  weiteren  Prüfung 
unterzieht  Es  sei  z.  B.  die  Congruenz  ac'  =  22  (mod.  97)  zu  lösen. 
22-f  1  .  f7  -  119.  Die  zweistellige  Endung  dieser  Zahl  ist  19  . 
97  =  lUJ  —  Ii.  Statt  der  stetigen  Hinzuzahlung  von  97  kann  mti 
hier  ein  stetiges  Abziehen  von  3  vornehmen.   So  erh&lt  man 

19,    IG,    13,    10,    07,    Ul,    Ol,    yö,    Uö,    92,    89,  .  .  . 

Von  diesen  zweistcliigen  £udongen  sind  nur  die  Endange;i  16, 
04,  Ol  und  89  Endungen  von  Qnftdratzahlen  und  es  findet  sieb,  den 
die  Quadrauabl  mit  der  Eudang89,  also  1089^23  (mod.  97)  ist 

2. 

Verteilt  man  die  Zahlen  1  bis  1  in  eine  Doppelreihe  in  der 
Weise,  dass  swei  uDtereinander  stehende  Zahlen  zusammen  gleich 
p  sind,  so  haben  die  2  ten  Potenzen  je  zweier  nntereiiiaiider  stehen- 
den  Zahlen  nach  dem  Modul  p  bekanntlich  den  gleichen  Beet  Es 
mQssen  also,  wenn  die  Congrnenz  ==  a  (mod.  p)  in  ganzen  Zahlet 
auflösbar  ist,  in  der  bezeichneten  Doppehreihe  auch  zwei  unter  ein- 
ander stehende  Zahlen  vorhanden  sein,  die  zur  2tea  Potenz  erhoben 
in  Bezog  auf  den  Modal  p  den  Best  a  geben.   Die  eine  dieser 

Zahlen  ist  gleich  ^  ^  —  und  die  auücre  gleich  — -J-  k.  Hat 
man  eise  den  Wert  von  t  gefunden,  so  ist  die  Congrnenz  als  ge- 
löst zu  betrachten.  —  Die  Differenz  zwischen  den  Potenzen  ~) 

und  ^— 2  -  "f"^^  ißt  stets  gleich /).    Du  uuu  die  DifitTunzeu  zwischen 

den  2  ten  Potenzen  der  aufeinander  folgenden  Zahlen  der  natürlicbei 
Zahlenreihe  auf  einander  folgende  ungerade  Zahlen  sind,  so  sind  die 

Differenzen  zwischen  den  Zahlen  nnd  (^^4-l^*i 

+l)*und  (^.J  *  •  .  gleich  p,  p  +  2,    p-j-i,  .  .  . 

Lassen  wir  nun  in  der  Zahlenreihe  p,  7>-f-2,  j)4-4,  .  .  .  die  Modal, 
zahl  j)  fort,  so  bleibt  die  l^eilio  2,  4.  (>.  .  .  .  .  d.  i.  die  Keihe  <i('r 
geraden  ZalsU^n  stchou.  Bildet  man  zu  dieser  Keihe  das  aUg^uieiue 
Glied  der  Suumeureihe,  so  hat  mau 

1)  *«  +  8.  +  2 

Der  Wert  dieser  äummeurcihe  muss  uuu  nach  Hinznnabme  des 
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^^^2  4Ü  und  — ^  +  40,  d.  i.  143  und  224  siod  Worzeln 

der  gegdboMD  CongnieBK. 

3. 

Dio  unter  2.  beschriebene  Methode  ist  sehr  bequem  und  führt 
immer  dao&  rasch  zum  Ziele,  wenn  die  beiden  Glieder  mit  dem  Best 

m  nieht  alltmidt  von         entferot  sind  und  nielit  etw»  ra  AnfMig 

der  Dop])oIrcihe  stehen.  Zweckmüssig  wendet  man  die  in  1.  und  2. 
be'^chrielK'iu  n  Methoden  zasainmeu  an  und  sucht  ftlso  von  beiden 
Seiten  zu  dem  Kest  a  zu  gelangen. 

(Mdenborg  i.  Gr.  O.  Speekmann. 
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dieses  Jahrliundorts  eine  VoreinzclunK  der  Arbeiten  in  verschiedenen  | 
wissenschaftlichen  Journalen,  welche  der  Entwicklung  der  Wissen-  ' 
Schaft  nicht  immer  dienlich  war.  Konnte  «loch  dadurch  der  Anreiz  j 
entstehen,  noch  nicht  abgeschlossene  Arbeiten  unfertig  zu  publiciren 
oder  für  solche  Abhandlungen,  gegen  die  sich  die  Redactionen  ab- 
lehnend verhielten,  und  für  die  dem  Jnlialtr  nach  in  den  bezeirh- 
neten  Journalen  kein  IMatz  war,  eine  neue  lleinistiltte  zu  suchen. 
Allerdings  Itediuglo  aueli  die  ganze  Entwickeluug  der  einztlueii 
"Wisscnschalten  eine  Erweiterung  der  Publieationen :  vielfach  traten 
vorwandte  Zweige  der  einzelnen  l^iscipliuen  mit  den  bis»  dahin  ab- 
geschlossenen andern  Wissenschaften  in  nahe  Beziehung,  und  die 
Industrie,  weiche  au  der  lland  der  Wissenscliaften  einen  so  bedeu- 
tenden Aufschwung  genommen  hatte  ,  wirkte  wiederum  auf  dieselben 
fördernd  und  erweiternd,  so  dass  auch  die  teclmischeu  Seiten  der 
Wissenschaft  berücksichtigt  werden  musstcn.  So  wuchs  die  Pro- 
duction  in  den  einzelnen  Wissenschaften  so  bedeutend,  dass  Jonr- 
nale.  die  früher  mehrere  Wissenschaften  vertraten  (Aunalen  der 
riiysik  und  Cliemie  von  Pügi^cudürff)  mehr  und  mehr  sich  auf  die 
Arbeiten  einer  Wissenschaft  beschränken  musstcn.  Schon  vor  der 
Gründung  der  Fortschritte  der  Physik  hatte  Berzelius  in  seioes 
Jahresberichten  ein  Vorbild  fOr  solche  Uebersicbten  gegeben,  ood 
hentzntage  haben  sich  dieselben  als  so  notwendig  erwiesen,  diM 
nicht  nur  in  den  exacten  Wissenschaften  einscbUeesUeli  der  Käthe 
matik,  sondern  anchin  den  hamanistischenWIssensdinftonOPUiolope, 
Geschichte)  solche  Berichte  anter  den  Namen  Jahrbuch,  Befse, 
Bibliothek  n.  s.  w.  bestehen.  Ist  doch  der  Umfang  der  Wissen- 
schaften 80  gewachsen,  dass  jetzt  sogar  fOr  einselno  Zweige  ier- 
aelben  Wissenschaft  besondere  Jahresberichte  eingerichtet  werdsi, 
wie  in  der  Chemie  (Fortschritte  der  reinen  Chemie,  der  cbemischeB 
Technologie  o.  s.  w.)  Andere  Unternehmnngen,  dio  den  Uebel* 
ständen,  die  durch  Zersplittemrg  der  Litteratnr  herbeigeftlhrt  wer- 
den, abhelfen  sollten,  ha^en  sich  nicht  als  praktisch  erwiesen.  Die 
Encyklopädien,  Wörterbücher.  Bepertorien  veralten  oft  schon  wlhieid 
des  Erscheinens,  wogegen  die  anf  wissenschaftlichen  Onmdlagen  ge- 
ordneten Jahre^übcrsichten  immer  wieder  gestatten,  die  gesamte  Litts- 
ratur  der  Einzelwissenschaftcn  za  ttberblickcn.  Freilich  verlangt  die 
Herstellung  der  Jahresberichte,  wenn  sie  vollständig  sein  solles, 
grosse  Opfer  an  Arbeit  gegen  geringe  äussere  Enlscbädigun?  Sie 
bieten  weder  für  dan  Verleger  noch  für  den  iNIitarbeiter  eine  Quelle 
des  Vorteils  dar.  Die  Fortschritte  der  Physik  ersdiienen  zuerst  bei 
0.  Reimer  in  Berlin  und  &ind  bis  zum  Jahrgange  18^7  einschliess- 
lich bei  dieser  Firma  geblieben.  Es  war  durch  innere  und  äussere 
Gründe  das  Krseheinon  der  Bände  verzögori,  so  dass  dio  neue  Ver- 
lagsfinna „Tieweg  iu  Sohn*'  nau  als  ihre  Haaptaufgabo  ansiebt,  ein 
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15b.    Circular]>olarisation.     15c.    Krystalloptik,  DoppelbrechoDg. 
IG.    Chemische  \Virkaiij:cn  des  Lichtes    17.    Physiologi.sche  Optik 
17  a.    Der  dioptrische  Appnrnt  «los  Auges.    17  b.    Die  Licht- uuil 
Farbenempfindungeu.    17  c.    P.sychische  Verarbeitaug  der  Gesicbts- 
eindrückc.    18.    Optische  Apparate.    IV.    Würmclehre.    llki.  All- 
gemeiue  Wärnietheorie.    Erstei-  Hauptsat/..    1',)  h.    Zweiter  Ilanpt- 
satz.   Anwendung  beiiU  r  llaujitsatze  auf  thermische  \'orcäiiL"\  l'*' 
Kinetische  Theoi  ie  der  Materie.    19 d.    Technische  An  st mlniiciu. 
20.    Tlicnnoinetrie  und  Ausdehnung.    21.    Quellen  der  Warme. 
Aenderun^' (les  Aü:t,n-e^Mt/ustande'^.  22a.  !  Schnielzcu,  Erstarren.  22b. 
Sieden  und  Subliniireii,  Cundensalion.    2.3.   Calorimetrie,  speciiisebe 
und  latente  Wärme.    44.    Verbreitung  tler  Wärme.    24a.  Wärme- 
leitung.   24  b.    Wunuestiahlung.     V.    ElektricitAtslelne.    25.  All- 
gemeine Theorie  der  Elektricität  und  des  Magncüsinus.    20.  (Quellen 
der  Elektricität.    27.    Elektrostatik.    28.    Battericeuüaduug.  2y. 
Galvanische  Ketten.   30.    Galvanische  Mess-  und  Hülfsinstrameote. 
31.   Theorie  der  Kette.   32.   Eleküücliemie.    33.  ThermoSiektri- 
cität  uud  reversible  Wärmowirkungen  dos  Stromes.   31.  Irreversible 
Wärmewirkaugeu  des  Stromes.    35.  Elektrlaches  Leucbtea.  36. 
Magnetismitfl.  37.  Klektromagnetismos  nebst  Wirkungeii  des  Magne- 
tismtis  auf  den  Strom.  38.  ElektrodyDamik«  Indoctioii.  39.  Aa- 
wendangeii  der  Elektricität  39  a.  Lehrbttcher  und  Znaammen&ssot- 
des.  39  b.  Instrsmeuto  uud  deren  tecbniscbe  Anweadang.  39& 
LeitoDgeD.  39  d.  Batterien  und  Aocnmnlatoren;  Elektrolyse.  9!>e. 
Dynamomaschinen  und  Kraftabertragnng,  Wechselstrommaschioes, 
Transformatoren.    39  f.  Telephon  nnd  Mikrophon.  39  g.  Telegrs* 
phie,  Uhren,  Signalvesen.  39h.   Bclenchtang.   39  i.  Verschieds- 
nes.  Anhang.  40.  Vermischte  Constanten.  -  VI.  Xosmisehe  Phjitt« 
1.  Astrophysik.  A.  Allgemeines  nnd  zusammenfassende  Arbeites. 
ß.   Planeten  nnd  Trabanten.  C.   Fixsterne  und  Kebel.   I>.  Sosse. 
K.   Kometen.    F.   Stcmscbnuppen  und  Meteorsteine.    6.  Zodiakal 
ficht.   2.   Meteorulo^'ie.    A.   Allgemeines.    B.   Eigenschaften  der 
Atmosphäre.    C.   Lufttemperatur.    D.    Luftdruck,    E.    Winde  und 
Stürme.    F.    Wasserdanipf.    G.    Niederschläge.    II.  Atmospbiri- 
scbe  Elektricität.   J.    Atmosphärische  Optik.    K.    Synoptische,  L. 
dynamische,  M.  praktische,  N.  kosmische  Meteorologie.    O.  Appt- 
rate.    P.    K  limatologie.     3.    Geophysik      A.    Allgemeines  ^ 
Theorie  der  Krdbildnng.    C.    Gestalt,  Dichte,  Attraction.    l>.  Krd- 
temperatnr.     E.   Vulcanischo  Erscheinungen.     ¥.    Erdbeben.  ^ 
Erdma^i;nefi«nni-   mul  Polarlichter.     H.    Niveauveränderungon.  J 
Orograidiio.    K.    Krdoherllächo.    L.    Küsten.    M.  Oaeanogrsphi^- 
}s,   Stehende  und  fliessende  Gewässer.  O.  Gletscher. 

Hiemach  hat  go^cn  früher  die  Benennung  and  ßegronzong  der 
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sind.  Koch  mehr  erleichtert  wird  die  AaftiDdiiiig  dadorcb  wertet 
dasB  die  frühere  Vcrlagshandluug  ein  vollständiges  Namcnsverzodi- 
iii88  der  Bftode  1865  bis  1887  heraasgibt,  das  sieb  dem  fiHberes 

Namenregister  für  die  ersten  20  Jahrgänge  (herausgegeben  tod 
Barentiu)  anscbliesBt.  —  Die  AnordnuDg  der  Bände  ist  eine  so  Aber- 
sichtlicbe,  dass  es  sehr  leicht  ist,  sowol  der  Sache  wie  dem  Ver- 
fasser nach  sich  zurecbt  zu  finden.  In  keinem  Lande  faabw  sich 
die  Jahresberichte  so  entwickelt  wie  in  Deutschland,  und  wenn  in 
tlrr  jüngeren  Generation  in  dem  nicht  «ranz  niibcrochtigten  Strrhon 
nach  ?n)i)iitt>'lliniTni  lü'l'olg  die  histnrisclie  Seite  der  Wissenschaften 
mehr  und  mehr  unlterücksiciitigt  bleibt,  und  der  historiseht'  SiDii 
mehr  und  mehr  schwindet,  so  vermögen  gerade»  die  Forts(  hritte  der 
Wissenschaften  ein  Gegengewicht  zn  geben.  Wer  j  Mie  ^tudirt.  wird 
finden,  wie  viele  Anknüpfungspunkte  schon  gegcbeu  sin  i.  und  v^ie 
mancher  Gedankengang  und  manche  Tatsachen,  die  als  ueu  mitsrc- 
ttilt  werden,  schon  Iriiher  gedacht  und  ausgeführt  sind.  Da  das 
\Verk  einen  internatit»nalen  Charakter  trägt,  d.  h.  so  viel  als  mög- 
lich alle  Litteratur  berücksichtii»!,  sollte  es  auch  in  die  Bibliotheken 
und  den  Privatbesitz  in  anderen  Laiuiern  i^ingang  finden.  Es  köDTiCB 
diese  LiUcraturberiehtt- ,  auch  wenn  die  Herausgabe  von  einer  an- 
gesehenen wissenschaftlichen  Gesellschaft  moralisch  unterstützt  wird, 
sich  doch  nur  halten,  wenn  alle  Kreise,  die  für  die  Kutwicklaiig 
der  Wissenschaften  Interesse  haben,  das  schwierige  UotcrnehmeB 
unterstfitzen.  Die  Bibliotheken  an  Schulen  und  Instituten  sind  dan 
in  erster  Reihe  neben  denen  der  wissenschaftlichen  Gesellachaftea 
bemfen.  Jetzt,  wo  das  schnellere  Erseheinen  4er  Fortsehrltte 
sichert  ist,  ohne  dass  dabei  der  Vollständigkeit  des  Berichts  Eis- 
trag  geschieht,  wird  die  wissenschaftliche  Welt  das  UnteniebniMi 
um  so  mehr  fördern  und  nnterstotzen  mOssen. 

Zum  Schluss  braucht  wol  kaum  noch  hervorgehoben  zu  wer« 
den,  dass  auch  die  mathematische  Pliysik  ihre  volle  Berücksichtiguug 
findet.  Die  mathematischen  Eutwickelungen  können  natürlich  nicht 
vollständig  wiedergegeben  werden,  auch  mussten  die  betreffenden 
Abhandlungen  den  einzelnen  Abschnitten  sich  einreihen,  doch  i«t 
es  bei  der  übersichtlichen  Anordnung  leiclil  dieselben  herauszolia- 
den.  Die  äussere  Atis^tattunu'  iles  Werkes  ist  vortrclTlich ,  wie  man 
es  bei  den  Werken  der  bekannten  Firma  gewohnt  ist,  die  kein 
Opfer  gescheut  hat,  um  dem  neuen  Arbeit'^plan  ftlr  die  Furtsohrittc 
der  Physik  entire'jen  zukommen.  In  kür/r?tor  Frist  wird,  wie  er- 
wähnt, der  Jahrgang  IbUo,  Bd.  49  voileudct  >t  in.  und  auch  dor 
Jahrgang  l^HiK  Hd.  4.')  ist  soweit  gefördert,  dabs  er  noch  in  diesem 
Jahre  crscheiiiu»  kann,  so  dass  dauu  regelmässig  ein  neuer  Stihr- 
gang,  Xb^-k  im  Jahre  li^<Jt>  gleichzeitig  nut  IbiKJ,  mm  Abachlm 
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AstronomiBche  ChroDoiogic.  Ein  Uülfsbach  für  Historiker, 
Archäologen  aod  Astronomen.  Von  Dr.  Walter  F.  Wislicenas, 
a.  0.  Professor  au  der  üoiverntät  Strassborg.  Leipzig  1895.  B. 
G.  Teabner.  163  & 

Das  Buch  soll  fftr  den  Historilcer  nud  Archftologen  ein  Ffthrer 
sein,  der  ihn  anf  die  vorhandenen  Httlfswerke  hinweist  and  ihm  den 
Gebrauch  derselben  in  einer  fflr  ihn  leicht  vorstftndlichen  Weise 
erklärt.  Der  erste  Teil  entwickelt  elementar  die  AnfangsgrOnde  mit 
Eingehen  auf  analytische  Bestininiang,  der  x weite  lehrt  die  Metho- 
den der  Berechnung  mit  Anwendung  der  vorhandenen  HtttfemitteL 

H. 


The  life-romancc  of  an  algebraist  By  George  Wioslow 
Pierce.  Boston,  J.  Q.  Capples. 

Was  auf  dem  Titel  LcbLusroraau  eines  Algebraikers  gcnaiiDt 
wird,  ist  keine  Erzählung,  sondern  stellt  sich  dar  als  eine  Saniin> 
lung  verschiedenartiger  SchriftstQckc ,  die  vielleicht  für  kümiicrc 
biographische  Verwendung  wertvoll  sein  können,  die  aber  in  u.  ; 
Gestalf,  wie  sie  hier  mitgeteilt  werden,  zum  Teil  ohne  Anfaug  und 
Ende,  ohne  Erklärung  und  sachliche  Beziehung,  schwerlicb  zum 
Zweck  der  Yeröffentlichung  geschrieben  sind.  Nor  ein  Blatt  macht 
Angaben  Uber  das  Leben  des  von  amerikanischen  Mathematikern 
Afters  mit  Auszeichnung  genannten  Verfassers,  Sohnes  von  Johaon 
Winslow  nnd  Ljdia  Anna  Pierce;  geboren  in  Boston  den  24.  Mftrz 
1841.  Er  besuchte  die  Harvard  Law  School,  war  kurze  Zeit  Lehrer 
der  Mathematik,  bekleidete  von  da  an  ein  Staatsamt,  machte  viele 
Kelsen  in  Europa  (wo  er  den  Montblanc  bestiegen  hat)  und  io 
Amerika.  Das  Buch  enthält  znm  grdssten  Teil  Dichtungen  in  Versen 
und  in  Prosa,  voll  von  Gemfit  und  Zartheit,  aber  in  unstet  Schwei* 
fender  Phantasie  zu  immer  neuen  Gegenständen  eilend.  Auch  ent- 
hält CS  eine  mathematiscliH  Arbeit  oder  einen  Teil  einer  solchen. 
Dicbc  beschiU'tigt  sich  mit  der  Lösung  der  algebraischen  Gleichungen 
nten  Grades.  Ziel  und  Resultat  hat  Ref.  darin  nicht  entdeckt. 

H. 

Hermauü  Grassmauu's  gesammelte  maihtmatisrhe  «ud 
physikalische  Werke.  Auf  Veraulassuüg  di  r  luatlicmalisck- physika- 
lischen Classc  der  Kgl.  Süchsisi-hen  Gcsellschatt  und  nnter  Mit- 
wirkung der  Herren  Jacob  Lüroth,  Eduard  Study,  Ju  tn^  (rrass- 
mann,  Hermann  Grassmann  der  Jüngere,  Giürg  Scheffers  heraus- 
gegeben von  Friedrich  Engel.   Ersten  Bandes  erster  Teil.  Di© 
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Dai  Bach  bat  2  Haupttcilc:  der  Borger  Carnot  und  der  Ge- 
lehrte Carnot.  Der  erste  beschreibt  seine  Taten  und  Schicksale  im 
Dieuste  aller  suecedirenden  Begirungen  Frankreichs,  voU  von  An- 
feindanacn ,  ans  denen  er  stets  mit  Ehren  hervorgieng.  Auf  diese 
vortrefflich  geschriebene  Lebensgeschichte,  mit  der  zugleich  die 
politische  Geschichte,  in  uuzfthligon  Punkten  darin  Terflochten. 
enthüllt  und  sein  Charakter  documcntirt  wird,  müssrn  wir  hier  vor- 
woisen.  Er  irt  }];('^>ori'n  den  13.  Mai  1753  in  Nolay  und  ^^estorlirn 
den  2.  Octobcr  1.^23  in  MagiiL-bur«/  Im  zweiten  Teile  werden  Car- 
n(»t's  Leistungen  für  die  Wissenschaft  recht  einp:ehend  ans  Licht 
gestellt.  Seine  Uauitl werke  sind:  1)  Die  Geometrie  tier  Latjo.  2) 
Ueber  die  Relation,  welche  zwischen  den  Entfernungen  })eliebigpr 
5  Punkte  im  llauuie  besteht,  3)  Ueber  die  Theorie  der  Trans- 
versalen. 

H. 

Jnlii  Firmlci  Materni  matheseos  Ubri  YIII.  Primas  re- 
censnit  Carolas  Sitti.  Pars  I.  Libri  I^IV.  Leipzig,  189i 
B.  G.  Teubaer.  ^  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Band  der  Hibliothcca  scriptorum  Grae- 
corum  et  Komanornm  Teubneriana.  Die  Dezeiebnnn«'  des  Buches 
auf  dem  Titel  wird  durch  seinen  Inhalt  nicht  itesiutigt.  >L\n  tindet 
(I  trui  keine  Mathematik,  somierjj  mir  ii'-trolouische  Lehren,  die  <l'r 
Zeit  oder  dem  Geiste  des  Yertabsers  zuzuschreiben  sind.  Vom  Leben 
des  Vertassers  ist  nur  seiuer  eigenen  Aussage  zu  eulnehnien,  dass 
er  in  Sicilieu  geboren  ist  und  gewohnt  hat,  die  Zeit  bleibt  anbe- 
kannt.  H. 

Monge  der  Bogrfloder  der  darstellenden  Geometrio  als  Wissen- 
schaft. Eine  matheroatiscb  historisehe  Stndie  von  Professor  Fer> 
dinand  Jos.  Obenrancb.  Brünn  1895.  Selbstverlag.  (Aocb 
enthalten  im  Jahresbericht  der  Landes-Oberrealschnle  in  ßrflmi  ftr 
das  SchuUahr  1892--93.)  32  S. 

Gaspard  Monge,  Sohn  des  Kaulmanns  Jacques  Monge  ist  den 
10.  Mai  17  in  Beaune  geboren.  Sein  Werk  ,,G»?oractric  descrip- 
tivc"  ist  erst  17IJÜ  crschicueu,  obwol  Monge  die  darstellende  Geo- 
metrie bereits  seit  30  Jahren  alt»  ^Vissen^=^ehaft  gelehrt  hatte.  Die 
gegenwärti;;e  Schritt  bindet  sich  indes  weder  au  die  Persou  des 
Autors  noch  an  den  genannten  Wissenschaftszweig,  sondern  ver- 
breitet sich,  nicht  gerade  zum  Vorteil  des  Einblicks  in  den  Eutwicke- 
lungsgaug,  auch  ttber  viele  andere  Autoren  und  andere  Discipiiuca. 

H. 
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boreitunf!;sseininar  Scböiitlial  ein,  studirtu  Mctli  in  in  Tübiii^;cn,  starb 
den  22.  März  lb78.   Si'iu  Bild  uud  das  sciiicb  lluusts  sind  bcige- 


Abbaodhitig  ttbor  die  Kräfte  der  £lektr1cit&t  bei  der  Moskel- 
bewegnng  von  Aloisiiis  Galvani.  1791.  Ueransgegcbeu  von  A. 
J.  Oettingeii.  Mit  '21  Figuren  und  vier  Tafelo.  Leipzig  1891 
Wilbclm  EngolmanD.  76  S. 

Der  Verfasser  gibt  auhlührlicbcn  Ik'ricbt  von  seiiieii  sehr  vici- 
fach  variirtcn  Versuchen  znf'rst  über  die  Wirkuu*?en  der  Maschiiu'n- 
elektricitüt ,  diinii  tlcr  atuiospltärisohen  KlcktriciüiL,  daim  dt-r  tieri- 
schen Elcktricitüt  uut  Muskeln  uud  >ier\cü  von  Fröschen  und  zieht 
im  letzten  Teile  Schlüsse  aus  den  Krgebnissen.  Luigi  Galvaui  ist 
(den  Aumcrkuugeu  zufolge)  den  U.  September  1737  iu  Bologua  ge- 
boreo.  Seit  1762  war  er  Doeent  der  Medicio,  seit  1775  Professor 
der  praIctiseboD  Anatomie  an  der  ÜDiversitftt  Bologna,  daan  Pnh 
fessor  der  Anatomie  und  Gynälcologie  am  Istituto  di  Bologna.  £r 
war  verheiratet  mit  der  Tochter  seinea  Lehrers,  des  Professor! 
GallasEzi.  H. 

Die  Intensität  der  erdmagnetischen  Kraft  auf  absolntcs  Maass 
zurttckgef&hrt.  Von  Carl  Friedrich  Gauss.  Herausgegeben  von 
E-  Dorn.    Leipzig  Wilhelm  Engelmanu.    62  S.    (Die  vorig© 

und  diese  Schrift  Nr.  52  und  53  in  ,,Ostwald'e  Klassiker  der  cx- 
acteu  Wissensvbafteu''.) 

Die  Ermittelung  der  lotensit&t  der  erdmagnetiscben  Kraft  darck 
Oscillation  von  Magnetnadeln  ist  darum  sehr  complicirt,  weit  die 
Yerteilung  des  Magnetismus  in  der  Nadel  nicht  nur  mibekanDt, 
sondern  auch  veränderlich  ist.  Gauss  Oborwindct  diese  Schwierif* 
keit  dadurch,  dass  er  eine  zweite  Kadel  zugleich  oscilltren  Iflsst, 
beide  horizontal,  und  aus  der  Wirkung  der  ersten  auf  diese  ibrea 
Zustand  berechnet.  Der  Gang  der  Bochunng  wird  dargelegt. 


geben. 


U. 
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Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wi«sf Uäcliaaeu.  Nr.  54-  59 
Leipzig,  W.  Engelmann.  Kart.  öl.  AnnierkuDgeu  u.  Zusiifze  zur 
Entwerfung  der  Land- und  Himmelst  harten.  Vou  J.  H.  Lambert. 
(1772.)  Hrsg.  v.  A.  Wangerin.  M.  1.  60.  —55.  Ueber  Kartenprojec- 
tiüu.  Abhandlungen  v.  Lagraugo  (1779)  u.  Gauss  (1822).  Hrsg. 
V.  A.  Wangerin.  M.  1.  GO  --  'jG.  Die  Gesetze  der  tJeberkaltang  a. 
Gefrierpankterniedi iguu..;.  J  Abhaiialgn.  v.  Sir  Charles  Bl^i^den, 
(1788.)  Hrsg,  vou  A.  J.  Oettiugen.  —  80.  —  57.  Abhaudlungea  Qb. 
Thermometric  v.  Fahrenboit,  Röaumur,  Celsias  (I72i. 
17dO— 1733,  1742).  Hr«g.  von  A.  J.  t.  Oettingen.  M.  2.  40.  -  58. 
CfaemiBche  Abhandlung  v.  der  Luft  u.  dem  Feuer  v.  Gul  Wilh. 
Scheele.  (1777.)  Hrsg.  v.  W.  Ostwald.  M.  1.  8a  —  69.  Otto  t. 
Guericke's  neue  ,,M&gdeburgi8ohe^  Yersuche  flh.  den  leeren  Baom. 
(1672.)  Aus  dem  Lat.  abers.  u.  m.  Anmerkgn.  hrsg.  y.  Frdr. 
Banneman.  M.  2. 

Wi8liccnu8,Walt.F.,  astronomische  Chronologie.  Ein  HfUff 
buch  für  Historiker,  Archaeologen  u.  Astronomen.  Leipzig,  B.  6. 
Teuhner«  Geb.  5  Hk. 

Methode  und  Prhieiplen. 

Crookes,  Will.,  strahlende  Materie  u.  der  4.  AgrcgatznstaDd 
Vortrag.  Deutsch  v.  Heinrich  Gretschel.  4.  Aufl.  Leipzig,  Quandt 

&  Händel.    1  Mk  50  Pf. 

Drude,  P  Die  Theorie  der  Physik.  Antrittsvorlesung.  Leip- 
zig, S.  Hirzel.  Pf. 

Mann,  Frdr.,  die  logische  (Trundoperatioii  der  Mathematik. 
Ein  Keiietitioiisniittel  für  obere  Gymuasial-  u.  Realscbulklassea. 
Leipzig,  A.  Dric  liert  Nchf.    80  Pf. 

Merkel,  Eugen,  Methodische  u.  praktische  Anleitung  zum 
Denkrechnen,  l.  Abtlg.  Das  Normalrecbnen.  MUdcImu,  M.  Kel- 
lerer.   Karl.  50  Pf. 

Muihesius,  Karl,  über  die  Stellung  des  Rechenunterrichts 
im  Lehrplan  der  Volksschule.  Ein  Deitrag  zur  Methodik  dieses 
Unterrichtsgpgenstandes  und  zugleich  zur  Kritik  der  Zillerschea 
Konzentruliuuäidee.   Leipzig,  Sigiauiuud  6^  Volkeuiug.    1  Mk.  5u  Ft- 

Lekrbaeher. 

Bork,  Heinr,  mathematische  Hauptsätze  Itlr  Gymassiea 
Methodisch  zusammengestellt  Pensum  far  das  Untergymnasinm  (bis 
zur  AhschlossprOfg.).  Leipzig,  DOrr'sche  B.  Geh.  1  Uk.  90  Pf. 

Hilfsbach  fllr  den  geometr.  Unterrieht  in  den  oberen  Klasssa 
der  Mittelschule.  Hermaunstadt,  W.  Krafft.  80  Pf. 
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Lolirbüch  der  Arithmetik  n.  Algebra  1.  die  oberen  Klassen  der  MU- 
telfichulcn.    3.  Aufl.    Wien,  P  Gorold's  Sohn.    1  Mk.  SO  Mk. 

Schmohl,  Chr.,  Rerhcnbuch  1.  luiiicro  Loliranstalteu.  2  Tl«. 
2.  Aufl.    GioBsen,  E.  Roth.    Ü  Mk.;  geb.  Ii  Mk.  r)0  Pf. 

Schürinann,  F.  u.  F.  Windmöller,  Kechciibuoh  tür  ge- 
werblicho  uiul  kaul'inäniiische  FortbildungsschuloD.  Autlösungea  zum 
2.  Tl.   Essen,  G.  D.  Baedeker.   50  H 


Xordan,  W.,  mathematiBcbe  ti.  geodfttiflche  HfUfitafeln.  9.  Asl. 
Ha&novtr,  Helwiog's  Vlpf.  1  Mk. 

Roy  her,  J.  6.,  Ilalfs-Tabellen  rar  Berechoong  der  Zinsen,  Toa 
10000  Mark  Kapital  herab  bis  za  1  Pfean^  auf  die  Zeit  von  5  Jahreo 
bis  XU  1  Tage,  nach  den  Sfttzen  von  i,  1,  1},  2,  2j[,  3,  ^,  3|, 
4,  4^,  6,  6  Q.  10  Procenten.  7.  Aufl.  Crossen  a./0.,  R.  Zeidler. 
3  Mk. 

JU'iUiiuetik,  Algebra  and  rciu0  Analjsis« 

Ahrens,  J  F.,  BuchfeUbcurt  c  hnun«  u.  Algebra  f.  Rt  wtTblicho 
Fortbildungs-  u.  Fachschulen,  llaiiilwcrkorschuli'n,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht. 1—3  Uft.    Kiel,  I/.psiiis      Tischer.    Kart.  1  Mk.  soPf 

Büclifr.  Maxi  nie.  über  die  lieihenentwickeluugeu  dci  i'utea- 
tialtbcorio.    Leipzig'.  ]).  G.  Teubner.    8  Mk. 

C  w o j d z 1 11  s k  i ,  l  ad v u s z ,  Auwcuduu^'  der  F uchs'st  heu  Theori« 
aul  die  DifTcrentialgleichang  der  GausB'schcn  bypergeometrisclien 
lieihe.   Brody,  F.  West  1  Mk. 

Ora simano ,  Bob.,  die  Folgelefare  oder  Funktionenlehre streng 
«isiensehaftUeh  in  strenger  FormelentwIdKelttug.  Nebst  Formel- 
hoch.  Stettin,  R.  Grassmann.  3  Mk.  50  Pf. 

Haas,  Aug.,  Lehrbuch  der  DifferentialrecbDUDg.  3.  Tl.:  An- 
wendung der  Differentialrechnung  auf  die  ebenen  Kurven.  Besrh. 
nach  System  Kleyer.  Stuttgart,  J.  Maier.  7  Mk. 

Henke,  Rieh.,  ttb.  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate^  2.  Asfi. 
Leipzig,  B  G.  Tenbner.   2  Mk. 

Mertens,  F.,  ttber  die  Aequivalenz  der  redueirien  biaim 
quadratischen  Formen  von  positiver  Determinante.  Wien,  F. 
Tempsky.  30  Pf. 

—  ttber  den  quadratischen  Reciprocitfttssats  und  die  Sunineo 
voo  Gauss.  Ebd.  40  Pf. 
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Wrobol,  F,  ,  Leitfaden  dor  Stereometrie,  nobst  einer  ^ossea 
Anzahl  von  Uoljunesaufgabeu.  Zum  Gebrauche  au  höh.  Lehran- 
55talten  bearb.  2.  Auü.  Rostock,  W.  Werthor's  Verl..  1  Mk.  40Pf.i 
geb.  1  Mk.  75  Pf. 

Grnf,  J.  11.,  EiiiU'itung  in  die  Theorie  der  Gaminafuuktioaen 
o.  der  Euler'schen  Integrale.    Boru,  K.  J.  Wyss.    1  Mk.  GO  Pf. 

Koläcek,  Frz.,  über  die  analytische  Darstellaug  des  iiuygeoä* 
schon  Priacips.  Prag,  F.  Rivoac.  40  Pf. 

Praktische  dieometriei  Geodäfiie, 

Brathuhn,  0.,  Lehrboch  der  praktiachea  MarkBcheiddnnit 
anter  Berltckiicht  d.  allgemeinen  TenaeBiangakande.  2.  Anfl.  Leip^ 
2ig,  Veit  &  Co.  10  Mk. 

Qrofls,  H.,  die  einfacheren  Operationen  der  praktischen  6eo< 
metrie.  Leeitfiiden  fflr  den  Unterricht  an  techn.  Lehranstalten  ett 
4.  Anfl.  Stuttgart,  K.  IVittwer.  2  Mk. ;  kart.  2  Mk.  20  Pf. 

Jordan,  Handbuch  der  VermessnngBknnde.  I.Band.  Ais- 
l^eiebnngsrechnnng  nach  der  Methode  der  Ueinsten  Qnidnla 
4.  Anfl.  1.  tSg,  Stuttgart,  J.  B.  Metzler.  6  Mk.  60  Pf. 

Landes-Triangniation,  die  kgl.  prenssischn.  Hanptdrei* 
ecke.  6.  Tl.:  A.  Die  Hannoversch-Sächsische  Dreieckakette.  D. 
Bas  Basisnetz  Göttingen.  C.  Das  Säclisische  Dreiocksnetz.  BerUs, 
Mittler  &  Sohn.   Kart.  12  Mk. 

Ldska,  W.,  Lehrbuch  der  Vermessungskunde.  Stuttgart,  X 
Maicr.   10  Mk. 

Nivellements  der  trigonometrischen  Abtheilg.  der  Landes 
aufnähme.   8.  (Schlnss-)Bd.   Berlin,  Mittler  &  Suhn.    Kart.  10  ML 

SchlieboUf  W.  E.  A.  v.,  vollständiges  Hand-  a.  Lehrbuch  der 
gesammtcn  Landmesskuust  mit  bcsond.  Berücksichtig,  d.  pr.  Ver- 
moss.-Vorschr.:  Kat.  Anw.  VIII  u.  IX  v.  25.  Okt.  lööl.  Neu  bearb. 
u.  horsg.  V.  W.  Cavillo.  9.  Afl.  1.  Bd.:  Vorstudien  und  lostit' 
mentenkunde.  L  üft.  Ualbarstadt,  Lrast'sche  B.  2  Mk. 

Technik. 

Biscan,  Wilh.,  Konstmktioneo  f.  den  prakt  SlektroteehiftsVi 
nach  aossfefilhrten  Maschinen,  Apparaten,  Vorrichtungen  etc.  2.  L%. 
Leipzig,  0.  Leiner.  i  Mk.  50  Pf. 
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Baner,  Louis  A.,  B«itrftge  m  XenntiilBB  des  Wesem  der 
SäcuIar.Yariaüon  des  firdmagnetisiDiis.  BerUs,  Kayer  A  MflUer. 

3  Wl 

Beobachtaogon  ans  dem  magDetischen  Obseryatorium  der 
kaieerl.  Marine  in  WilhclniBbaveB.  Aa«ge£fibrt  i.  Anftrag  des  Reichi- 
Marine  Amts  unter  Leitung  von  C.  Börgen,  hersg.  von  dem  kaiserl 

Observatorium  zu  Wilhelmshaven.  3  Thl.  Sttlndliche  Variationi- 
Beub&chtungen  Tvährond  der  J.  1S86,  87,  88.  Beriin,  £.  8.  Mittkr 
&  Sohn.    2  Mk.  50  Pf. 

Brach,  C.  Alhard  v..  die  zu  Marburg  im  matbematisch-phy- 
Bikalischeu  Institut  befindliche  Globusubr  Wilhelms  IV.  t.  Hessen 
als  Kunstwerk  und  astronomisches  Instrumeut,  boscliriebeo  and  be- 
sprochen.  Marburg,  N.  G.  Ehvert.   3  Mk.  60  Pf. 

Falb,  Kud.,  über  Erdbeben.  Ein  populärer  Vortrag.  Wieo, 
A.  HarÜeben.   3  Mk  ;  geb.  4  Mk. 

—  kritische  Tage,  Smttiuth  uud  Li^üit.  Em  populärer  Vor- 
trag.  Ebd.   3  Mk.;  geb.  4  Mk. 

Hann,  J.,  die  tägliche  Periode  der  WindatArke  aof  dem  Sono- 
bliekgipfel  n.  auf  Berggipfeln  ftberhanpt.  Wim,  F.  Tempskj. 
1  Hk.  20  Pf. 

Haerdtb,  Frh.  t.,  lor  Frage  der  PerihelBbeweguug  dea  Pla- 
neten Mars.  Ebd.  30  Pf. 

Jager,  H.,  Wetter-  nnd  Ifondkalender  für  1895.  Statigtrt, 
W.  Kohlhammer.  30  Pf. 

Jahrbuch  der  meteorologischen  Beobachtnngen  der  Wetter- 
warte der  Magdeburgischen  Zaitnng.  Hrsg.  v.  A.  W.  Grtttimachcr. 
XIL  Bd.  XUI.  Jahig.  1893.  Hagdebnrg,  Faber'sche  B.  Kait 
6  Hk. 

Jahrbuch,  deutsches  meteorologisches,  f.  1 893.  Beobachtung^- 
System  des  Köuigr.  Sachsen.  Bericht  üb.  die  TbAtigkeit  im  kgl. 
Sftcbs  meteorolog.  Institut  auf  d.  J.  1893.  Hrsg.  von  Paul  Schrei- 
ber. II.  Hälfte  oder  lü.  Abth.  des  Jahrbuches  des  kgl.  s&chsischen 
meteorolog.  Institutes.  XL  Jahrg.  1893.  Chemnitz.  M.  Bülz.  10  Mk. 

—  dasselbe.  Meteorologische  Beobachtuugcn  in  Württemberg. 
Mitteilungen  der  mit  dem  kgl.  statist.  Landesamt  verbundenen  me- 
teorolog. Centralstatiou.  Bearb.  v.  Mack  n.  L.  Meyer.  Stattgsrt, 
Metzler's  Vlg.   3  Mk. 

Kalender,  Astronomischer,  1.  1H95.  Berechnet  für  den  Meri- 
dian und  die  Pol  hohe  von  Wien.  Hrsg.  v,  d.  k.  k.  Sternwarte. 
Wien,  C.  (lerold's  iSolm.    Kart.  2  Mk. 

Karsten 6,  Karl,  e.  neue  iierechnung  der  mittleren  Tiefen  der 
Oceane,  uebst  e.  vergleich.  Kritik  der  verschied.  Berechnungsmetho- 
den.   Kiel,  Lipsins  &  Tischer.   2  Mk. 

Karte,  bewegliche,  des  Sternhimmels.  (Von  Messer.)  Kieii- 
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Jahrbuch  f.  1894.  Beobachtoogssyt.  des  KöDigr.  TreoMea  «.  hem^ 
barter  StMten    1.  Hfl.  Barlin,  A.  Ashw  &  Co.   3  Mk  60  Pt 

—  dasBelbe.  ErgebiiiMe  der  magnot.  BeobwhtuigeB  I»  FUidHi 
iB  d.  J.  1890     91.  Ebd.  10  Mk. 


Pbjrik. 

Abendroth,  William,  Leitfaden  der  Physik  mit  Einscbluss 
*ier  f'lnfachou  Lehren  der  mathemafiflchon  Geographie  nach  der 
Lehr-  u  Prüfungsordnung  v,  1803  für  üymDa&iou.  1.  Band.  KarsHS 
der  Uutcr-  a.  Ob^^rackuuda.  2.  Aufl.  Leij^zig,  Uirzel.  3  1ik.60PLi 
geb.  4  Mk. 

Annaleu  der  Physik  n.  Chemie-  Hrsg.  v.  G.  u.  E.  Wiuue- 
mann.  Neue  Folge  53.,  der  ganzen  Folge  289.  Bd.  d.  UfU  «l 
Jahrg.  Iö91,    13.  Hft.   Leipzig,  J.  A.  Barth.   5  Mk. 

Ed  er,  J.  M.  n.  E.  Valeuta,  ub.  das  Spectrum  des  Kaliums. 
Natriums  u.  Cadmiums  bei  verschiedenen  Temperaturen.  Wiea, 
b.  leiupiiky.    1  31k- 

—  Über  dio  Terscbiedenen  Spektren  des  Quecksilbers.  Aaa 
dem  photochtmischen  Laboratorittm  dAr  k.  k.  Lehr-  u.  Versucht- 
anttalt  für  Photographie  n.  BeprcdnctioniTerfabren  ia  Wien.  KU. 

2  Mk.  20  Pf. 

Odti,  Haus,  Lehrbuch  der  Pl^reik.  Zun  Gehntuch  an  BedU 
schulen  u.  venrandteD  Lehranstalteii.  3.  Aufl.  HttnehMi,  G.  Fnaa 

3  Mk.  60  Pf.;  geb.  4  Mk. 

Groth,  P.,  phytikallsebe  Kr^Btellographie  u.  Einleitiiiig  in  die 
kryitaUogiraphiache  Keontiiis»  der  wichtigeren  Subetanzeit  8.  Arf. 
Leipxig,  W.  Engelmun.  18  Mk. 

Handbuch  der  Phyiik.  93.  n.  34.  Mg.  Breslav,  £.  Treurendt 
7  Mk.  20  Pf. 

Jflllig,  Max,  fib.  die  Gestalt  der  Kraftlinien  eines  magnstt- 
sehen  Drehfeldes.   Wien,  F.  Tempskr.   1  Mk. 

Kaysor,  IL,  Lehrbach  der  Physik  fttr  StttdirendOb  2.  Ali 

Stuttgart,  F.  Enke.   11  Mk. 

Klimpert,  Rieb.,  Wiederholungs-  und  Uebungsbnch  na 
Studium  der  allgem.  Physik  n.  elementaren  Mechanik.  Eine  SifflA- 
lung  von  3000  Prüfungsfrapen  u.  Aufgaben,  nebst  Antworten  und 
Lösungen.  Für  Lehrer  und  Studirende  au  höh.  ünterrichtsaastahsa. 
Dresden.  G.  Kühtmami.   ö  3Ik.;  geb.  9  Mk. 

Kic  m  e  u  <  i  r ,  1  g  n  ,  über  die  circulare  Maguetiairuog  von  Kisea* 
drÄhten.    Wien,  F.  Icmpsky.   70  Pf. 

Kohli-ek,  Frz.,  die  puudcruniotorischi ii  \V irknngvD  cinf? 
?  ariableu  MagLttlddts  auf  gcschlosseue  Stromleiter        ihre  Vcr- 
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limd.  lY«  Pertnrbationi  par  les  pUnites  V^nni,  I»  Tem,  Mm, 
Japiter  et  Satorne  de  1819  jnBqu*4  1818.  8  Mk.60  Pt  —  & 
Banelbe.  V.  PertorbatioiiB  par  Mercore  de  1819  juqii'  i  1891. 
3  Hk  50  Pf.  — 10.  Potttions  apparentee  des  tachei  aoiairei  photo- 
gnpliiiea  i  Poalkovo  par  E  Hasselbeiy  dans  lea  aandes  1881 --1888 
D^doites  par  A.  B^lopolsky  et  M.  Iforine.   6  Mk.  26  PÜ 

Sitznngsbcriehte,  MaDchener.  Mathomat.  Glan.  1894.  % 
n.  8.  Hft.  München,  Franz'  Vlg.   2  Mk  40  Pf. 

—  Wiener.  Math,  natnrw.  Claase.  Wien,  F.  Tempsky.  Abth  I. 
103.  Bd.  6.  u.  7.  Hft.  4  Mk.  Abth.  II».  6.  u.  7.  Rft  7  Mk.  90  Pf. 
Abth.  IIK  6.  u.  7.  Ult  2  Mk.  60  PI  Abth.  UL  — 7.  HIU 
1  Mk.  20  Pi 


€.  A«  Ik^ch'ü  VerlAgsbnelihaBdlnBg  (H.  Ehlers  &  Co.) 

Lelpii^  a.  Drendea. 

Mathematische  Aufgaben 

zam  Gebraoehe 
in  den 

obersten  Klassen  höherer  Lehranstalten. 

An-  tlen 
bei  KeifeprllfnnR'en 
an  preussiscbeu  Gymnasien  und  Realgymnasien 
gestellten  Aafgaben  ansgewäblt 

und 

mit  HiOEafüguMR  der  Ergebnisse  (IL  Teil) 
zu  einem  Ucbungsbuche  vereint 
von 

Pv#£  H.  €.  E.  Xarto«, 

PiTi'Vtor  (1«»K  Sopkien-OyinnaHiamt  in  pprlin. 

1.  Teil :  Aufgaben.    U.  Auflage.    Preis  geh.  3  Mk.  CO  Pf. 
II.  TeU:  ErgebBlsse.  7.  Anflage.  Preis  geb.  4  Mk.  80  Pf. 


Astronomische  Geographia 

Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathematik 
Pref.  H.  cI  k.  Martiis, 

Urusse  Ausgabe.  1.  Autiagc.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Geh.  Preis 
7  Ifk.  50  Pf. 

Dass.  Schul-Aasfabe.    Mit  80  Figaren  im  Texte.    Qeh.  PnH 
2  Mk.  60  Pf. 
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ZdUumücktr  ßtnekt  LJK 


Die  Schrift  entfaltet  einen  ansehnlichen  Reichtnm  an  Tran»- 
formatiiMu  II  von  rationalen  AusdrQcicea  in  eben  nicht  weitem  6e> 
biete  der  Form. 

Di  Olli  eipreBsione  aoalitica  atta  a  rappromtai«  il  mmm 
dei  fiameri  primi  compresi  in  an  determinato  interrallo.    Nota  di  i 
F.  Loy!  Givita.  Borna  1895.  SalYueci. 

Ausgehend  von  der  Lambert'schen  Reihe,  in  weicher  bekanntlich 
der  Coefficicnt  2  des  Termos  2y"  die  Primzahl  n  anzeigt,  winl  za- 
erst  die  Reihonsnmme  naih  Multiplication  mit  einem  compiexen 
Factor  im  voUeu  iulLi  vall  uitegrirt  und  schliesslich  durch  eine  Iteihe 
von  ß  —  a  Termen,  welche  die  genannten  Integrale  euthalten ,  die 
Anzahl  der  zwischen  o  and  ß  liegenden  Prluzahlou  uu^gedtückL 

H. 


üeber  die  Methode  der  kloiaaten  Quadrate.   Vdn  Prof.  Dr. 
Riebard  Henke,  Oberlehrer  am  Anncn-Realgymnasinm  zn  l*res- 
*  den.   Zweite,  unveränderte  Auflage,  liebst  Zns&tzen.   Leipzig  1894. 
a  G.  Tenbner.  77  S. 

Die  Schrift  teilt  sich  in  folgende  Abschnitte:  DanteUnag  ni 
Kritik  der  verschiedenen  ßogrftndangsweisen  der  Methode  der  kleis- 
sten  Quadrate.  Uebergang  za  einer  allgemeineren  AafEaBSong  de^ 
selben.  Versuch  der  BegrQndnng  In  verallgemeinerter  AulEMsmc 
und  Anwendungen.  Die  Znsfttze  in  Auflage  sind  ttberschriebes: 
Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  das  Ganss'ache  Fehler 
gesetz.  Weitere  litterarische  Bemerkungen  Uber  Begrflndnag  vai 
Bedeutung  jener  Methode.  Die  ersten  2  Abschnitte  sind  historisch, 
der  zweite  berichtet  Uber  Arbeiten,  weiche  der  Aufgabe  geometrisdM 
und  mechanische  Bedeutung  geben.  Die  Kritik,  welche  im  Ganses 
vorwaltender  Gesichtspuukt  ist,  ist  wegen  ungenauer,  unvollständiger 
Rede  kaum  verstüudlich.  üer  Sachverhalt  in  dieser  Beziehung  wird 
im  Anfang  des  3.  Abschnitts  dargelegt.  Die  Aufgaben,  auf  welche 
die  Methode  der  kltiustcn  Quadrate  angewandt  wird,  entlehnen  ihren 
Zweck  und  Antrieb  einem  unklaren  Wunsch  und  Redürfiiiss  des 
Praktikers,  em  System  von  Fehlern  so  kleiu  als  möglich  zu  macbeß 
&ull  i  iue  niathennifisi  lie  Untersuchung  dem  abhelfen,  so  muss  m 
eine  exnctp  t'rai;"  zuei&t  stellen,  von  deren  Lösung  sich  annebnien 
lässt,  dd:^^  äie  das  Bcduiluiss  dur  i'raxis  laotisch,  wldh  auch  oicbt 
logisch  befriedigt.  iStatt  der  Mehrheit  von  Fehlern  wird  eine  be- 
stimmte Function  aller  gesetzt  und  das  Minimum  von  dies»T  ueneu 
gesucht.  Dass  die  Wahl  dieser  Function  zuuiichsi  willkürlich  istt 
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lichem  Gebiete  Uisher  gerichtet  waren,  sunderu  hat  vielmehr  allge- 
meine Sätze  zom  Gegenstände,  welche  aus  den  DifferontialgleicliuDgen 
anf  die  Existenz  und  Eigenschaften  der  dadurch  bustiinmten  Func- 
tionen Folgcrnngen  ziehen.  Die  H  Hanptabschnitte  des  Duches  nach 
hisLorischer  KiuieUuiig  biud;  uilgcmciuu  tjiuudlagcu  der  Theorie; 
formale  Theorien ;  Theorie  der  Fuudameutalgluichuug;  die  singularen 
Stellen,  an  denen  sich  die  Integrale  bestimmt  verhalten;  DiifereiH 
tialgleichnngen  der  Fiid»*aebeii  Classe  ;  die  Entwickelimg  der  Im»' 
grala  innerhalb  eine«  KreiBrings;  allgemeingültige  Darstellungen  der 
Integrale  von  Differeutialgleichangen  mit  rmtiOBalen  GoefficientM; 
die  Berechnung  der  Fandamentalsnbetitationett  für  eine  Differential' 
gleiehnng  mit  rationalen  Coefficienten.  H. 


iulegialioü  der  ullgemeiiicu  partiellen  Dillereutialgleichung  erster 
Ordnung.  Von  Professor  Dr.  August  Weiler.  Sonderabdrod 
aus  Schlümilcb  Zeltschr.  f.  M.  nnd  Ph.  XXXIX.  H.  6.  p.  355-375. 

Das  genannte  Problem  war  bereits  von  Jacob!  gelöst  nnd  die 
Ldsnng  in  seinen  Vorlesnngen  vorgetragen,  als  der  Verfasser  seine 
Lösung  1863  in  Bd.  VIII.  zum  ersten  mal  veröffentlichte,  welche 
sich  von  jener  durch  die  neue  Grundlage  nnd  dadurch  nuterschied, 
dass  sie  eine  geriogere  Anzahl  von  Integrationen  erforderte  Eni 
infolge  davon  zeigte  Glebsch  in  Grelle  J.  Bd.  LXV.,  dass  auch  ssf 
Jacobi's  Ornndlago  eine  gleiche  Reduction  der  Anzahl  der  IntegiS' 
tionen  erreichbar  sei  Doch  blieb  für  Weiler's  Methode  noch  immer 
der  Vorzug  der  £infachlieii  Inzwischen  sind  noch  manche  SchrÜtes 
darflber  erschienen  uud  einige  Ausstellungen  an  dieser  Methode  ge- 
macht worden,  in  deren  Berücksichtigung  der  Verfasser  eine  zweite 
und  gogenw&rtig  die  dritte  Bearbeitung  publicirt  iiat  H. 


Einleitung  in  die  Theorie  der  Gammafunction  und  der  EoIcT' 
sehen  Integrale.  Von  Dr.  phil.  J.  H.  Graf,  Professor  der  Mstbc- 
matik  an  der  üniversitftt  Bern.  Bern  mb,  K.  J.  Wyss.  50  S. 

Nach  Vorwort  soll  das  Buch  die  Materie  nicht  erschürfend  be- 
handeln, sondern  nur  den  Studirendeu  die  Theorie  der  Hauptsacbc 
nach  vorführen.  Das  crstere  versteht  sich  von  selbst:  von  Kr* 
schöpfunf?  des  Lehrstoffs  kann  offenbar  nicht  die  Rede  sein.  Abrr 
wie  k;uin  der  Viulassrr  sagen,  dass  er  die  Hauptsache  der  Theorif 
lehre,  wenn  er  doch  das  Bei^tclii'n  der  3  lielationen  zwisc  Iii'ii  tica 
FuncUouswerten  in  gcscbio ssener  irorm,  nämlich  die  Werte  von 
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und  Integration  erster  Ordnung  nach  einer  Unabhaugigeu)  zahl- 
reiche  Anweuduugca  folgen  lusst  und  dann  nach  dem  zweiten  Teile 
(betrcfFcad  höhere  Ordnung  und  mehrere  Unabhängige)  die  ent- 
sprecheuden  Anwcndnogeu  hinzugibt  Diese  Anwendangen  sind  Didit 
blosse  UebuDgen,  soodern  lUhreD  den  Stadirendea  in  Theorien  oad 
Wissenscliaftssweigc  ein ,  welche  als  Zweck  dos  Stadiams  der  hier 
Torgotragenen  neuen  Eecbcongsweisen  erscheinen;  darin  spricht  sich 
der  Gesiehtspankt  ans,  der  Stndirende  solle  mit  dem  grossen  Wisseos* 
gebiet,  welches  sich  ihm  in  der  Fnnctionslehre  ersehliesst,  redit 
frühzeitig  bekannt  werden.  Von  der  Lehrmethode  8i»riebt  der  Te^ 
fasser  im  Vorwort  nicht  In  der  Tat  ist  diese  anch  nicht  wesonttiek 
verschieden  von  der  eliemats  gewöhnlichen,  welche  auf  exacte  Prii- 
cipien  der  Infinitosimalrechnoog  verzichtete.  Aber  dem  hentigas 
Standpunkt  entspricht  sie  niclit.  Vom  einfach  und  streng  dednctiveo 
Lehrgang,  den  der  Verfasser  Oberhaupt  nicht  zu  kennen  scheint,  ist 
darin  keine  Spur;  denn  schon  in  der  Einleitung  und  von  da  sn 
weiter  wird  die  Bezeichnung  „unendlich'^  ohne  Definition  ond  oboe 
Bezugnahme  auf  eine  etwa  bokannto  Definition  viel  gebraucht  Die 
Abfassung  ist  mehr  dazu  eingerichtet,  den  Studircnden  in  den  Staad 
zu  setzen  die  gebräuchlichen  Kechuungs-  und  Schhissweiscn  nacbza- 
ahfflen,  als  \\\n  zu  befilhigen,  sich  von  deren  Bündigkeit  und  den 
exacteu  Bedingungen  Keclienschaft  zu  geben,  wälirend  sie  mit  vielem 
Fleiss  und  F2iugelieu  auf  speciellf  Betrachtung  dafür  sorgt  die  Mei- 
nung zu  erwecken,  an  der  Ilichtigkcit  sei  niciit  zu  zweitühi.  Diese 
ungenügende  Auffassung  der  specifischen  Grundlagen  der  höhero 
Mathematik  wird  nun  dnrch  das  vorliegende  Lehrbuch  leider  in  ein 
sehr  ausgedehntos  Wissensgebiet  hineingetragen.  Auch  kanu  sich 
die  gegenwärtige  Lehrweise  nicht  daiait  reciitlei  tigt;n.  dass  sie.  wenn 
auch  noch  unvollkommen,  doch  deu  Anfängern  leichter  zugänglich 
sei;  denn  die  exacte  Methode  ist  einfacher  und  minde8teu&  ebensu 
elementar.  Hoppe. 

Einflihrong  in  die  mathematische  Behandlung  der  Natnrwisses- 
schalten.  Kurzgefasstes  Lehrbuch  der  Differential*  and  lutegnü- 
rechnnng  mit  besonderer  Beracksichtigong  der  Ghemt&  Von  W. 
Kernst,  o.  Professor  d.  physikaL  Chemie  a.  d.  Univers.  OOttis- 
gen,  nnd  A.  SchOnflies,  o.  ö.  Professor  der  Mathematik  a.  d. 
üniversitftt  GOttingen.  Mit  61  im  Text  befindlichen  Ffgorai.  Mös- 
chen nnd  Leipzig         Dr.  E.  Wolff.  309  8. 

Wie  schon  früher  bei  den  Masehiacn-Techuikern  der  Nutzen  des 
Studiums  der  hfthorn .  überhaupt  der  idealen  Mathematik  niulir  und 
mehr  zur  Einsieht  gelangt  ist,  so  bogiuDt  jetzt  auch,  infolge  der 
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gebrachte  im  Beiepifll  wol  laram  notdUrftig  cinicachtet,  und  in  der 
Verallgemeinerang  als  ganz  unbewiesen  auftritt.    Diese  Bedingung 
bestimmt  den  variabeln  Teil  als  unendlich  klein.   An  derselben  Stelle 
konnte  also  leicht  diese  Eigenschaft  erklärt  und  die  Notwendigkeit 
des  Begriffs  gezeigt  werden.    Ferner  war  bni  erster  Einführung  der 
aualytischen  Reclienform  nicht  verhehlt  worden,  dass  hiermit  der 
üebergaug  zu  einem  wesentlich  neuen  Vorfahren  p;efordort  werde 
motivirt  zwar  nur  <lurch  den  Gewinn  an  Einfachheit.    Der  eigent- 
liche Grnnd  ist  freilich  ein  zwingender:  die  Erscheinung  ist,  nicht 
ideell,  dnrch  die  Sinne  gegeben,  ihre  Ursaehen  sind  und  hloibco 
stets  ideell,  folglich  muss  die  Causalforschung  von  der  enipirisclioii 
Behandlung  zur  ideellen  iiechnung  übergehen,   (iennt:,  die  Verfasser 
haben,  wo  die  Einsicht  dadurch  bedingt  war,  es  für  zulässig  erachtet, 
von  deu  Studircudou  da^  Abgehen  von  ihrer  Gewohnheit  erklärter- 
massen  zu  fordern.  Bei  Einfabrung  des  Begriffs  unendlich  kleiner 
Grössen  liegt  derselbe  Fall  vor.    Zar  Einsicht  der  geoanen  Gleich- 
heit des  gefundenen  Grenzwerts  ist  das  approximative  Verfahren 
offenbar  ganz  natzlos:  der  kleine  Fehler  ist  nicht  besser  als  der 
grosse,  er  bringt  den  Geist  der  Wahrheit  nicht  näher.  Hier  mnsi 
man  so  einem  andern  Bftsonnement  übergehen ,  nämlich  zu  dem  be- 
kannten indirecten  Schlnss  ans  der  Ungleichheit  anf  die  Qleieh* 
heit      Dieser  ist  ganz  elementar,  verständlich  fOr  den  Anftnger 
der  Mathematik,  nur  einmal  vollsogen  ansreichend  fQr  die  ganze  In* 
finitesimaircchnung    Es  stand  also  nicht  das  geringste  entgegen,  im 
Punkte  des  Infinitcsimalbegriffs  ebenso  exact  zn  verfahren,  wie  es 
grandsätzlich  im  übrigen  geschehen  war.   Die  Verfasser  hätten  mit 
viel  weniger  Umständen  die  vorgetragenen  Lehren  evident  machen 
könneu,  als  sie  gebraucht  haben  sie  mit  Umgehung  des  Intiuitosimai- 
bcgriffs  plausibel  darzustellen.    Im  8.  Capitel  scheint  ihnen  selbst 
denn  doch  diese  Umständlichkeit  um  einer  unehrlichen  Täuschung 
willen  liistig  geworden  zn  sein.    Denn  in  iler  Lehre  von  den  uncud- 
ichen  Reihen  tritt  das  nicht  exaete  Znwerkcgehen  ohne  Scheu  ia 
seiner  Blosse  auf.    Die  Suninie  eiuer  uueudlichen  Rcilic  ist  eiu  un- 
erklärter Gegenstand.    Dass  man  darunter  einen  Grenzwert  versiebt, 
wird  verschwiegen.    Vom  Reste  wird  nicht«;  gesagt    Für  die  Con- 
vergenz  einer  Reihe  mit  abwechselnden  Vor/.eichcu  wird  ein  be- 
kauutcruiasseu  unrichtiger  Satz  aufgestellt,  nach  welchem  z.  B.  die 

Bfiihe  (f»=s  1,  2,  3, .  .  . )  convergiren  wOrde.  Auch  wird 

die  Convergenz  oueudlichcr  Reiben  unrichtig  dehuirt.   Es  iät  uicht 


Folgt  aus  der  Ungleichheit  «  ^         Ungleichheu  a  ^  o,  so  i»»  t~J' 
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fesBor  am  Gymnasiam  in  KOniRsborg  i  d.  Kemnark.  Sondeiaosgate 
aus  Leitfaden  der  Elementai^Hathematik  (Teil  IL)  von  den  Prof. 
Dr.  H.  Lieber  und  F.  ven  LOhmann.  Berlin  189S.  Leonhaid 
SimioQ.  81  a 

Die  Schrift  ist  eiu  Anhang,  wtlclier  die  genannten  r.wei  Gebielo 
mit  in  den  Krois  der  elementar  zu  behandelnden  Auf}^aben  zieht. 
Der  erste  Teil  erstreckt  sich  auf  die  Binomialreihe ,  die  Exponec- 
tialreihe,  die  lo^arith mische,  die  Sinus-  und  Cosinus-Reihe,  samtlich 
für  reelle  Argumcuto.  Von  der  Reihe  wird  ausgegangen ,  ihre  C^n 
vergenz  autersucht,  dann  die  Summation  vollzogen,  was  i>ei  der 
Binomialreihe  eine  längere  Rechnung  erfordert.  Im  zweiten  Teile 
wird  erst  allgemein  die  Bedingung  des  Maximnnn  und  Minimaas 
analytiecb  geomotriBch  hergeleitet  Dieser  f&hrt  auf  einen  Brodi, 
dessen  Zahler  and  Nenner  verschwinden  roassen,  ist  daher  elementar 
lösbar,  dnreh  eine  primitive  Gleichung,  wenn  der  geraeiasaroe  ver- 
schwindende Factor  von  Zahler  und  Nenner  herausgezogen  werdes 
kann,  was  bei  algebraiscben  (einschliesslich  irrationalen)  Fnnctioaen 
immer  der  Fall  ist  Demgemass  werden  viele  mannigfaltige,  grilsstes- 
teils  geometrische  Aofgaben  gestellt  and  gelöst  H. 


Die  Dekade  und  die  Ziffernschrift.  — 

Die  Schnellrechcnknnst  1.  Heit.  Die  Addition  und  die  Sab' 
traetion. 

Ton  Hermann  Panly.  Danzig  1892.  Selbstverlag.  8  +  I6S1 

Die  letztere  Sclirift  nimmt  t;iuigeinal  Rezu.;  auf  die  erster?  \ 
Diese  hat  2  Gegenstände;  erst  sucht  sie  die  (iestait  der  indischeii 
ZiiTern  durch  Znsammenset/ung  ans  Strichen  und  Bogen  /n  erklären  | 
und  zu  interpretiren ;  dann  entwickelt  sie  als  durch  iu>   neue  Ge- 
danken die  Ansicht,  dass  die  von  allen  Jsatiouen  augeuommeDe 
Grundzahl  10  ftlr  das  Zahlensystem  einen  ideellen  Grand  habe,  um 
lieh  als  Süinme  der  4  ersten  Zahlen,  welche  wieder  durch  paarweise  Ad 
ditiou  aus  1  und  2,  und  2  aus  1  +  1  entstehen.  Die  Zahl  eiiihalie  alsu 
alle  möglichen  Synthesen  und  vertrete  mithin  die  Allheit  der  gruuii 
legenden  Zahlen.  In  diesem  Sinne  wird  sie  die  natOrlicbe  Grand* 
aabl  genannt,  und  daraus  gefolgert,  dass  anch  ihre  Annahme  nunt 
in  diesem  Sinne  erfolgt,  das  Abzahlen  an  den  Fingern  erst  nachher 
dazu  gekommen  sei.  Die  Neuheit  des  Gedankens  wird  wol  niemasd 
bezweifeln.  Gegen  die  Ansicht  des  Verfassers  seien  nur  ein  paar 
Einwände  voigebracht   1)  Zur  Zahl  10  gelangt  er  dnreh  3  aaoees- 
aive  Synthesen,  aber  nach  ungleichem  Princip :  in  den  2  erateo  werdes 
2  Elemente  mit  Wiederholung  combinirt,  in  der  dritten  4  ELssMale 
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Om  slotna  koovexa  kootnrer.  Af  H.  Petrini.  Stockholm  1893. 
Bibaug  til  k.  Sv.  Ak.  Haadl.  58  S. 

Der  Verfasser  knüpft  an  zwei  von  Crofton  gcfandmeu  Süt/t-  an, 
welche  einen  Oberrasi  heiiJon  Krfolg  seiner  eigentümlichen  Methode 
an  den  Tag  leiten,  indem  ciiifiu-hc  Kosulfatc  betreffend  allgemeine 
Curven  durch  eiiifacliü  Iktiacbtuugeu  gcvvuuueu  worden  sind ,  dir* 
durch  analytische  Untersuchung  schwerlich  entdeckt  worden  war  tu, 
und  deren  analytischer  Beweis  factisch  erst  nachträglich  geliefert 
worden  ist.  Er  sieht  iu  diesem  Unistaodo  mit  Becht  nicht  (wie 
Poinsot  im  analogen  FaHe)  einen  Grand  die  analytische  Methode 
za  verachten,  sondern,  allein  die  dargebotene  Veroiebrnng  der  £nt* 
dccknngsmittel  im  Auge,  zuaftchst  die  Anffordcrang  zu  der  Frftge: 
Lftsst  sich  ttbcrhanpt  das  Gebiet  der  Untersachuogen,  in  welchen 
die  Crofton*scho  lletbode  von  Auwenduag  nnd  Erfolg  ist,  begreo- 
zoD?  Der  Versnob  dazu  wird  dann  nntcr  Voraussetzung^  daas  es  sich, 
wie  in  den  Crofton'scben  Sfttzen,  am  Auswertung  von  Integralen  Ober 
eine  von  allgemeinen  Curven  begrenzte  Ebene  haudelt,  in  folgenden 
4  Scbrilten  in  Angriff  genommen.  Erst  werden  Differential  formein 
für  geometrische  Grössen  hergeleitet,  dann  Reductionsformeln  far 
Integrale  der  Form 


wo  <],  <t  zwei  Tangenten  sind,  die  unter  dem  Winkel  w  znsammea'» 
treffen.  Dann  wird  hieran  der  Fall  behandelt,  wo  der  Tangcnteii- 
Schnittpunkt  entweder  nnendlicfa  fern  oder  auf  einer  Gurve  const 
liegt,  dann  Doppelintegrale  entweder  Ober  die  ftnssero  Ebene  oder 
Aber  den  Ring  zwischen  der  gegebenen  Gurve  und  der  Cnrve  const 


H. 
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lialler  v.  Uallerstein,  F.,  Lehrbuch  d.  Elementar  Mathe- 
matik. Nach  dem  Lebrplaoe  fQr  das  kgl.  prcoss.  Kadettcocorps 
iMwb.  T.  Bmno  Hnbea.  3.  Tl.  PeDeam  der  Sekonda.  3.  Aul 
BerUn,  Nanck  A  Co.  Qeb.  4  Mk.  40  Pf. 

Holxnittller,  Gast,  metfaod.  Lttbrbnch  der  ElemeotaroMidie- 
matik.  8.  Tl.  Lehr-  v.  UebuDgBstoff  snr  freien  Auswahl  fftr  dk 
Prima  realist  VoUanstaltea  o.  höherer  Fachechnlen,  nebet  Yw* 
bereitgn.  anf  die  HochscfanMfatheniatik.  Leipzig,  B  6.  Teabiwr. 
Geb.  2  Mk.  80  Pf. 

Siekenb  erger,  Ad  f.,  Leitf.  d.  elementaren  Itfathematik.  1.  Tl. 
Algebift.  8.  Anfl.  München,  Tb.  Ackermann.  1  Mk.  20  Pf;  kait 
1  Mk.  85  Pf. 

—  dass.  3.  Tl.  Stereometrie -Trigonometrie.  2.  Anfl.  Ebd. 
1  Mk.  20  Pf.;  kart.  1  Mk.  35  Pf. 

8amiuluiigett. 

Bock,  Otto  12.  Rieh  Schnlze,  geometrische  Konstroktion- 
a.  Rechenanfgabeß  far  Volka-  a.  Fortbiidangstohnlea.  Leipti^ 
£.  Wonderlich.  40  Pf. 

Braone,  A.,  Recheobucb  für  Stadtschulen  io  7  Heften.  Unter 
gleicbmässiger  Beracksicbtig.  des  Kopf-  u.  Tafelrecknens  beerb. 
Aosg.  B,,  6.  u.  7.  Hft.    Halle,  II.  Schroedel.    75  Pf. 

— -  dass.  AuHösuageu  für  die  Hand  des  Lehrers.  6.  —7.  Hft. 
£bd.   1  Mk.  50  Pf 

Brenner,  Aut,  3iX)  algebraische  .\ufi?aben  zur  Lusuug  mittcli 
einfacher  Schlüsse,  zunächst  für  Lehrerbildungs  Aiistailen  bearb. 
5.  Aufl.    1  rcising,  i  .  P.  Datterer.    äO  Pf.;  Resultate  20  Pf. 

Doru'ö  Aufgaben  für  mündliches  u.  schriftliches  Kccbuei. 
Neu  bearb.  v.  A.  Elsner  u.  R  Sendler.  Breslau,  H.  Handel.  Ansg- 
A.  (in  6  Hftn.).  Resultate  /.u:n  i.  Hft.  2.  \ut\.  öO  Pf.  —  Ausg.  B. 
(in  4  Hftn.)  2.  ilft.  4.  Auä.  io  Pf.,  Ausg.  ii.  Kesulute  z.  o. 
3.  Hft.    J.  Auü.    50  Pf. 

Hartmaun,  Berth.  u.  JuL  Buhs am,  Recheubach  für  deutsfil» 
Stadt-  u.  Landscholea.  Anag.  A.  6  Hefte.  Frankfurt  a.yM.,  Kemel- 
ring'scbe  Hofb.  1  Mk.  65  Pf. 

HeiUnd,  F.  n.  K.  Muthetius,  Bechenbach  für  Yolkischalfli. 
Ausg.  filr  Lehrer.  1.  n.  2.  Hft.  Weimar,  H.  BOfalau.  4  Mk. 

Heilermann,  H.«  Sammlung  geometrischer  Angaben,  h  TL 
Aniigabea,  die  ohne  Anwendung  der  Lehre  tou  der  PropQrtioaalitll 
der  Linien  geldet  werden  kennen.  &  Aufl.  Essen,  G.  D.  Basdthir. 
80  Pf. 
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7.  Schuljahr.  (Ausg.  f.  Bezirksschnlen.)  Amg.  B.  für  Lelaer. 
3.  Aofi.  Aarau,  H.  B.  Saueri&nder  &  Co.  1  Mk.  60  Pf. 

Tabellen. 

Ilrabäk,  Jos.,  practischc  Ililfstabelleii  fiir  lo;zarithraisfhe  u. 
andcro  Zfthlcurochuungen.  3.  Ausg.  Leipzig,  B.  G.  Teabuer.  üeb. 
3  Mk. 

Schröü,  Ludw,,  Logarithmen,  Taf.  III.  Interpobtionsfafel 
zur  Bprcchmin;:^  der  Proportiüualtheilc ,  zunächst  für  seiuc  7 steil. 
Logarithmen,  daiui  auch  zum  allizemeincn  Gebrauch.  22.  Aofl. 
Brauuscbwüig,  Viewog  <&  Sohn.   1  Mk.  öü  Pf. 

Ax'iUiiuvtiJ^  Alurebra  und  rein«  Ajtaljrsift. 

An  teil  heim  er,  Frdr,  Elementarbach  der  Differantial'  und 
iDtegralreebniing  mit  zahlreichen  AnwendnngeB  aas  der  AsalfHi, 
Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc.,  für  höhere  Schulen  xl  den  SeUnt- 
Unterricht  bearb.  4.  And.  Weimar,  B.  F.  Voigt  9  Mk. 

Fiicher,  Ed.,  Reihenentwickinngen  mit  Hälfe  arithmetisdier 
Progressionen  hdherer  Ordnung  Beitrag  zum  mathcmat.  Unterrichle 
an  hCAieren  Lehranstalten.   Berlin,  U.  GUrtner    1  Mk. 

Glaser,  Stoph.,  üla  r  einige  nach  Binominalkoeflizionten  fort- 
BCbreiteudc  Keihen.   Ebd.    1  Mk. 

Ii  er  mite,  Ch.,  remarque  sur  les  nonibres  de  BernooUi  et  Im 
nombres  d'EuIer.   Trag,  F.  Kiviiä«'.    lu  Pf. 

Jauiuann,  G.,  Inconstauz  des  Fuakenputentiala.  Wien,  F. 
lempsky.   9ü  Pf. 

Lie,  SopLus,  UntersuchuDgcn  tiber  nueodlidic  coutuiuirlkbe 
Gruppen.    Leipzig,  S.  Hir/d    5  Mk. 

LübscD,  H.  B,  au>uilirliche8  Leliibutli  der  Aualysis,  zum 
Selbstunterriebt  mit  Kückbii  iit  auf  die  Zwecke  liis  prakL  Lebens 
bearb.    9.  AuÜ.    Leipzig,  F.  Braudstetter.    'S  iMk.  tiU  Pf. 

Marggraff,  Beruh.,  primitive  Grui>pt  iu  welche  eine  transitifc 
Gruppe  geringeren  Grades  enthalten.    Berlin,  U.  (Järfner     1  Mk 

Keujiiaun,  Igii.,  Durcliiuliraug  v.  Zinses/iiiseii-,  Ucuteu- 0- 
Amortisatiunsrechuungeu  auf  gcwöhuliehem  Uccliuuugswege  dnrch 
gauz  neue  Anwendung  der  Zahlen  aus  den  ZiUBessiusen-TabeUea 
2.  Anfl.  Wien,  C.  Oerold's  Sohn.  4  Mk. 

Pnchberger,  £man.,  eine  allgemeinere  Integration  der  OÜ* 
ferenüalgleicbnngen.  3.  Hft  Ebd.  1  Mk.  6U  P£ 

Schafheitlin,  Panl,  Ober  die  Produkte  der  Lösungen  hone- 
gener  linearer  Differential-Gleichnngen.  Berlin,  R.  Gärtner.  1  Mk. 

Schlott  er  beck,  B.,  EaacknOsse  fürFrennde  des  Bechnena 
Langensalza,  Scbnlbachhlg.  1  Mk.  dO  Pt 
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Sendler,  R.,  Ranmlehre  für  Präparandenanstalten.  2.  Aufl. 
Breslaa,  H.  Handel.  1  Mk.  20  Ff.;  geb.  1  Mk.  40  Pf.  Riwritat« 
15  Pf. 

Yries,  ,lau  de,  über  die  Curven  5.  Ordog.  mit  4  Doppel- 
pttukten.    Wien,  F.  Tempsky.   30  Pf. 

Walleahauer,  Ghilf,  Sclmlgeometrie  für  die  Hand  der 
Schüler.   1.  u.  2.  Heft.   Kudolstadt,  Hofbucbdruckerei.    76  Pf. 

Winter,  Wilh.,  Stereometrie.  Lehrbuch  u.  AutL^abensammla- 
für  Scbülcn.  2.  Aufl.  Müücheu,  Th.  AckermaHu.  i  Ali.  GO  iL, 
k&rL  1  Mk.  ÖU  Pf. 

W  al  f i ng ,  £.  A.,  tabellarische  Ueberaicht  der  «iafiKhoii  Formen 
to  B2  krystaUcgraphiBchen  Symetriegroppen.  7  Tafeln  nebst  Er* 
llntornngeD.  Stattgart,     Scbweizerbart.  In  Uappe  5  Hfc. 


Trigonometrie. 

Bfitibarger,  F.,  knizer  Lehrgang  der  ebenen  Trigonometrie 
Bit  rielen  Aufgaben  n.  Anwendungen.  Bern,  K.  J.  Wyss.  Kart 
1  Mk.  90  Pf. 

Lenganer,  Job.,  die  Ornndlebren  der  ebenen  Trigottometriei 
Ein  Leitfaden  fQr  den  Unterricht  mit  Uebnngflanlsaben.  Kempen. 

J,  Kusel.   80  Pf.;  f^cb  1  Mk.  10  Pf. 

Spieker,  Th.,  Lehrbuch  der  ebenen  and  sphärischen  Trigono- 
metrie  mit  Uebnngsaufgaben  und  einer  karzen  Einleitung  in  die 
sphärische  Astronomie  für  höhere  liehranstaiften.  3^  Anfl.  Potadma. 

A.  Stein.    1  Mk.  40  Pf. 

WintfT.  Wilh. 5  Trigonometrie.  Lehrbuch  u.  Aufgabensaoimlg. 
für  Schulen.  2.  Aufl.  München,  Th.  Ackermann.  I  Mk-i  kart.  1  Mk. 
16  Pf. 


Fraktiisehe  Geometriei  C^eodibie. 

Ambro nn,  BreitenbestimmQngen  zur  See.  Im  Auftrage  der 
INiektien  to  dentidion  Seewarte  baarb.  Imberg,  Friederichaen 
*  Co.  S  Mk. 

Banr,  Frs.,  Lehrbuch  der  niederen  Oeodiaie.  5.  Aul.  Beiiia 
P.  Par^.  Geb.  12  Mk. 

Mittheilungen  aas  dem  Markioheidewaaen.  Verelnenchrift 
daa  rhain.-waatfU.  Markscheidervereina.  Qrsg.  t.  B.  Weni^.  8.  Hit 
FMbaig,  Gras  ä  Geriaeh.  3  Mk. 

Sehtieben,  W.  E.  A.  Landmaaakunat  9.  Aufl.  1«  Bd.  1. 
tt.  S.  Eft.  Halberatadt,  Emst'sche  B.  4  Mk. 
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Lamprecht,  Wilh.,  Wo  v.  wie  soll  man  Wettenftiileii  bAoea? 
Gdttiiigeii,  Vaadenhoeck  ä  Ruprecht  1  Mk. 

L and me 88er,  die,  in  Preaasen,  ihre  Ansbildtmg,  Prftfniif  vad 
BestaUong,  ihre  GeBChäfte  nnd  Taxen.  Berlin,  R  t.  Deckbr.  Eait 
4Mk. 

M&nfai,  Ed.,  das  gelÖ8te  Problem  der  Aerooantik.  Verglei- 
cbende  Kritik  der  bis  heute  zur  Lüsnng  der  aeronantiachen  Aufgabe 
in  Vorschlag  gebrachten  Projekte  reap.  Principien.  Wien,  Spiel- 
hagen &  Scbarich.   2  Mk. 

Mio t he,  Ad  f.,  Lehrbuch  d.  praktischen  Photographie.  1.  Hft. 
Halle,  W.  Knapp.   1  Mk. 

Paul' 8  Tabellen  für  Elektrotechnik  Zum  prakt.  Gebrauch  für 
Techniker,  Werkmeister,  Werkstattarbeiter,  Maschinisten,  MonteorC' 
Leipzig,  H.  Paul.   Kart.  Cn  Pf. 

P  i  z  z  i  g  h e  1 1  i ,  G.,  Au  1  e 1 1 u ; i g  zur  i^hotograpiiio  fUr  Anfänger. 
7.  Aufl.    Halle,  W.  Knapp.    Geb.  3  Mk. 

Pra8ch,  Adf.  u.  Hugo  Wietz,  die  elektrotechnischen  Maasse. 
Lehrbuch  zum  Selbststudium.  Leipzig,  0.  Leiner.  3  Mk.*,  geb. 
3  Mk.  50  Pf. 

Paililraann,  Rieh.,  GrundzOge  der  Elektrotechnik  Eine  ge- 
mei  11  [assliche  Darstellung  der  Grundlagen  der  Starkstioin  Elektro- 
technik  fQr  Ingenieure,  Architekten,  Indnatrielle,  Milit&rs,  Techniker 
n.  Stndirende  an  techn.  Mittehichulen.  2.  HftUte.  Ebd.  6  ML; 
(kpit.  geb.  13  Mk.) 

Schräder,  W.,  Ezpositionatafeln  aur  Beaüounnng  der  Be- 
lichtungszeit beim  Photographiren.  Remacheid,  W.  WitzeL  Kart. 
1  Mk.  50  Pf. 

Sehwartae,  Th.,  die  Lehre  Ton  der  Elektricität  nnd  deren 
praktische  Yenrendnng.  Leipzig,  J.  J.  Weber.  10  Mk.;  geh  18  Mk. 
Stochert,  C,  das  Marine-Chronometer  n.  seine  Yenreodaag 

in  der  nautischen  Praxis.  Im  Auftrage  der  Direktion  der  dentaehea 
Seevarte  bearb.   Hambarg,  Friedcrichsen  &  Co.   8  Mk.  • 

Stiefel,  H.  C,  die  lichtempfindlichen  Papiere  der  Photogra- 
phie. Ein  Leitfaden  ffir  Berufs  u.  Amatear*Photographen.  Wiea, 
A.  Harüeben.  3  Mk.;  geb.  3  Mk.  80  Pf. 

Taschenbuch  zum  prakt.  Gebranch  für  Fiugtechnikcr  and 
Luftschiflfer,  unter  Mitwirk.  v.  H.  Hoemes,  V.  Kremer,  0.  Lilien- 
thal, A.  Miethe,  K.  Müilenhoff  u.  A.  hrsg.  ?.  Herrn.  W.  L.  Moede- 
beck.   Berlin,  W.  II.  Köhl.    Geb.  3  Mk.  50  Pf. 

Untersuchungen  über  Lichtweite  u.  Helligkeit  der  Scbiffs- 
positiüuslaternen  m.  besoud.  Rücksicht  auf  die  richtige  Färbuns  der 
Gl  a^fr,  :i!is^'cfubrt  im  Winter  1F93,94  anf  Anordnung  des  Iv-tchs- 
Mariiie Luntes  von  der  Direktion  der  deutschen  Seewarte.  Hsjoborg, 
L.  i;  rieüerichsen     Co.  2  Mk.  50  Pf. 
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Gatftlog  der  aBtroaom.  Gesellsebaft.  1.  AbUi.  Catalof  d«r 
Sterne  bis  zur  9.  GrOsse  xwiscben  80^  nOrdl.  n.  2*  godl  DeUinatiM 
fftr  das  Aeqainoctinxii  1875.  6.  Stflck.  Leipzig,  W.  EngelDasi. 
38  Mk. 

Elster,  J.  n.  H.  Geite],  elektrische  Beobachtungen  auf  dos 
Sonnblick.  Wien,  F.  Tenipsky.   20  Pf. 

Fauth,  Phil.,  astronomische  Beobachtungen  o.  Beanltate' sn 
den  J.  1090  a.  1891,  erhalten  auf  seiner  Privatstemwarte  in  Kaisers- 
lautem.  I  n.  II.  Kaiserslautern,  A.  Gotthold.  30  Mk. 

Foerster,  W.  u  P.  Lehmann,  die  veränderlichen  Tafeln 
des  astronomischen  und  chronolo^nschen  Theils  des  kgl.  iireuss.  Nor- 
malkalenders  t.  1896.  Nebst  c.  iill^'oin.  Statist.  Beitrage  vou£.  Bleock. 
Berlin,  Verlag  des  kgl.  Statist.  Bureaus.   ')  Mk. 

Frejlach,  Oius,  intoriiu  all'  audaineuto  diuroo  che  ha  la 
frequenza  di  rutazioni  del  veuto  ueil'  iuierrallo  die  4  ore  a  Praga. 
Prag,  F.  Rivndt-.   20  Pf. 

Gozeitentaf ein  f.  d.  J.  1896.  Ilrsg.  yoo?  Reichs-Marinc-Amt. 
Kfd,:  Observatorium  zu  Wiilielrashaven.  Mit  14  Blattern  in  Stt^in- 
diück,  eiith.  Darstellung  der  Gezeitenströmungen  in  der  Nordsee, 
im  Engl.  Kanal  u.  der  Jrischeu  See.  Berlin,  Mittler  &  Sohn.  1  Mk- 
50  Pf. 

GraTelins,  H.,  Erlftntemng  der  Beziehnngen  zwischen  meteo- 
rologischen und  Hochwasser-Erscheiiiungcu  im  OdergebieL  Berlin, 
F.  Dflmmler's  T.  1  Mk. 

Handwörterbuch  der  Astronomie,  hrsg.  von  W.  Talentiner. 
1.  Lfg.  Breslau,  E.  Trewendt.  3  Mk.  eO  Pf. 

Jahrbuch,  Bertiner  astronomisches,  fhr  1897  mit  Angaben  Ar 
die  Opposition  der  Planeten  (1)  — 368)  für  188&.  Hrsg.  von  den 
Bechen-Institute  der  kgl.  Sternwarte  zu  Berlin  unt«r  L^tnng  vea 
F.  Tietjen.  Berlin,  F.  Dftmmler'B  T.  18  Mk. 

—  der  Astronomie  o.  Geophysik.  Hrsg,  Herrn.  J.  Kleis. 
6.  Jahrg.  1894.  Leipzig,  E.  H.  Mayer.  Kart  7  Mk. 

—  deutsches  meteorologisches,  f  1893.  Beobachtungs-System 
der  deutschen  Seewarte.  Ergebnisse  der  meteorolog.  Beobacbtongeo 
an  10  Stationen  ll.Ordng.  und  an  45  Signalstellen,  sowie  stündliche 
Aafzeichnuugen  an  2  Normal-Beobacbtungs-Stationen.  XVI.  Jabrg- 
(18.  Jahrg.  der  meteorolog.  Beobachtungen  in  Deutschland.).  Hrsg. 
TOD  der  Direktion  der  Seewarte.  Hamborg,  L.  Friederichsen  A  Co. 
13  Mk. 

—  dass.  f.  1894.    Meteorologische  Station  I.  Ordug.  in  iiremen 
Ergebnis'-e  der  meteorologischen  Beobachtung 'ii    Stündliche  Auf- 
zeichnung' (i*  r  Kegi'ir  erapparate.  Dreimal  tägliciie  Beobachtungen  m 
Bremen  und  an  4  lirgenstatioueD.  Hrsg*  v.  Paul  Bergholz.  V.  Jaifff' 
Bremen,  M.  NOssier.  3  Mk. 
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Annale n  des  physikal.  Central -Observatoriums,  brsg.  von  H. 
Wild.  (Knssisch  u.  Deotsch.)  Jahrg.  1893.  2.  Tl.  Leipzig,  Yo«'i 
Sort    15  Mk.  60  Pf. 

Bcdell,  Frederic  u.  A.  C.  Crohore,  Theorie  der  Wechsel- 
ströme in  analytischer  u.  graphischer  Darstellung.  Deatflcii  Toa 
Alfr.  H.  Buchcrcr.    Berlin,  J.  Springer.    Geb.  7  Mk. 

Brandt,  G.,  Schulphysik  für  die  Gymnasieu,  nach  Jahrgängen 
gpordiiot.  I  Teil.  Obertertia.-  Mechanik  u.  Wärraelehre.  L'Dter- 
sekuTHia:  Magnetisiiius ,  KiLkiricität,  Akustik  u.  Uptik-  Berlin,  L 
biuiiui).   Kart.  1  Mk. 

Bryau,  G  II.  u.  L.  Boltzmann,  über  die  mechauische  Adä- 
logie  des  Wärmegleichgewiehtea  zweier  sich  berahreoder  Kdipcr. 
Wien,  F.  Tempsky.  3»  Pf. 

Gzermalt,  Uber  die  Tempentarvertheilnng  längs  eines  dflnsei 
Drahtes,  der  von  einem  constanten  Strome  dorcbflossen  wird.  EU. 
60  Pf. 

E  lern  enterb  II  eher,  natorwiasenschaflliehe.    2.  PIitsUc 
Balfonr  Stewarte.  Dentsclie  Ansg.  beiorgt  t.  £.  Warbnrg.  6.  Aufl. 
Strassbnrg,  K.  J.  Trflbner.  Kart  80  Pf. 

Feldmann,  Glarenco  Panl,  Wirkungsweise,  Prflfang  n.  Be- 
rechnung der  Wechselstrom  Transformatoren.  Für  dlo  PraiiB  beerb. 
2.  Tl.  Leipzig,  0.  Leiner.   6  Mk.   (kplt.  geb.  13  Mk.) 

Genau,  A.,  Physik  für  Lehrerbildnngsaastalten.  Gotha,  IL  F- 
Thienemann's  Vlg.   2  Mk. 

Graetz,  L.,  Compendiam  der  Pbysiic.  FOr  Stndirende.  2.  Aofl- 
Wien,  F.  Deuticke.   7  Mk. 

—  Die  Elcktricitüt  u.  ihre  Anwendungen.  Ein  Lehr-  u-  Lese* 
buch.    5.  Aufl.    Stuttgart,  J.  Engelhoni.    7  Mk.;  geb.  8  Mk. 

Hertz,  Heinr.,  üeber  die  Ba/irhuug  zwischen  Lieht  undElck- 
tricität.    9.  Aufl.    Bonn,  E  Strau^b.    1  Mk. 

Hollmaun,  M.,  Physik.  (Laudwirtsch.  Unterr. -Bücher,  ü.  And- 
Berlin,  P.  Parey.    Geb.  1  Mk.  20  Pf. 

Kolbe,  Bruiiu,  Kiiilulii ung  lu  die  Elektricitätslehre.  II.  Dy* 
namischo  Elektricität.  Berlin,  J.  Springer.  3  Mk.;  geb.  3  Mk.  ?OPf. 

Kollert,  Jnl.,  Eatechismos  der  PLj&ik.  Aull.  Ltiyü^ 
J.  J.  Weber.  Geb.  4  Mk.  50  Pf. 

Koppe 's,  E.,  Anfangsgrande  der  Physik  mit  Einsehlaii  ^ 
Chemie  nnd  mathemat.  Geographie.  21.  AÖfi.  Aasg.  B.  in  2  Lsh^ 
gingen.  Für  höhere  Lehranstalten  nach  den  prenssiscfaen 
plteen  V.  1892  beerb,  t.  A.  Hnsmann.    I  Tl.:  YorbmUaAtt 
Lehrgang.  Essen,  G.  D.  Baedeker.  Geb.  2  Mk.  20  Pf. 

Krftmer,  Jos.,  Wiiknngsgrade  nnd  Kosten  elektrischer  sa^ 


Digitized  by  Google 


Image 
not 
a  vailable 


Mitthei  luiiijcn  iIlt  mathemat.  üoäcllschaft  in  Ilanibarg.  3.  Bd. 
5.  llft.  Reil.  V.  Küpcke,  Ahlhora  u.  Schröder.  Leipzig,  B.  G.  Xeab- 
ner.   80  Vi. 

Neujahrsblatt,  hrgsg.  v.  der  naturforschendeu  Gesellschaft 
auf  d.  J.  \aOb.   (Peruet,  Ucrm.  ¥.  Helmbultz.)   Zürich,  F&ai  ^  Beer. 

2  Mk.  20  Pf. 

Schritten  der  Gesellschaft  zur  Beförderung  der  gcsainmten 
Naturwissenschaften  zu  Marburg.  12.  Bd.  6.  und  7.  AbhaudluQg. 
Marburg,  K.  G.  Elwert.  (6.  Die  wolkenlosen  Tage,  beobachtet  it 
d.  J.  1866  bis  1894  an  der  meteorotog.  Statioa  Harburg.  Von  F. 
Uelde.  80  Pf.  —  7.  YerzeicliDifls  der  wiraeDtchaltUcbeA  Abband- 
laogeo  n,  Scliriften  von  Franz  Melde.  20  Pf.) 

—  der  pbysilcaliscb-ökonomisehen  Gesellecbaft  za  KOnigsbeis 
L  Pr.  35.  Jahrg.  1894.  Königsberg,  W.  Koch.  6  Mk. 

Sitzungsberichte,  Mflnch.  Matbm.  Claaze.  1894.  4  Hfl 
Mflncben,  Franz'  Ylg.  1  Mk.  20  Pf. 

—  Wiener.  Mathem..natarw.  Glaase.  Wien,  F.  Tempsky.  Abth. 
IIa.  103.  Bd.    &  Hft  4  Mk.  40  Pf.  —  Abtb.  IIb.  a^iaHft. 

3  Mk.  20  Pf.  —  Abth.  III.  8.  - 10,  Hft.   3  Mk.  40  Pf. 

Wolf,  R.,  Taschoubnrh  f.  Mathematik,  Physik,  Geodäsie  a. 
Astronomie.  6.,  lur  li  A.  Wolfer  voHend.  Anfl.  1.  LUg.  Zfinch,  F. 
SckoUbess.  1  Mk.  20  Pf. 
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Litteiarischer  Bericht 

LV. 


Geometrie. 

Regeliniissige  Schnitte  und  Projectionen  des  Hundertzwuii/ig- 
zelles  uud  Seclisiuindi  rtzelles  im  vicrdimensionalen  Räume.  Von 
P.  H.  Schoute.  MU  sieben 'latelu  und  drei  Tabelleu.  Amsterdam 
181)4.  JüLauiiüs  Müller  (Verhaudl.  d.  Küiiingkl.  Ak.  vau  Wet.  t© 
Amsterdam.    1.  Sectiu  Deel  IL  No.  1.)   20  ö. 

Die  vorliegende  Arbeit  unternimmt  es,  die  2  genannten  vier> 
dimcnsionalen  regelmässigen  Gebilde  (Tielzelle)  eingehend  auf  alle 
consUtoireDden  Elemente  nach  Ordnnng  nnd  Mass  darzustellen.  Die 
Schnitte  und  Projectionen  sind  nicht  ihr  Ziel,  sonderu  das  Mittel 
der  Darstellung  und  dem  Zwecke  entsprechend  gewählt.  Das  Sechs- 
hnndertzell  ist  eingosrhiosseii  voi»  ß'Hl  regelmässigen  Tetratiiern, 
deren  jp  2»*  nm  eine  Ecke  liegen.  Das  Hundertzwan/ig/.ell  ist  von 
ihm  da^  n niiroke,  eingeschlossen  von  120  rege] Tn:i<< sitzen  Dodeka- 
edern, 12  um  jede  Ecke.  Jeder  Ecke,  Kante.  Mäche,  iSeift*  des 
einen  Gebildes  entspricht  eine  beite,  Fläche,  Kaute,  Ecke  des  andern. 

H. 

0?er  de  merkwiftnUge  panten  van  den  driehoek.  Door  W. 
Knpteyn.  Amaterdam  18^.  Johannefl  Mttller.  (Verb.  d.  Konin^. 
Ak»  vnn  Wet  te  Amsterdam,  1.  Seclie,  Deel  IIL  Nr.  3.)  93  8. 

Ks  handelt  sich  um  tiestaltnng  der  Theorie  der  merkwtirdigen 
Punkte  des  Dreiecks  bei  Bestimmung  der  Paukte  durch  complexe 

Aio. «.  ibtk. «.       t.  n«ik«.  T.  ziT.  a 
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Coordinateo.    Zuerst  werden  die  nötigen  Sätze  nnd  Formeln  Uber 

diese  Darstellungsform  überhaupt  entwickelt  nnd  auf  verschiedene 
Pnnkte,  tromde  und  krumme  Linien  angewandt,  dann  einige  Folg-e- 
rungen  daraus  gezogen,  zuletzt  einige  BeziehoDgen  zwischen  oinom 
willkürlichen  Punkte  und  seinen  Polpunkten  in  Bezug  auf  die  Ecken 
des  Dreiecks  untersucht.  Yigarie,  Beltrani  und  Morlej  haben  be* 
reits  gleiche  tregenstande  behandelt  H. 

Ckrandlag«!!  filr  die  geometrische  Anwendoog  der  Invarianten, 
tkeorie.  Von  Dr.  P.  Miith.  Mit  einem  Begteitwort  toq  M.  Pasch. 
Leipsig  189&  B.  O.  Tenbner.  331  S. 

Das  vorliegende  Buch  soll  denjenigen,  welche  zum  beabsichtigten 
Studium  der  Invariantentheorie  iu  ihrer  Anwendung  auf  Geometrie 
die  nötigen  Vorkenutuisso  noch  nicht  besizen,  dieselben  verschaffen. 
Dazu  gehören  folgend©  Lehrgegenstände:  das  Doppelverhältniss, 
liüöare  Coordinaten  iu  der  Geraden,  die  Punktreihe  und  das  Strali- 
IcnbUschel  in  der  Ebene,  lineare  Coordinaten  in  der  Ebene,  die  ein- 
förmigen Grundgebilde,  Erweitemog  des  Begriffs  „Raomelement^V 

Gimidgebilde  2.  Stufe,  graphieche  Eigeoschaftea  der  Figuren, 
lineare  Coordinaten  im  Banme,  die  Traosformation  der  linearen 
Coordinaten,  projeetive  Grundgebilde  1.  Stnfe,  ooUineare  Gnud- 
geUIde  S.  Stufe,  coUiueare  rftomliehe  Systeme,  reciprolte  Grandgebildet 
Ittvolntorisebe  Gmndgebilde.  H. 


Pie  Elemente  der  vierdimensionalen  Gebilde  mit  besonderer 
Berflcksicbtigung  d«r  Polytope.  Von  Dr.  Max  Brückner,  Beul* 
gymnasialoberiebrer.  Zwicliau  1894.  R.  Zttcitler.  61  & 

Das  Buch  erwirbt  sich  das  Verdienst,  die  verschiedenen  i-  or- 
scbuuk'swcgo  im  Gebiete  der  Mehrdimensionengeometrie  znaammen- 
y.uluhreu  und  die  Resultate,  soweit  es  gelingt,  au  einer  systemati» 
sehen  Lehre  zu  gestalten.  Dass  diese  Lehre  nicht  von  allgesMiiaea 
Begriffen  ausgeht,  sondern  ihrem  Crspruug  gemtss  als  enreiterade 
Anfitoge  auf  euklidischer  Basis  ausbaut  werden,  Ist  selv  in  bil- 
Ilgen*.  Dem  entspricht  auch  die  gegenwärtige  Bescbftlltigung  mit  der 
nScbst  höheren  Dimensionssabl.  Die  Einleitung,  welche  die  Urbe- 
grife  der  Raumlehre  bespricht,  Iftsst  klares  Urteil  elnigermanneii 
Termtssen:  sie  steht  noch  auf  Kant'scbcm  Standpunkt  und  venniacht 
die  Hehrdiroensioucngeometrie  mit  der  nichteuklldischen  Geometrie, 
Beides  hat  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Behandlung  des  eigent- 
lichen Lehrgegenstaudes,  daher  übergeben  wir  sie  lieber.  la  (.  1. 
werden  durch  diiecte  Scbltsse  auf  enkUdischer  Basis  Sfttaa  Uber  die 
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Lftge  von  Ponkteii,  Gerftdes,  Ebenen  nnd  Rftamen,  ood  zwar  10 
Ober  üas  GemeiDMUBe  tweier,  3  über  die  lenkrecbte  Lage  berge- 
leitet  Erklärungen  werden  nicht  gegeben;  in  Betreflf  de8  Raumbe- 
griffs, der  allein  einer  Erklärung  bedurft  hätte,  wird  in  der  Ein- 
leitung auf  eine  Schritt  von  Schlegel  verwiesen.  Nicht  wol  beErreiflich 
ist  es,  warnra  der  Verfasser  die  uncutln  hrlicho  Bedingung  tou  Sätzen, 
dass  jene  2  Gebilde  einen  Punkt  L'i  inoin  hnben ,  nuf  die  sich  doch 
der  Beweis  beruft,  bei  ihrer  Aufstellung  j*  ilcsnial  woppt  hssen  hat 
Die  hetreffeutlen  Sätze  sind  daher  ihrem  Wortlaut  nach  ufirichtig; 
dass  sie  im  allgemeinen  zntrefFen,  ist  nicht  bewiesen.  Es  folgt  nun 
die  analytische  Behaiidlung  des  gleichen  Lt  In  >toffs.  welcher  die  ortho- 
gouale  Ordnung  des  -4  iJimen.sionen-Gcbiets  zugrunde  legt.  Es  wäre 
von  grossem  Vorteil  gewesen,  hatte  die  Darlegung  uiiii  die  Auf- 
fa&äuug  sehr  erleichtert,  wenn  die  analytische  Behandlung  der  syn- 
tbetiichen  vorausgegangen  wäre.  Gewöhnlich  ist  der  geometrische 
Mliut  akbt  mir  kOrzer  und  einfacher  als  die  Bachniing,  sondern 
nird  Mek  nnmittalbar  doreb  ABsehaonng  uatenttltet.  Im  vorliegen* 
den  Falle  tiiid  beide  Vorteile  auttehliesdich  aif  Seiten  des  anatyti- 
•ehea  VeHabrent.  Eine  ursprüngliche  Yontellmig  der  4ten  Dinen- 
sloD  ist  nicht  Torbandeo,  kann  also  der  Anscbannng  nicht  sngnte 
koameik  Dagegen  stellt  sieb,  nachdem  Tsnnittelst  der  Coordinaten- 
gleicbnngen  die  Yertanscbbarkeit  der  Dimensionen  ans  Lickt  ge- 
treten ist,  die  Anscbannng  sofort  her,  indem  man  irgend  3  lieliebige 
DisMnslonea  sn  einem  Ranme  combinirl  and  in]  diesem  Banme 
die  enklidiscben  Gebilde,  in  eine  bisher  nnbekannte  Welt  ftbertragen, 
wiederfindet  Aach  zeigen  die  Beweise,  die  in  §  1.  für  jeden  8ats 
einzeln  geführt  werden  mnssten  (Sitse  die  ans  der  analytischen  Form 
in  ihrer  geometrischen  Bedeutung  gefasst  nnmittelbar  feigen),  dast 
der  Gebrancb  der  Coordinatcn  kein  Umweg,  sondern  der  gerade, 
ktirzeste  und  Icichtest  fasslicbe  ist  Das  Zuwerkegehen  im  Bncbe 
ist  ohne  Beachtung  der  Natur  des  Gegenstandes  bloss  der  Gewobn* 
hcit  gefolgt  Von  hier  an  sind  die  Polytope  (geschlossene,  linear 
begrenzte,  vierdimensionalc  Gebilde,  von  Andern  Vielzello  genannt) 
Lehrgegenstand.  Von  allen  metrischen  Bestimmungen  wird  abge- 
sehen ;  es  handelt  sich  allein  um  Auzahien  uud  Verbindungen  der 
Elemeate  (Ecken,  Kanten,  Flächen,  Seiten)  jedes  Typus  isomorpher 
Gebilde.  iJie  Anzahlen  werden  durch  den  erweiterten  Euler'schen 
Satz  und  einige  hinzukommmtlo  Bedingungen  begrenzt,  die  Verbin- 
duiigeu  uod  das  Aneiuandergrcnzen  der  Elemente  durch  Projectiuuen 
vor  Augen  gestellt.  Ebenso  werden  dann  die  Typen  der  regel- 
mässigen Polytrope  behandelt  Hoppe. 

Die  fiewegnngsgmppen  der  regelmftssigen  Gebilde  von  ?ler 
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Dimensionen.  Inaugnral-Disscrtation  zur  Erlangung  der  Doctorwürde 
in  der  Hohen  philosophischen  Facnltät  der  Grosshor/oLjlich  Hessischen 
Ludwjgs-Uuiversit-aL  Glessen  vorgelegt  von  Salonion  Levi  van 
088  auft  Werkeudam.  Utrecht  1894.  P.  den  Boer.  38  S. 

Die  Einleitung  gibt  die  analytischen  Grund  I  lgen  der  Vierdimen- 
sionengpometrie ,  stellt  Sätze  über  die  La^c  der  Ebenen  anf,  be- 
stimmt die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  durch  dessen  Coordiaatea 
bezüglich  auf  2  absolut  normale  Ebenen  und  zerlegt  eine  beliebige 
Rotation  in  6  Componenten.  Aaf  dieier  Baals  werden  dann  die  Be- 
wegungen des  regelmässigen  6  zells,  8  nnd  16  sells,  24  lells,  120 
and  600  zells,  d.  L  zweier  reeiproker  Paare  nod  zweier  sieh  seibtt 
reciprolLer  Gebilde,  in  einfoehstea  Gruppen  dargestellt.  fi. 


GrnodzOge  der  Geometrie  Ton  mehreren  Dimensionen  und 
mehreren  Arten  gradliniger  Einheiten  in  elementarer  Form  ent- 
wickelt Von  Ginaeppe  Yeronese,  Professor  an  der  KOni^. 
Universität  sa  Padua.  —  Mit  Genehmigaog  des  Verfassers  nach  eiaer 
nenen  BearbeiUing  des  Originals  ubersetzt  ven  Adolf  Scheppe, 
Premierlieutenaot  a.  1).  zn  Wiesbaden.  Leipzig  1884.  B.  Q.  Tenb- 
ner.  740  & 

Das  Riesenwerk  besteht  aus  foli^^endeii  Teilen:  Einleitung,  Panda- 
mentalsfttze  über  die  abstracteu  mathematischen  Formen  (9  Capiiel). 
Erster  Teil.  Die  Gerade,  die  Kbeue  und  der  Raum  von  3  Dirnen- 
sioncn  im  allgemeinen  liauiu.  Zweiter  Teil.  Der  Kaum  von  4  und 
n  Diiuensiuueu  iu  dem  all.i:t meinen  Raum.  Das  Ganze  stellt  sicli 
dar  als  ein  Versuch,  die  gesamte  liaunilehrö  mit  Einschlus:»  allt-r  von 
der  bisherigen  Forschung  verfolgten  Richtungen  ans  reinen  Ver&taa- 
desbcgritlen  herzuleiten,  entwickelt  dieselben  jedoch  durch  Ausgehen 
von  den  speciellen  13egriffeu  und  versäumt  überhaupt  uiclits,  um  mit 
der  gewühnlicbeu  Doctrin  iu  i:  uhiuug      liieibeu.  Ü. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Zum  Ge- 
brauch an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststodinm  darge- 
stellt nnd  mit  zahlreichen  Uchungsbeispielen  versehen  von  Dr.  H. 
Ganter,  Professor  an  der  Kantonschule  in  Aarau  und  Dr.  F. 
Radio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich.  Mit  54  Figuren  im 
Text.  Zweite,  verbesserte  Aotiage.  Leipzig  1894.  B.  Q.  Tenhner. 
165  a 

Das  Buch  enthält  die  Lehre  von  den  (parallelen,  reehtwinUigea 
und  Polar-)  Coordinaten  mit  Anwendong  auf  die  Gerade,  den  Kreta, 
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diG  Ellipse,  Ilypcrhtl  und  Parabel  und  tUgt  den  eiozelnoo  Abschnitten 
Uebtingsaafgaben,  im  ganzen  406,  bei.  H. 


Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  bearbeitet  VOB  0.  Fort 
ond  0.  Sc hlö milch.  Erster  Toü.  Analytische  Geometrie  der 
Ebene  von  0.  Fort,  weil  Tro^essor  am  Köaigl.  säcbs.  Polytechnikam 
zu  Dresden.  Sechste  AnHage  besorgt  von  R  Heger  in  Dresden. 
Mit  in  den  Text  gedniokfceo  HoUschsittea.  Leipiig  1895.  B.  Q. 
Teoboer.  264  & 

Der  jetzt  enchienene  I.  Teil  eethilt  die  Lehre  yob  den  Coor> 
dinaten  in  der  Ebene  mit  Anwesdang  auf  die  gerade  Linie,  den 
Kreis,  die  Kegelschnitte,  einige  specielle  Linien  höheren  Grades  and 
einige  specielle  transcendente  Cnrren.  IL 

Rccuoil  de  problörncs  de  niatht'niati(iue8.  Geometrie  aualytiquo 
a  truis  dirnensions  (et  geometrie  supericure):  A  Tusagc  des  classcs 
de  iiialhetnatiiinos  speciales.  Par  C.  A.  Laisaut,  Docteur  ös  sci- 
cnces,  Aucieu  eleve  de  T^^ole  Polytecbuiqne.  Paris  1H93.  üauthior* 
Villars  et  tils.   95  S. 

Das  Bach  entbftlt  eine  sachlich  geordnete  Zvsammenstellnng 
aller  seit  1842  in  den  Hanp^onraAlen  iu  fransdsischer  Sprache  pn- 
blicirten  Sfttze  nnd  Aufgaben  ans  der  Raoingeonietrie  mit  Angab« 
der  Antoren.  Die  Einteilung  ist  folgende:  Geradlinige,  sphärische 
Figuren;  Curven  und  Flächen  2.  Ordimng,  geometrische  Oerter  von 
Ponkten;  von  Linien,  algebraische,  allgemeine  Curven  und  Flächen. 

a 

Ueber  die  parabolische  Spirale.  Eine  Monographie  von  Dr.  G. 
D.  £.  Weyer,  Geh.  Bath  und  Prof.  in  Kiel.  Kiel  und  Leipsig 
1S94.  Lipsins  n.  Tischer.  86  S. 

Bezeichnen  r,  v  die  Poiarcoordinaten  des  lauicudca  i'uuktes,  so 

ist 

die  Gleichung  einer  ebenen  Curve,  welche  Jacob  Bemoulli  anter  dem 
Namen  ..parabolische  Si»irale"  einmal  untersucht  hat ,  später  nicht 
wieder  darauf  zurückgekommen  ist.  Die  t^egenwiirtige  Arbeit  folgt 
seinem  Gange  und  ero^änzt  die  Untersuchung.  Es  werden  die  Tan- 
gente, die  Ma:^ima  und  Minima  der  rechtwinkligen  Coordtnateu,  die 
Inflexionspnnkte ,  die  Doppelpunkte,  die  Quadratur  und  die  Recti- 
ficatiou  berechnet  IL 
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Coari  de  g^oiiiMrw  analytiqoe  k  Tusage  dei  ^lives  da  U  cImm 
de  matb^niatiqaes  speciales  et  dee  GandidaU  aaz  £eoleB  du  GouTer- 
nement  Par  B.  Kiewenglowski,  Professenr  da  mathömatiqiies 
Bpedales  aa  Lycde  Louis-le  Grand,  Membre  da  Gonaeil  sup^rienr  de 
rinstraction  publique.  Tome  I.  Sectio ns  coniqucs.  Tome  II.  Gon* 
stniction  des  courbes  planes;  GOinpl<^ineuts  rdatifs  aox  coBiqaei 
Paris  1895.  Gaatbier-Yillars  et  fils.  482  +  292  S. 

Die  Lehrgt'geustäude  sind  folgende.  Im  1.  Band:  Präliminarien, 
gerade  Linie;  bomogcue,  trilineare  Coordlnaten,  loTarianten;  Ge- 
radonbüscbel,  Kreis;  geometrische  Oerler;  Corvea  8.  Grades;  Mittel- 
pankt;  Dorcbmeeser;  Bednetion  der  Gleicbaog;  Lftoge  der  Axeo« 
Sfttze  Yon  Apollonias;  homotbetische,  ahnllehe  Figuren;  TaDgenten 
und  Normalen:  Enveloppen;  Pole  and  Polaren;  rcciproke  polare 
Cnrren;  Kegelschnitte,  die  durch  gegebene  Pnnkte  geben  oder  ge- 
gebene Gerade  berflbren;  Brennpaskte;  gemeinsame  Secantaa  sweler 
Kegelschnitte.  Im  2.  Bande:  Sinn  der  Concant&t  «Ines  ebenen  ^ 
Bogens,  Inflexionsponkto;  Classificirnng  der  Tiel£eM:heB  Pankte  einer 
algebrsiscben  Garve;  KrAmmang;  Unterenchnng  einer  algebraiadiea 
Gorre  in  der  Nahe  eines  ihrer  Punkte;  geradlinige  Asymptoten: 
Sfttse  TOB  Kewton,  Mac*Laarin,  Gamot;  Construction  von  Conren 
in  geradlinigen  Coordinaten;  unicarsale  Linien;  einige  bcmei^ens- 
wertcCarven;  Polarcoordinaten ;  Ellipse;  Hyperbel;  Parabel;  Focal- 
eigenscbafteu  der  Kegelschnitte;  Determination  eines  Kegelschnitts; 
graphische  Auflrjsung  der  Gleichungen;  Anwendong  der  laiaginiren 
auf  die  analytische  Geometrie.  H. 

DarstoUende  Geometrie  mit  Einschluss  der  Perspective  insbe-  , 

sondere  zum  Gebrauche  an  Fortbildungs-  und  Baagewerkscholea, 
sowie  zum  Selbstunterricht.  Von  F.  B'abcr,  Lehrer  für  darstellende 
Geometrie  und  BauconstruLtion.  Nach  dem  Tode  des  Verfassers  her- 
ausgegeben von  Otto  Schmidt,  Architekt  und  Lehrer  der  König- 
lichen Baugewcrkschule  in  Posen.  Mit  41  Tafeln  in  Lithographie.  ' 
In  zwei  Teilen.  I.  Teil:  Text.  11.  Teil:  Tafeln.  Dresden  1891  • 
Gerhard  Kabtmaau.   129  8.  ! 

Die  Lehrgogeust&nde  sind  nach  einander  folgende:  Die  recht*  I 
winldige  Projection;  Durchgänge  von  Linien,  Spuren  von  Ebenen, 
Winkelbestimmungen  und  daran  anschliessende  Einxelaafgaben  ftr  { 
das  Zeichnen  von  Darehdringangen  and  Schattirangen;  Dnrchdrin- 
gaogen  der  KArper,  Sckattirung,  Perspective.  H. 


Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Ton  J.  Scblotke, 
Lehrer  der  allgemeinen  Gewerbeschule  in  Hamburg.    I.  Teil.  Spe- 
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cielle  darstellende  Geometrie.  Mit  165  Figoreo.  Zweite,  verbesserte 
wid  erweiterte  Auflage.  Dresden  1893.  Gerhard  KQhtmano.  144  & 

Der  1.  Teil  eitthält  folgende  Lehrgegeastände :  Die  Parallelpro- 
jcctioneu,  Darstelluug  der  Paukte,  der  geradeu  Linie,  der  Ebenen, 
ebene  Durchschnitte  der  Köriier  (Kcgfl'^chnitf'').  die  Durchdringungen, 
Bcrrihrungsebeiieu  krummer  Flächen,  Üurchsclinitte  knioiiner  FlacUoo, 
UatorsuchuDg  krummer  Fläcbeo.  U. 

Anwendang  yob  QMtemionen  auf  die  Oeometrie.  Ton  Dr.  F. 
Motenbroek,  Privatdoeent  der  Mathematik  an  der  üniTersitll 
Leiden.  Leiden  189S,  £.  J.  Brill.  S67  8. 

Die  Arbeit  eutwickult  die  Principien  der  analytischen  Geometrie, 
und  namentlich  der  Curveu-  und  Fläche uthcorie  im  Gewände  der 
QuatcruioueuLheorio.  >  H. 

Eine  praktisdi  atuflihHwn  LOsang  des  Problems  der  beliebigen 
Winbetteilnng.  A.  Bescbreibnng  des  Winkelteilaagsverfabreas,  das 
ohne  Anwendnng  eines  besondern  Jnstmments  anssnfthren  ist  B. 
Bescbeibnng  zweier  fUr  das  deutsche  Reich  patentirter  Winlcclteilangs- 
iostrumcnte.  Von  Professor  Dr.  R.  Üorr,  £lbing  in  Westprenssen. 
£lbing  1693.  0.  Meissner.  13  +  5  S. 

Die  Construction,  mittelst  welcher  ein  beliebig  gegebt  ucr  spiUer 
Winkel  nahezu  in  beliebig  gegobooem,  rationalen  oder  irraliouaien, 
Verhütuiss  geteilt  wird«  besteht  ftir  jeden  besondern  Fall  in  pro- 
portionaler Teilung  einer  geraden  Strecke  und  Ziehung  einer  6e> 
raden  durch  d  Pnnkte,  nadideitt,  genOgend  Ar  alle  FftUe,  eine  Fignr 
bestehend  ans  3  Geraden  vnd  einem  Kreise  gezeichnet  ist.  Die  Be- 
rechnung des  Fehlers  ist  nicht  mitgeteilt,  hat  jedoch  keine  Schwierig- 
keit H. 

Rccueii  de  problemes  de  mathematiqm's  Geom  'trie  [vi  Geome- 
trie doscriptive).  A  Pusago  des  classes  de  niatlii maliques  eiemen- 
taires.  Par  C.  A,  Laisant,  Do d  ur  6s  scieiurs.  Aturien  el^ve  de 
l'^olo  Polytechuique.  Paris  itiO'6.  Gauthier- YUiars  et  tiis.  296  S. 

Das  gimze  Werk  ist  S.  29  besprochen.  Der  ? orlisfsnde  Teil 
nmfasat  folgende  GegenstAnde.  Ebene  Geometrie  s  Pnnkta,  Gerade 
und  Winkel;  cirenlAre  Figuren;  Dreiecke;  Vielecke;  Kegelschnitte 
und  andere  Gurren.  Baomgeometrie:  Polyeder;  eini|^  krumm  bo- 
grenste  Körper  und  Linien  anf  solchen;  darstellende  Gtometria 

H. 
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Ueber  die  Reiheoentwickelungeu  der  Poteoliftltbeorie.  Ton 
HftxiDe  Bieber.  Mit  einem  Vorwort  von  Felix  Sleiu.  Mit 
118  Figoren  im  Text  Leipzig  1894.  B.  6.  Teabner.   268  S. 

Das  vorliegende  Werk  ist  ein  Versuch  die  Darstolluag  uu(l  'la- 
durch  die  Theorie  der  PotCDtialt'unction  zu  ciucr  gleicbmSssi;;  mu- 
fasseuden  zu  machen.  Hierzu  wird  die  Unfcrsuchuug  durch  Ein- 
fübrnn^  der  Cyklidencoordiuaton  gleicli  aufautrlieh  anf  Lreotnetrisohes 
Gebiet  übertragen.  Her  1.  Abschnitt  betreffeiul  Geomt  lnsches  über 
confocale  Cyklideuscharen,  handelt  über  einige  Methoden  und  Gnind- 
sätzo  der  projectiveu  Geometrie,  die  Geometrie  der  reciprokcn  iia 
dien,  die  Anwendung  der  Weierstrass'schcu  Theorie  der  Eleraentiirtciler 
auf  confocale  Cyklideuscharen ,  Beschreibung  der  Gestalt  der  ver- 
schiedenen confoealeu  Cyklideuscbaren ,  Einführung  krummliniger 
Coordinaten.  Der  2te,  betreffend  die  Rnndwertnafgabo  der  Poten- 
tialtbeorie  für  allgemeine  SechBflacbe,  Uber  die  Lam^'scbe  Gleicfaong, 
fiber  deren  Osdllationstbeorem,  die  Bebaodlnng  des  Potentiale  durch  I 
pentaapbftriscbe  nnd  cyklidische  Coordinaten,  die  Benntzang  der 
Prodncte  in  den  Reihenentwiclcelnngen  der  Potentialtbeorie.  Der 
3(e,  betreffend  die  Randwertanfgabe  der  Potentiale  ftUr  aoige- 
artete  Qjrklideniechsflache,  Uber  die  Spedalftlle  der  Larae'scbei 
Gleicbiing  nnd  des  angebftrigen  OscUiationfltheoremB,  die  Lam^'schen 
Prodncte,  welcbe  zu  ausgearteten  Systemen  cyklidischer  Coordinaten 
gehören,  aasgearteto  Cyldidensecbsflacbe  und  die  zugehörigen  Rand- 
wertaufgaben. Im  Anhang  werden  die  bisherigen  Besnltate  auf  dei 
Baum  von  »  Dimensionen  ttbertragen.  H. 

Lehrbuch  der  Uuforeutiiilrechuung.  Dritter  Teil:  Anweudung 
der  Uiffercutialrechuuug  aut  die  ebeuen  Curveu.  Nebst  12Ö  golostea 
Aufgaben,  765  Figuren  uud  lüb  Krkäruugeu.  1  ur  uas  Selbsiijtudium 
und  den  Gebrauch  au  Lehranstalten  bearbeitet  nach  dem  Sy^lem 
Kleyer  von  Prof.  Dr.  August  Haas.  Stuttgart  lti94.  Julius  Alaier. 
272  S. 

Der  gesamte  Lehrstoff,  also  nicht  nur  die  Elemente  der  Diffe* 
rentlalrcchuuug,  sondern  auch  deren  geometrische  Darstellung,  wird 
als  bekannt  vürausgesotzt.  Eutwickelung  und  Erläuterung  hudct  nicht 
statt.  Der  Vortrag  gleicht  mehr  eiueui  Exameu  mit  auswendig  ge- 
lernten, ziemlich  verwickeltcu  liolien  des  Examinators  uud  Exami- 
uauden  als  einer  Unterweisung.  Hoppe. 

Zirkeliekdinen  zum  Gebrauche  aa  GewerbeBcbiden,  Schulei  Air 
Bauhaodwerker  und  polytechnische  Fortbildungsanstaltea.    Von  Dr* 
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A.  Stohlmann.  Piroktor  der  Allgemeinen  Gcwerbeschnle  und  der 
Schnlo  fnr  Banhatidwerker  zu  Hamburg.  Allgemeiner  Teil.  Mit 
achtzehn  iithograpbirti»D  Tafeln.  Dreisehnte  Auflage.  Dreaden  18dl» 
Gerbard  Kftbtmann. 

Dieae  kanen  Aaweisnagai  aam  Zeichoea  von  Mastern  und  pro- 
jioirlen  Modellen  eind  nar  fär  den  Gebraach  in  der  Schale  bestimmt. 
Sie  enthalten  nnr  das  Besondere;  die  aUgemeinon  Yorscbriften  und 
Eridlmngen  sind  vom  Lehrer  sn  geben.  0. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  Ch.  An  gast 
Vogler,  Professor  an  der  landwirtschaftlichen  Hochschnle  zn  Berlin. 
Zweiter  Teil.  Hdhenniessaogen.  Erster  Halbband.  Anleitung  sum 
Niveiliren  oder  Ein  wägen.  Mit  90  Holzstichen,  4  Nachbildangen 
dnrch  Ziukfttzong  und  ö  Tafeln.  Braunschweig  1894.  Friedrich 
Viewflg  und  Sohn.  423  S. 

Das  Bu-h  k'hrt  der  Keihc  nach:  das  Höhenniessen  oder  Nivcl- 
iircn.  iia.iuiJi  uimuttelbaros  EinwUiZOii,  2  Griiudformuu  des  NivcUir- 
iustruuicuts.  ll;iu}it:u]}'irabt'n  des  iMiiwajc  iis .  Kinwägeu  mit  Hulf-Nor- 
richtuugeu,  uaialich  MivcUinustruniciitc  iiiiL  l't'lilt'rvertilguug  oder 
selbstwirkeudcr  Einstellung,  Einwägen  mit  Di-taazmessung;  Forn- 
nivellemebts  und  doreu  Ausgleichung,  nämlich  geometrische  Feru- 
wägungen,  Ausgleichen  der  Eiuwuguugcu.  H. 

Die  Torrainlchre ,  Terraindarstelinng  und  das  militftriscbe  Aaf. 
nehmen.  Mit  BcrUcksichÜgung  der  neuesten  Besümmunc^en  der 
preussischeu  Landesaufnahme  bearbeitet  von  Hoffmann,  Oberst  z.  D. 
Mit  mohi-  als  1(X)  Figuren  in  Holzsticb.  Sechste  Auflage.  Potsdam 
1891.  August  Stein.  280  S. 

Das  Buch  lehrt  der  Reihe  nach:  die  rdsa  Temdnlehre,  a.  sw. 
die  Orographie  (Einzelformen  des  Gelindes  (d.  i.  Terrains),  Boden- 
formen  im  Zasammeohange)  die  Hydrographie  (Eigenschaften  und 
Vorkommen  des  Wassers  anf  der  Erdoberflftebe,  iiiessende,  stehende 
Gewisser);  die  Topographie;  die  angewandte  Terrainlehro,  u.  sw. 
milittrischo  Bedentong  des  Gelindes,  Erkundung  des  Gelindes  (Zweck 
und  AasfBhmng,  Flassflberginge,  Engwege  und  Pisse,  Stelhingen) ;  das 
müitirischo  Planzeichnen,  n.  fw.  Projeettonea  ind  Massstibe,  miiofio 
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derBergzeicbnoug,  Zeicfanung  der  Situation  und  Schrifl,  Anfordenvg 
M  militäriBcha  Pline  «od  Korkis,  Entwarf;  Copia  nnd  AnssciclittiiBg 
denelbea,  YervtelftltigaDg  von  Karten  nad  Pl&nen;  das  militAriaebe 
Anfnehmes,  n.  zw.  die  InBtmmente  (Yorricbtoogen  zum  BezeicboM 
von  Pnnlcten  im  Gelinde»  Hesstiscb,  Kippreffel,  Breithanpt'ecber 
MeBStiscbapparat,  DiBaneelatte,  PrOfang  der  Instmmonte) ,  die  Ele- 
mentaroperationen mit  Messtiflch,  Kippregel  nnd  Latte,  die  Anfnabme 
im  Bereiebe  einer  Messttaebstatioa,  geometriscbe  Hetzlegnng,  nsam- 
menbangende  Anfnabme,  Triangulation,  Projeetion  der  Mcsitineb- 
blfttter,  das  Krokireo,  Gonstructton  und  Anwendung  einiger  Mess- 
instrumente.  H. 

De  vorplaat.suig  van  ceoige  triangulatio  pilareii  in  de  rcsidcotic 
Tajuinoeli  (Sumatra)  tougevolgc  vaii  dt  aardbeving  van  17  Mvi 
Dour  J  J.  A.  Malier.  Vcrhandeliuguu  der  Koiiinklijkc  Akadcuüc 
van  Wütenschappen  te  Amsterdam.  (Eersto  Sectio)  dcel  lU.  dg.  2. 
Met  3  Plateu  en  ö  Bylagco.  Amsterdam  1895.  Jobanocs  MuUor. 
36  8. 

Das  Erdbeben  auf  Satnatra  vom  17.  Mai  1892  hat  Einstürze  and 

Verschiebungen  des  Erdbodens  bewirkt,  wodurch  auch  mchrero  Pfeiler 
der  alten  Triangulation  iliruu  Ort  verändert  haben.  Die  gi  genwär- 
tige  Schritt  berichtet  über  die  neu  angestellte  VermcssuJig,  deren 
Resultate  und  die  Bcrocbnung  der  Erdveräoderungen.  H. 


Optik,  Akitötik  und  Jb/lasticität. 

Lebrbuüb  der  geometrisebea  Optilc.  Ton  B.  S.  Heaih,  M.  A^ 
D.  8c.,  Profeesor  der  ICatbematik  am  Mason-College  in  Birmingbam. 
ItentBcbe  antorisirte  und  revidirte  Ausgabe  von  B.  Kaatback,  IL 
Inst  M.  E.  Mit  153  in  den  Text  gedmektea  Figuren.  Berlin  1894. 
Julius  Springer.  886  & 

Die  UoberFotziing  bindet  sich  nicht  überall  au  unveränderte 
Wiedergalit'  di  s  Ui  igiuals,  sondern  tritt  in  manchen  Punkten  Tor- 
mehreud  uud  bessernd  ein.  Der  liauptgcsichtspuukt  der  Abla^suug 
liegt  in  der  j;eoraetrischeu  Theorie  der  Strahleasystemo,  doch  schliesii 
sich  diese  Theorie  durchgeheuds  den  optischen  Erscheinungen  an, 
deren  Gesetze,  soweit  möglich,  vollstündig  behandelt,  nicht  aber  *ku» 
Mechanik  des  Aethors  hergeleitet,  sondern  biobs  als  angebliches  Re- 
suitAt  der  IkobaciiLung  aufgestellt  werden.   Der  Umfang  des  Lohr- 
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Stoffs  ij^t  ans  fol^'.  iiileiu  lühaltsverzcichuiss  zu  ersebea:  Weson  uod 
allßonieine  KigQiis>  iiaften  des  Lichtes,  liaEoxiuo  nnd  Brechuug  dos 
Lichtstmlds,  centraler  Strahlenbtiscbel .  elementare  Theorie  der 
Brechnng  durch  Linsen,  Gauss'&che  Theorie  der  Linsen;  allgemeioo 
Sätze,  Brennlinien  nnd  Brennebenen;  Alteration  centraler  Strahlen- 
büschel; Gestalt  und  Eigenschaften  enger  Strahlenbüschcl  im  allgo- 
mt'iuen-,  Dispersion  und  Achromasio das  Auge  und  das  Sehen  durch 
Linsen;  optische  Instrumente,  Bestimmung  optischer  Coustanteu; 
Bredmag  durch  Medien  von  variabler  Dichtigkeit,  meteorologische 
Optik.  H. 


Ueber  den  Helligkeitswert  der  Spectralfarben  bei  venchiedeoer 
aheolater  loteneitftt  M«ch  gemeinstm  mit  B.  Ritter  tasgeftlbrleii 
Yerstteheo.  Vob  A.  KOnig.  Hamborg  und  LeipsiglSOl.  Leopold 
Yois.  84  8. 

IHe  LeiitiiBg  der  Arbeit  charakterisirt  der  Verfasser  mit  den 
Worten:  „Einerseits  weist  sie  eiodringlicher  als  es  bisher  geschehen 
ist,  darauf  hin,  dass  die  Tonng-Holin)iolt//sche  Farbeotheorie,  wie 
aber  auch  wol  zor  Zeit  Ton  allen  ihren  Vertretern  zugestanden  wird, 
die  Form  der  Grundempfindnn^scnrven  als  Variable  der  Helligkeit 
ansehen  muss,  und  dass  in  der  Bestimmung  dieser  Abhängigkeit  ihre 
nächste  Weitereutwickelung  zu  suchen  ist  Andererseits  sind  aber 
auch  BoobachtODgcn  mitgeteilt,  welche  mit  der  Ilerring'scheu  Far- 
beutheorie  zunächst  noch  iu  unvereinbarem  Widerspruch  stehen,  und 
die  früher  oder  später  da/u  nutiu'en  worden,  mindestens  eine  durch- 
gebende  Umgestaltung  vorzunehmen."  H. 


Die  Haupt*  und  Breuu-PuukLe  cints  Linsensystemes.  Klomentare 
Darstellung  der  durch  Möbius,  Gauss  und  Bussel  begründeten 
Theorie.  Vou  Dr.  C.  Nenmanu,  Professor  der  Mathematik  an  der 
Univcrsuai  Leipzig.  Mit  Figuren  im  Text  Zweite  Auflage.  Leipzig 
lbÜ3.    B.  G.  Teubücr.   42  S. 

Nach  der  von  Möbius,  Gauss  und  Bessel  begrflndeten  Tbeorio 
der  Linsensystomo  sind  es  4  Punkte  auf  deren  gcmGinsamer  Axe, 
nach  deren  Ermittelung  fttr  jeden  einfallenden  Strahl  der  gebrocbene 
Strahl  durch  sehr  einfache  Coustruction  gefunden  wird,  die  2  Brenn- 
punkt« und  die  von  Möbius  1829  entdeckten  2  Hauptpunkte.  Vou 
Moser  und  Listing  ward  spater  die  Theorie  fortgebildet  nnd  noch 
die  2  Knotenpunkte  hinzugeftigt  Es  wird  stets  Yoranegeeetzt ,  dass 
die  brechenden  Flüchen,  deren  je  suGoesuTO  eine  ans  homogener 
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Substanz  bestehende  Linse  begrenzen^  Kugelfläcbcn  sind,  diarea 
Mittelpunkte  aaf  einer  Geraden,  der  Axe,  liegen,  und  werden  nar 
Einfallspaakte  unendlich  nahe  der  Axe  in  Betracht  gezogen.  In 
Betreff  der  Bearbeitang  wird  henrorgeholieB,  daas  nar  die  elenMa- 
tarete  Geometrie  and  Becbnnng  in  Anweadang  koramt  Einige 
historische  Angahea  der  1.  Auflage  sind  in  sweiter  beriehtiKt 

H. 

Over  de  theorie  der  straling  in  verband  met  de  voorstelling  van 
Fourier.  Door  P.  H.  Bojes.  Terhandelingen  der  Koninklijke  Aka* 
demio  van  Wetenscbappen'  to  Amsterdam.  Eerste  sectte,  deel  III. 
Nr.  Amsterdam  1895.  Johannes  Hciller.  25  S. 

Es  werden  die  (Quantitäten  der  hei  Strablnng  durcli  eiu  körper- 
liches und  Aetbcr- Medium  fortgeführten  Kuei-gio  des  Lichtes  ond 
der  Wärme  nach  dem  Verfahren  von  Fuuvier  berechnet.  U. 

A  treatise  oa  the  mathematical  theory  of  elasticity.  By  A.  E. 
H.  Love,  M.  A.  Fellow  and  Lectarer  of  St  Johns  College,  Cam- 
bridge. Volume  I.  II.  Cambridge  1892.  At  the  Uuiversity  press. 
364  +  827  S. 

Das  Werk  umt  issl  die  Theorie  d<'r  Elasticität  fester  Körper 
nebst  den  bedeutenden  besonderen  rrohlenien,  soweit  die  Theorie 
als  eine  entschiedene  anerkannt  ist.  bearbeitet  im  Ansehlas«;  au  die 
Behaudhiügsweise  der  einzelnen  Teile  von  Seiten  ihrer  Autorcu. 
Dio  Abschnitte  des  Werks  sind  folgende:  iiistorisehe  Kiul-  t 
Aualysis  der  Dehnungen,  Aualysis  der  Spannungen,  U.  lalutnou 
zwischen  beiden,  Widerstände  der  Stoffe,  allgemeine  Sätze ,  Gleich- 
gewicht ia  Stäben,  krnmmUnigü  Ooordiaaten,  allgemeine  Lösungen, 
das  Problem  von  Bonssinesq  nnd  Cerrnti,  Lamd's  Problem,  Vihratioa 
einer  Kngel,  Anwendung  conjugirter  Fnnctionen,  Biegung  der  Stäbe 
in  der  Ebene,  dreidimensionale  Biegnng  nnd  Tordimng  von  Stäbea 
nnd  Drähten,  Theorie  dänner  Stäbe  oder  Drähte,  Theorie  der  kleinea 
Vibratioaon  danner  Stäbe,  Abprallen,  Theorie  nrsprftngtich  knimmer 
Drilhte,  elementare  Theorie  dfinner  Platten,  allgemeine  Theorie  der- 
selben, allgemetnn  Theorie  dttnner  elastischer  Schalan,  deren  Aa- 
wendnng,  Stabilität  elastischer  Systeme.  B. 
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Wohlwill.  Emil,  Galilei  betreffende  Ilamiscliriften  der  Ham- 
burger StadtbibliotUek.   Uamburg,  Gräfe  &  Sillein.   2  Mk. 

Met]i«d«  wmA  MiMlpiai. 

Eisner,  A.  u.  R.  Sendler,  der  Recbenunterricht  in  der 
Volksschule.  Im  Anschlüsse  an  Dorns  Rechenhefte  bearb.  2.  Aufl. 
Breslau.  II.  Handel.    3  Mk.  50  Pf.;  trcb   i  Mk. 

üruä  :^:maiiii,  Iiüb.,Uie  i'urniL'iikhie  der  Mathematik  in  strenger 
Formclcntwickluug.  4  Thle.  in  1  Bde.,  nebst  Formelbuch.  Stetüo, 
R.  Grassmann.   10  Mk. 

Kloin,  F.,  ttb.  die  Bedehasgen  der  neueren  llatbematik  ni 
den  Anwendungen.  Leipzig,  B.  Q.  Tenbner.  60  Pf. 

Milarcb,  Ernst,  der  mnthematiscfae  Anfangennterricbt 
Bonn,  0.  Paul.  50  Pf. 

Scbmidt,  E.  K  F.,  moderne  Anscbannogen  aber  die  Krifte 
der  Elektridtftt.  Lei|»£ig,  0.  E.  M.  Pfeffer.  50  Pf. 

Steuer,  W.,  Methodik  des  Becbennnterriehts.  6.  Anfl.  Bres- 
lan,  W.  Woywod.  4  Mk.  50  Pf.|  geb  5  Mk.  25  Pf. 

Till  mann,  H.  A.,  der  Becbennnterricht  in  der  Elementar- 
klasse. Der  Zablenbereich  von  1  bis  20.  Im  Anschluss  an  Lieb- 
Seyfferth-TiUmann's  Rechenschnle  fttr  die  Lehrer  bearb.  2.  Aofi. 
Namberg,  F.  &om.  80  Pf. 

Lehrbiither. 

Haller  t.  Hallerstein,  F.,  Lehrbach  d.  Elementar-Mathe- 
matik.  FUr  die  Portepeefähnrichs- Prtifuog  in  der  kgl.  preuss.  Armee 
n.  die  Prüfg.  zum  Eiutritt  in  die  kaiserl.  Marine  bearb .  10.  Aufl. 
y.  Bruno  Hülsen.  2.  Tl.  Geometrie.  Berlin,  A.  Kanck  4t  Co. 
6Mk.  60  Pf.;  geb.  6  Mk.  20  Pf. 

Holzmttller,  Gust. ,  methodisches  Lehrbuch  der  Elementar- 
Mathematik.  1.  Tl.  nach  Jahrgäugen  geordnet  u.  bis  zur  Abschluss- 
prttfung  der  Voll anstalten  reichend.  2.  Aufl.  Leij^tg,  B.  6«  Teabosr. 
Oeb.  2  Mk.  40  Pf. 

ftammluagea. 

Ambros,  Jos.  n.  Frs.  Kopetzky,  Beehenbnch  (Anfgaben- 
saaimlnng)  für  Borgerschnlen.  3  Klassen.  Keae  in  die  Qoidwahmng 
amgerechnete  Auflage.  Wien,  Pichler  &  Sohn.  Kart  2  Mk.  40  Pf. 

Büttner,  A.  u.  E.  Kirchlboff,  Rechenaufgaben  f.  mehrUass. 
Schulen.  Ausg.  C.  in  5  Hftcn.  Hft.  lUa.  n.  lYa.  1.  bis  5.  Tka* 
send.  Leipzig,  Hirt  ä  Sohn.   50  P£ 
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Ai'iUimeflk,      ^bra  Diitf  rein«  AnaljrsLs« 

Biermann,  Otto,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  Voi^ 
lesmigeii  znr  Torbereitg.  des  Studiums  der  Difrcrcntialrecbniiag, 
Algebra  u.  Functionstheorie.   Leipzig,  B.  G.  Teubiier.    lo  Mk. 

Bretschneider,  Mor.,  Lehr-  u.  Uebungsbucü  der  allgemeinen 
Arithmetik  u.  Algebra  fQr  den  IV.  Jahrgang  der  k.  a.  k.  Müitftnuiter- 
realsrhulen    Wien,  Seidel  &  Sohn.   Geb.  2  Mk. 

I'rcucr,  Pet.  Jos.,  das  Notwendigste  Uber  die  uaUirlicbea 
Logarithmen.    Leipzig,  B.  G.  Teubncr.    8<J  Pf. 

Diescner,  H.,  die  Bucbstabeurecbuung  u.  Algebra  ein<^e}iliess- 
lich  der  Logaritbuieu  u.  des  Recbueus  mit  denselben.  PrakUsebes 
Uebungsbuch.  2.  Aufl.  Halle,  L.  Hofstetten  4  Mk.*,  geb.  4  Mk. 
60  Pf. 

Grob  mann,  Ed.,  zur  Auflöanng  der  allgemeinen  Gleichung 
3.  Grades.   \\  icu,  A.  iiölder.    1  ilk. 

Höhne  manu,  G.,  Mathematik  iui  iJameu.  L  Algebra.  Leipzig, 
A.  Strauch.   Kart.  2  Mk. 

Jaccothet,  Charles,  ttb.  die  allgemeine  Reihenentwicklung 
der  PotentialfanktiOD  oacb  Lam^'scben  Produkten.  Göttingen,  Van* 
dodioeck  A  Ruprecht   1  Hk.  20  Pf. 

Kiepert,  Lud.,  Grandriss  der  ilifferentiaU  u.  Intogratrechaiuig 
I.  Thl.:  DifferenüalrecbaaDg.  7.  Aafl.  des  gleichuamtgen  Leit Adens 
von  Max  Stegenutnn.  Hannover,  Helwiog's  VIg.  13  Mk. 

Landes -Vermessang,  grossherzogl.  mecklenburgische.  5. Tl. 
Die  konforme  Kegelprojektion  u.  ihre  Anwendung  auf  das  trigono- 
raetr.  Netz  1.  Ordng.  Hrsg.  i.  Anftr.  der  grossherzogl  Ministerien 
des  Innern  u.  der  Finanzen,  Abteiig.  für  Domftnen  n.  Forsten  y. 
W.  Jordan,  Karl  Manck,  R.  Yogier.  Schwerin,  StiUer*scbe  Hofb. 
Kart.  4  Mk. 

Lorch,  Mathias,  ab.  e.  arithmetische  Relation.  Prag,  F* 
Rivnii  .  40  Pf. 

Mertens,  F.,  Uber  die  Composition  binärer  quadratischer  Fo^ 
nen.  Wien,  F.  Tempsky.   70  Pf. 

Otto,  Frdr.  Aug.,  ein  Profilem  der  Rüchenkunit.  Ratiooelle 
Metbode  zur  Autiosg.  v.  ntimer.  üleichgu.  in.  1  Unbekannten.  (Be- 
liebiger Grad  u.  jede  Form.)  2.  Autl.  Tegel,  Prohh  m-Verlag.  50  Pf. 

Kogel,  Frz.,  üb.  Primzablinengeu.    Prag,  F.  Kiviiu«'.    20  Pf. 

Sievert,  Heinr.,  üb.  Tb.  t  itnuktionen,  Uereu  Charakteristiken 
aus  Fttnftelu  ganzer  Zahlen  hesleheu.  IL  Tl.  Ba^  reath,  C.  Giessel. 
75  Pf. 

tieonetrie. 

Dantscher,  Vi  ct.  r.,  tlb.  die  Ellipse  vom  kleinsten  UwiiUfi 
durch  3  gegebene  Punkte.  Wien,  F.  Tempsky.  90  Pf. 
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YoraBftellang  der  planimetrischeü  Lehraufgabe  der  Ober-Sekunda. 
1.  AniL  (98.  d«r  Kambly'gchea  Trigonometrie.)  Breslau,  F.  Ilirt. 
1  Mk.  65  Pf. 

Bei  dt,  Frdr.,  Sammlung  t.  Anfsaben  u.  Beispielen  ans  d. 
Trigonometrie.  1.  Tl.:  Trigonometrie.  4.  Anfl.  nen  bearb.  v.  A. 
Hoeb.  Lei]»zig,  B.  6.  Tenbner.  4  Mk.  AnflOsnng  der  Aufgaben 
1  Hk.  80  Pf. 

Sehmidt,  Emil,  das  trigonometrische  Pensom  der  ünter- 
Sekunda  des  Oyrnnaeinrns.  Altenbnrg,  Sebnnpbase.  1  Mk. 


Praktisdie  Geemetrie»  CMisle. 

Fährmann,  Arwcd,  üb.  einige  geodätische  lustruiiieute,  deren 
Libellen  u  Fernrohre.  Leipzig,  £.  A.  Seemann.   1  Mk.  50  Pf. 

Klanser's,  A.  H.,  Löhrbach  der  yermessangskande.  Für  den 
Gebrauch  an  Gewerbescbnlen,  sngleich  als  Hil&bach  fftr  Baa-  und 
Mascbtnentechniker  etc.  Bearb.  o.  hrsg.  v.  Gast  Lahn.  2.  Aofl. 
Baicheaberg,  J.  Pritsche.  3  Mk.  50  Pf 

Lande 8-Triangalation,  die  kgl.  preassische.  Banptdrei* 
ecke.  7.  Tbl.  Gemessen  n.  boarb.  t.  d.  trigonomelr.  Abtheilg.  der 
Laadesanfnabme.  Berlin,  Mittler  A  Sohn.  Kart  15  Mk. 

Schlieben,  W.  £.  A.  t.,  vollständiges  Hand-  n.  Löhrbach  der 
gesammten  Landmesskanst,  mit  besond.  Berflcksichtigang  der  pr. 
Yermessangsvorschriften :  Kat  Anw.  YIII  u.  IX  vom  25.  Okt  1881. 
Hrsg.  V.  W.  Cavillc.  1).  Aufl.  1.  Bd.  Vorstudien  u.  Instrumenten' 
kande.  4.  u.  5.  liit.   Ualberstadti  Erost'sche  &  a  2  Mk. 

Veröffentlichungen  des  kgl.  preuss.  geodätischen  Institutes. 
Astronomisch-geodätische  Arbeiten  I.  Ordng.  Tclegraphische  Län- 
gcnbcstimmgn.  in  d.  J.  18iH>,  1891  o.  1893.  BerUn,  P.  Stankiewics. 
15  Mk. 

"  des  kgl.  pro!i9s.  geodätischen  Instituts.  Zenitdistaiizen  xur 
Bestimmung  der  Höhenlage  der  Nordsee-IuselH  Helgoland,  Neu- 
werk u  Wangeroog,  sowie  des  Leuchtturmes  auf  Koler  Saud  üb.  den 
Fesüauds|>uukteu  Caxbaveo  a.  Schilling.  Ebd.  20  Mk. 

Teehaik. 

Elektrotechnikers  ' Taschenbuch  1895/96.  Leipzig,  Eisen- 
schmidt  &  Schulze.   Geb.  1  Mk. 

Encykiüyaedie  der  Elektrüchemie.  4.  Bd.  Die  SekuDUüi- 
Elemente.  Auf  Gruudhige  der  Erfahrung  dargestellt  v.  Dr.  Paul 
Schopp.  1.  Tl.,  enth.  die  Theorie  des  lilei-Samralers  u.  Constrokuou 
V.  i'iauu-Batteriea.  iiailef  W.  iiiup^.  ö  Mk. 
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Itsgefttfan  durch  die  k.  u.  k.  Kriegimarine  i.  d.  3. 1892—94.  Hrsg. 
fom  k  tt.  k.  Mdia-KriegmiiiiitArittiii,  Marine-Sektion.  Wien,  C. 
6«ril4's  Sohn.  18  Mk.  10  Pf. 

Voller,  A.,  photographiseke  Begittriniig  Strömimgea  toig- 
netMier  n.  elektrfaeher  ÜHiiiittmieitto  dnreb  StratftenbthiitlrOBe 
«•  dtten  Terkütang.  Hamlrarg,  Giife  ä  BUlem.  1  Mk.  50  Pf. 

—  Tfreneke  flb.  die  Sdmlsirirkiiiig  t.  Holshriateii  n.  toniol- 
Siobertogen  gegen  dea  Eintritt  hocbgeepannter  Strome  in  Sckwach- 
alreai*L<itBiigeii  bei  Bemknug  adt  dekcrisehea  StrMaenbtbs-Lai- 
tttBgett.  Bbd.  1  Hk. 


Erd*  «ad  Hlanaelakude» 

Aaerbach,  F.,  die  Mondphasea  u.  das  Wetter.  Leipzig,  W. 
Kogelmann.  50  Pf. 

Aognatin,  Fr.,  die  Bendlate  dir  neteorologischen  Beobaeb- 
tnBgea  auf  der  „Petrinwarte**  in  Prag.  Prag,  F.  Bivnd^.  $0  Pf. 

Beobacktnngen  der  meteorologischen  Station  dea  Obeerta- 
tofinmi  der  kaiserl.  Marine  in  WilhelmabaTen.  AnigeAbrt  L  Anf- 
trage  des  Beiehi-Marine-Amtt  nnter  Leitnng  t.  C.  BdrgeB.  Hreg. 
Y.  dem  kaiMil.  Obaervat^rivm  sa  Wilhelmibaveo.  1.  TU.  (Mnd- 
Uehe  AnMcbnangea  des  Lttftdmekea,  der  Windriektnng  und  der 
Windgeaehwindigkeit  während  der  J.  1889  bia  1893.)  BeiUn«  £.  S. 
Mittter  A  Sohn.  1  Mk.  75  Pf. 

Bnrgvedel,  Carl,  Wetterbüchlein.  Praktische  Anleitang  zor 
Beobachtaag  n.  Yoraassage  des  Wetters  mit  e.  Anhang:  Falb'a  kri- 
tiiche  Tage.  Dreaden,  Meinhold  &  Söhne.  1  Mk 

Catalog  der  astronomischen  Gesellschaft.  1.  Abth.  Catalog 
der  Sterne  bis  zur  9.  Grösse  zwischen  80^  nördlicher  u.  2^  südlicher 
DeclinatioD  für  das  Aequinoctiam  1875.  10.  Stück.  Catalog  Ton 
92Ü8  Sternen  zwischen  2r»o  0'  und  25®  10'  nördlicher  Declination 
1855  f  das  Acquinoctium  l'^Tö  nach  Znnon  Beobachtuügcn  am  Pisfor- 
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Litterarischer  Bericht 

LVl. 


Gesciilcbte  der  Mathematik  und  Pliyaik. 

Beilige  siim  Y.  Jahresbericht  (Ostero  1895}  der  Btftdtiiclieii 
Retlschnle  ra  DresdeWobannstadt  Notizen  aber  Wilhelm  G  o  tt  - 
helf  Lohrmann,  einen  Dresdener  Geodäten,  Meteorologen  nnd 
Astronomen.  Von  Oberlehrer  Dr.  Hartenstein.  Dresden  1895. 
Albert  HiUe.  4«    54  8. 

Die  Schrift  ist  ein  Vorläufer  des  luujuhrigen  Jubiläums  uud 
enthalt  eine  vielseiti'ic,  zusammenbaDgende,  anscheinend  vollstaudigo 
Lebensbeschreibung  gestützt  auf  zahlreiche  Docuniento.  Wilhelm 
Gottholf  I.ohrinano,  Sohn  des  Ziegelrneiaters  Wilhelm  Gotthelf 
Lohnaaiiii  und  Suphic  geb.  Michaelis,  ist  ia  Dresdou  geboren  am 
31.  Jauuar  17U6,  gestorben  im  Januar  1810.  Er  besuchte  8  Jahre 
die  dresdener  Garnisousohule,  uan  lt«  sich  dann  der  Landesver- 
messong  lU  und  verharrte  iu  dieber  Tätigkeit  den  grössten  Teil 
seines  Lebtua.  Grussenteils  sein  Verdienst  ist  die  Entwickelung 
des  Luudesvermessungsweseüä  zur  heuligcu  Ausbildung.  Seme  cr:ite 
grosse  Arbeit  war  für  den  Wiederban  der  Vorstudie  der  Festuug 
Wittenberg  nach  deren  Zerstömog,  in  grösserer  Entfernung  von 
derselben.  Weitete  Werke  waren  die  Kameralluirte  >on  Sachsen, 
die  Eibstromkarte  n.  a.  m.  Fener  reiste  er  als  Begleiter  des  Herrn 
von  ScbUeben  nach  Sflddentichlaad,  dessen  Zweck  war,  Ton  den 
geoditisehen  Forlschritten  der  andern  Staaten  Senntniss  m  nehmen. 
A«eh  an  andern  technischen  Werken  war  er  beteiligt  Er  ward 
nm  Inspeetor  der  Kameralfermessnng,  dann  nach  Errichtnng  der 
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tfchnisrhen  Bildung^ ^insfalt  in  Dresden  zu  deren  Vorsteher,  d&na 
zum  ( therinspector  des  Kgl.  mafhematisch-physikaüichen  Salon* 
t  riianiif  In  der  Astronomie  war  er  durch  Kartenzeidinen  tätig; 
das  bedeutendste  ist  wol  seine  Mondkarte.  Er  verm&bUe  sich  1819 
mit  Cbriitiaae  Amalie  Seifert  in  l;ohna.  U. 


Methode  und  Phucipien. 

F.  Klein,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementar» 
geometrie.  Aosgearbeitet  von  F.  Tag  er  t  Eine  FestBchrift  za  der 
Pfiogiten  1896  in  QMtingen  irattfiadeiid«&  dritten  TemmmloBi 
Yfiirtne  inr  FOidemng  des  nathenatiachen  nnd  natarwiaeenaebaft' 
liehen  Ünterridite.  Hit  10  in  den  Text  gednekton  Fignren  nnd  S 
lithographiiten  Tafelo.  Leipzig  1895.  B.  O.  Tenbner.   6S  8. 

Die  Vorträge  iiaudeln  zuerst  von  der  Möglichkeit  der  Coo- 
Btmction  algebraischer  Ausdrücke  mit  Lineal  und  Zirkel.  Conitrmr- 
bar  sind  alle,  wt^lche  ausser  Quadratwurrclii  keiue  Poienzwarzela 
enthalten.  Ferner  wird  uuier  allen  Irraiionai^alilen  eine  beaoudfre 
Claesd  abgesondert;  zu  ihr  gehören  diejenigen,  weiche  durch  aige-  | 
braische  Gleichungen  bestimtni  sind,  ^le  übrigen  werden  trantcen- 
dcnt  genannt.  Zuletzt  wird  bewiesen,  dass  die  Zahlen  und« 
trauscendent  tiud.   Auch  die  Kreiateiluug  i&t  behandelt.  H. 

Methodenlehre.    Von  Wilhelm  Wundt    Ente  Abteflaag.  j 
Allgemeine  Methodealehre.  Logik  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften. Zweite,  umgearl>eitete  Auflage.  Stuttgart  1894w  Ferdi- 
nand Enke.  590  8. 

Dlei  Buch  iat  der  3.  Band  dee  Werltes:  Logik.  Eine  Uatsr- 
snehnng  der  Prindpien  der  ErkennUdw.  Im  1.  Abaeliaitt  (Allge- 
meines lietbodiseliea)  fordert  der  Verftaser  mit  Beeht  als  Torte- 
dingnng  Jeder  Untennehnng  eine  klare  Anfiuanng  dea  ddeels,  d« 
beobaohteten  Eraebeinnng,  aneb  nennt  er  mit  Beebt  diea  EmpfiMfsei 
die  Talsaebe.  Nnn  fthrt  er  aber  fort:  dieTengegenivirlating  diss« 
Tatsnebe  voUsAge  sieb  in  einer  Intwiekelangsfolge  von  drei  Stnte; 
die  orate  wftre  dis  Zerlcenng  der  Eraebeinnng  in  ibre  Teüsraeb»' 
nnngen*,  die  zweite  die  Auffassung  von  deren  causalen  Beiiebaiigeii,  | 
die  dritte  nibsae  Bftcksicbt  auf  ilire  logischen  Beiiebnogen.  Hiar 
sebeint  vergessen  worden  zu  sein,  wovon  die  Bede  war.  Sind  etea 
die  cuusaleu  Beziehungen  mit  der  Erscheinung  dnreb  die  Sinne  eat- 
pfaogen?  Und  kOnaen  iogiache  Beziehungen  naehgeMt  «erdsa? 
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Drei  ganz  heterogene  DiiiRO  worden  confundirt,  was  vod  einem  Lehrer 
der  Logik  wol  iirLl  zu  erwarten  w;ir.  Dif^  zwei  speoiellerea  Ab- 
•chnittü  i;tbcu  Bericht  über  die  factiüch  erfolgreich  geübten  Me- 
thoden und  deren  successive  Entwickelang,  anch  einige  ziemlich 
intieiüche  Urteile,  so  gat  sie  eben  ein  an  der  Forschong  nicht  Be- 
teiligter MI  dir  Litteimtur  tu  eatBehmen  vennag. .  Hoppei 


BwBflffciiDgeii  tttr  Abgrinnng  mid  YerwfirtBBf  4m  ÜBtttiiohli 
in  ta  Blenentaii  dar  InfiDltMimalrachiung.  Vo&  H.  Seegir, 
Diraclor,  Gflstrow  1894.  Opita  n.  Co.  34  ä 

Die  Schrift  betrifft  anfäuglich  ein  früher  vom  Verfasser  heraus- 
gegebenes Buch  (ein  Leitfaden  für  den  Schulunterricht  in  der  Infi- 
uitesimairechuung).  Ihr  Hauptinhalt  aber  ist  die  Verteidigung  seiner 
Ansicht,  dass  es  nämlich  nicht  nnr  möglich,  sondern  zur  Hebung 
des  mathematischen  und  physikalischen  Unterrichts  auch  durchaus 
notwendig  sei,  die  Elemente  der  Differential-  und  Iiitt.grahcchuuug 
auf  der  Schale  zu  lehren.  Gegeu  diese  Ausicbt  spricht  Vieles;  wir 
wollen  das  Nächstliegende  hervorheben.  Die  Möglichkeit,  aul  dem 
Staudpuukt  von  Prima  jene  Elemente  verständlich  zu  macheu,  welche 
der  Verfasser  durch  seinen  „Leitfadeu"  darguUii  im  habeu  behauptet, 
sei  uubtstnUcD.  Üb  aber  die  Schulen  Zeit  übrig  haben,  eiuc  neue 
Doctrin  in  den  Lehrplan  aufzanehmcn,  darüber  schweigt  er.  In 
neaster  2^it  haben  sich  sehr  viele  Stimmen  fOr  toniiche  Einichrttn* 
kang  dea  Umfangs  dm  Lebrstoffei  erkobda,  nicht  bloas  im  Ueber- 
bOrdaog  an  meiden,  tondera  haaptaftcblicb  ivgonitea  der  Intensität, 
Grandliehkeit»  Klarheit,  Solidität  ond  Brancbbarkeit  dea  ananeigBen- 
doa  Wiaseaa  and  KOnnena.  Dicae  Stimmen  werdea  giur  aidit  er- 
wähnt, geschweige  denn  an  wideriogen  Torsnckt.  Schweror  wiogend 
als  die  vorgenannten  Bedenken  sind  die  Einwände,  welche  die  An- 
sicht and  denn  Terteidigong  selbst  hervorrnü  Der  Yerfasser  Tor> 
wirft  erklärtennassen,  aber  sehr  eilfertig,  den  Gegensatx  swischeii 
niederer  nnd  koberer  Mathematik  mit  Bemfong  auf  seiaen  JLeit- 
ftden**.  In  der  Tat  zeigen  anch  fraaaOstache  Scbolbflcber  eine  i^eidio 
Unempfindlichkeit  gegen  den  Unterschied,  indem  sin  jeden  Begriff 
auf  welcher  Stufe  immer,  nachdem  er  exnct  definirt  ist,  als  Eigentom 
des  SchOlers  betrachten:  aber  jene  nngrüudliche  Pädagogik  der 
Franzosen  ist  nicht  die  nnsere.  Im  vorliegenden  Falle  ist  der  Grand, 
warum  der  Verfasser  die  natarlicbe  Scheidung  von  niederer  Mathe- 
matik and  höherer  Analysis  nicht  kennt,  augeußLilig:  er  nennt  nämlich 
letztere  nur  Infinitesimalrechnung,  nie  Fnuctionentheorie,  und  dieser 
Name  charakterisirt  in  der  Tat  völlig  seine  Aaffassong  der  Disciplin 
und  bestimmt  fttr  ihn  deren  Grenzen.  Mit  AvAusaag  der  Grosse 
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als    uuction  betritt  der  Lernende  einen  ganz  neuen  Boden  and  es 
öffnet  Bich  vor  ihm  ein  unabsehbares  Fehl  neuer  mathematischer 
Erkeuntniss,  von  dem  er  als  Elcmeotarmathematiker  keine  Ahnirag 
lukben  konnte.  .Es  kann  daher  keine  entschiedenere  Grenze  gel»eiiy 
ats  Bie  Uer  dudi  did  Natur  des  Lehrgegeeatattdee  gewtet  lat.  IMa 
Orense  acbon  Im  Sdraknrm  zv  flbendira&tei,  yoo  den  Oi^ttimi  der 
Analysis,  der  DUEnrential-  and  Integralrechnang  ein  StacfcdieD  waS^ 
znteilen,  wosa  vielleicht  noch  einige  besonders  einfiMlie  Aawea- 
dnngea  kommen,  irfirde  ein  hOebst  nnordentliehea  Yetgelien  aeis,  dna 
keine  getan  Fraehte  Terqiricht  Sehen  wir  jetzt  Yon  der  Fonetfona- 
lehre  ab.  Unendlich  Ueine  and  groise  Grt^ssen,  Tariabele  nnd  Con* 
Btante,  anch  Fnnctlonon,  (wenn  auch  nicht  so  genannt^  sind  Ele- 
mente der  Elementarmathematik.  Dabei  bleibt  letztere  steta  Lehre 
von  der  seienden,  nicht  werdenden,  Grösse.  Hätte  nau  der  Yerfhaaer 
seine  Anssagen  ttber  die  lufinitesimalrechnuDg  anf  die  elementare 
Lehre  Ton  den  nnendliehen  Grössen  beschränkt,  so  würden  wir  ihm 
völlig  darin  beistimmen ,  dass  diese  Lehre  mit  grossem  G  ewinn  fllr 
die  Methode  in  den  Scbolcarsns  aufgenommen  werden  könnte,  nnr 
nicht  erst  in  Prima,  sondern  mit  den  Anfängen  der  Algebra  Terbnn- 
den.   Sie  besteht  dann  aus  einem  einzigen  Lehrsatze  und  einigen 
Erklärungen  •)  ausreichend  für  alle  Auwoiidungen  des  Unendlichen 
iimcrhalb  der  Schulmathematik,  ist  also  nur  Sache  der  Lehrmethode 
und  ohne  Eiufluss  anf  den  Schuiplan.   Obgleich  die  Sache  längst 
bekannt  ist,  bietin  <lio  neu  erscheinenden  Lehrbticher  noch  immer 
Anlass  darauf  /.uiuck  zu  kümiiteu.    Dass  die  in  jedem  Falle  eines 
Infiniteiinialbeweises  sich  erneuernde  ümstauiilicLkeit  ein  Mangel 
der  Mctljode  ist,  der  Abhülfe  bedarf,  scheint  man  allerseits  inno  zu 
werden.    Anstatt  aber  einfach  und  stündlich  dadurch  abzuhülfeo, 
dass    man   .illc  jene  umstäudlicheu  ArgumLULationt  n  durch  einen 
vorangestellten  Satz  erledigt,  greift  man  nach  alleiiiand  Auskuofu- 
mittein,  die  das  FIlichtgemSsae  doch  nicht  leisten:  man  verzichtet 
aof  Allgemeinheit»  Strenge,  Genanigfceit,  bemflht  sich  die  Mangel 
der  Bflndigkeit  zn  verbttllen,  za  ftberreden,  wo  man  nicht  überzcug««L 
kann,  meidet,  umschreibt  das  yermfene  Wort  „nnendttch*'  oder  ge> 
braaiÄt  es  ohne  Erklärung»  beidea  die  Kenntnisa  eines  wichtiges 
and  unentbehrlichen  BegrUfo  dem  Schaler  TorenthalCend.  Klarheit 
in  diesem  Punkte  ist  bis  heute  noch  sehr  zu  vermissen.   Kodi  ist 
der  alte  Irrtum  nicht  aberwunden,  das  Besultat  einer  Bechnnug  mit 
Uhendlichkleinem  werde  mt  genau,  wenn  letztere  null  werden,  nad 
zum  Tersteben  des  Schlusses  auf  dieses  Besultat  werde  ein  niiesul- 


'}  vria  liAi.  m  liiei.  Arch«  und  aaiicrwürU  gezeigt  b»t. 
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lieber  Gedankenproceat  erfordert  Die  Aeassemngen  des  Verfassen 
scheineii  darauf  zn  deoten,  dass  er  OegMr  dieser  herrschenden  Uo» 
klarbeiten  ist:  aus  dem  „Leitfaden"  ma?  man  ersehen,  ob  nnd  wie- 
weit es  der  Fall  ist.  Nun  spricht  aber  der  \  er^isser  stets  schlechthin 
von  (}or  Intiiiit.ttsredinnnp,  nnbekümmert  ob  sie  in  das  Ofbiet  r!fr 
FuDcticjiKMitlirorio  oimjri'itt,  utul  zwar  aTisdrücklicli  mit  J juschluss 
von  DjiTch: ui al -  nn«l  Tntcgralrechnunt;.  So  -jut  {\m\\\  aui  h  dir  Aaf- 
nahmii  der  clriiirnt.ir»  n  Lrhro  vom  UnendlK'ht  ii  m  (leii  Srli rilimter- 
rieht  gerecht tVrtiLTt  ist.  -  i  i<  lU  doch  noch  alle  i^ej?ründun>{  tiir  die 
gleiche  Forderunp  tur  die  Inhnitesimalrechnung  in  jenem  umfassenden 
Sinne.  In  der  Tat  penüpt  erster«  offenbar  dem  meisten,  was  antre- 
luiirt  ist:  in  Betretf  der  Geometrie  kann  kein  Zweifel  sein,  Kegel- 
schnitte, Cylinder,  Keirel ,  Kniorel  pfle^n  uüietisch  behandelt  zu 
werden;  anch  in  der  Mechanik  genügt  für  die  Lehre  vom  Fall, 
Centralbewcguug  (wo  sich  leider  der  Verfasser  mit  einer  sehr  ge- 
wöhnlichen^ aber  incorrecten  Behandlung;  einverstanden  äussert) 
Pendel  n.  ■.  w.  die  elementare  Basit.  Fir  die  Physik  liegt  keine 
natfirlieh«  Sdiaidang  nritdiMi  li^dmr  «od  UbMir  tor.  Dis 
Peiisnn  ii  erwdton  bal  der  VtrlaiMr  «lebt  gefordert  "Wir  kdttM 
«lao  b«i  dir  Ualarige«  Fratii  ttelimi  Mben,  der  gtniN  di«  qian- 
titttiven  Getet»  nur  soweit  iiei)g«leitet  werden ,  als  et  dar  nütke- 
inatlBehe  StMidpnnkt  der  Clasie  erlankt,  darakcr  binans  die  Oesetae 
ktoes  qaalitetit  mitgeteilt  werden.  Hiernach  kann  slcii  eine  Kot- 
wendl^eit  die  Mathematik  anf  der  Sckule  welter  zn  treiben  als 
bisher  ans  dem  pbjnrikallscben  Unteirieht  niebt  ergeben.  Der  Ter* 
fasser  biH  namentHcb  die  Potentlaltbeorie  ftr  uoerUteslicb.  Was 
ist  der  Scbnibildnng  damit  gedient?  Sollen  die  Sehgler  »K  allem 
bekannt  sein,  wovnn  nnter  Gelehrten  viel  gesproeben  wird?  Ans 
dem  ergibt  sich,  dass  die  Ansiebt  des  Verfassers,  die  Differential' 
ttnd  Integralrecbaniig  seien  ein  notwendiger  Lebrgegenstaad  flir  die 
Schule,  aller  Begrflndung  entbehrt,  weil  alles,  worauf  er  sie  stQtzt, 
allein  for  die  eleoMntire  Unendlicbkeitslehre  gOltig  ist. 

Hoppe. 


Essay's  sur  la  philosophie  des  sciences.  Analyse.  Mecaniquo. 
ParC.  de  Freycinot,  do  i'iostitat  Paris  1896.  GaathiGr-Viliara 
et  fib.   336  S. 

Die  Gegenstftnde  des  l.  Teile,  Analysts,  sind:  Ranm  and  Zeit, 
das  Unendliche,  Sietigkcil  nnd  nnendliche  Teilbarkeit,  Unendlich- 
kleine, Orenxwerte,  infinitesimale  liethode,  Infinitesimalrecbnnng,  die 
infinitesimale  Analysis  nnd  die  Materie.  Die  des  2.  Teils,  Mecha- 
nik, die  Kraft  nnd  die  Masse,  dynamische  Ckpaeitatien,  ^  Schwert, 
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das  dynamiBche  Ftoblem,  die  allgemeiBea  Bewegnngsgesetze ,  B«- 
woguDgsgrö8Be,  lebendige  Kraft,  Enefgie,  ErbaHnag  der  BeweRwig 
und  Energie  in  der  Katar,  mögücbe  ärsadieD  dea  Terlutee  ab 
Eaergiet  CoDataaz  der  Natargeeotoe,  Hieranf  lölgea  nodi  Z  Kot» 
des  iDhatU:  Ueber  die  Bealitat  dea  Baonea  and  der  Zeit,  Ober  die 
Uaeodlidkkeit  dea  UaiTeraania,  ttber  ein  Aignment  daa  DelermiBin- 
fflns.  In  Betreff  des  Baamea  and  der  Zeit  erklArt  der  Verfaaser  so* 
gldob,  daas  er  anf  die  atreitigen  Fragen,  ob  Bnnm  und  Zeit  reell, 
ob  aie  oliJeetiT  aeieo,  nicht  eingeben,  sondern  nnr  die  4  geaMioaemeA 
Eigenachaften,  notwendig,  uneadUcb,  stetig  und  homogen  in  Betracht 
ziehen  will.  Den  Streit  über  erstere  Fragen  konnte  er  allerdiaga 
beiaeite  lassen  ;  denn  er  ist  bisher  Ton  ganz  ungenQgendem  Stand- 
punkte geftlhrt  worden,  ohne  die  Vorfrage,  wie  wir  zu  den  Ideen  des 
Banmes,  der  Zeit,  der  Realität  und  Objcctivität  gekommen  sind,  nnd 
was  wir  darunter  verstehen,  wodurch  die  l-ragcn  leicht  ponng  zur 
Entscheidung  zu  bringen  waren.    Aber  vou  »nutr  solchen  Knuk  d<»r 
Begriffe  bleibt  der  Verfasser  ebenso  fern.    Dies  tritt  besonders  her 
vor,  wo  er  das  infini  im  Gegensatz  zum  indefini  als  das  absolute 
Uneudiich  deutet  und  behauptet,  der  Mensch  habe  von  Natur  diese 
Idee,  und  sie  liege  allem  Deukeu  einer  Grössenvariation  zugrunde. 
Erklart  wird  sie  iiichtj  vielmehr  gesteht  der  Verfasser  selbst  ein, 
dass  sie  auf  niathematiachem  Standpunkt  nuht  gewonnen  werdet 
könne.    Obgieieii  sie  demnach  gau/  aubserhalb  der  Wissenschaft 
äteiii,  uud  bei  Besprechung  der  Methoden  der  Analysis  nur  vom  ut 
d^tini  die  Rede  ist,  so  soll  doch  daa  absolate  Unendlich  das  eigent- 
liche Element  der  iDfiniteBimalreehnnng  aein.  Hiernach  aebeint  der 
Verüuaer  vnter  Philosophie  der  Wiaseaachaften  nicbt  Urapruugs- 
forschnag  and  Kritik  ihrer  Fandamente,  aondem  ein  Gebiet  ae  w 
ataben«  in  welchem  noch  nncontrolirte  Meianagen  Plats  findeo  «ad 
wiaaensefaalllichen  fineogniasen  ala  ebenbartig  geachfttat  werden. 
Die  Behandlnng  der  angefilhrten  Themata  liaat  alch  niclit  wel  In 
eiaem  einfachen  Berichte  dentlich  nuchen;  hieran  «flrde  eine  nea- 
fthrliche  Gegenacbrift  nötig  aeia.  Bei  leicht  veratindlicliea  I>i«gen 
verweilt  aie  abermfiaaig  lange;  die  Fragen  aber,  in  denen  daa  In- 
teresse am  Thema  Hegt,  werden  aie  nnamwnnden  Miageaprocliea  mmi 
sind  schwer  anfinden.  Hoppes 


Einftthrnng  in  die  Grandlagen  der  Geometrie.  Von  Dr.  Wil« 
beim  Kölling,  Professor  der  Mathematik  an  der  Akademie  n 
Munster  i.  W  Erster  Band.  Mit  40  Fignren  im  Text  Paderborm 
1893.  Ferdinand  Schöningh.  357  S. 

Baa  Boeh  iat  gewidmet  der  Pbyaiko-matbeaBatiaeban  Ckaellacbaft 
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in  Kas&Q  zur  hundert  jährigen  Gedächluisäfeier  des  Geburtstages  von 
N.  J.  Lobatscbewsky .  gcb,  1793,  gest.  1866.  Es  ist  bestimmt,  über 
die  gewonnenen  Resultate  der  vielen  iu  neuster  Zeit  zatage  getrete- 
nen UntersuLhuugea  über  die  Grundlapen  der  Geometrie  eine  orien- 
tirende  Zusammenstellung  zu  geben  Der  Verfasser  wayt  zu  lioiTon» 
dass,  üachdem  die  Vorfragen  bereits  erledigt  seien,  der  Abschluss 
jener  UnUrsuciiuugeü  iu  niclit  zu  lerner  Zeit  beTorstehe.  Der  2. 
Band  soll  nächstens  erscheinen.  Der  erste  Band  geht  auf  die  nicht- 
eoküdiiclie  nndMehrdimenaioueugeoiiietrie  ein,  doch  behandelt  or  Mch 
Fragei  4er  eiUMitdMB  GeoBetrie  Er  hat  4  Abtebttitte,  ainlich 
Berechtigung  der  »ichteBkUdisciMB  BMmformen,  projective  Qeome* 
trie,  nebrdineiiiiouler  Baiüd,  CUffoid'Kieiii'tdie  BMmfonmii. 

EL 

Festschrift  zum  fünfondzwanzigjährigcn  Amts-Jnhiläum  des  flcrrn 
Ob^Tschtilnu  I)r.  Hartwig.  Der  Unterricht  in  der  mathcmatischcu 
Gc(jk'raphio  auf  dem  GUstrowcr  Realgymnasium.  Von  ü.  Seeger 
Güstrow  1894.  Opitz  il  Co.  18  8. 

Ee  wird  bloes  voii  einxelnen  Uebnogsaufgibeii  lud  Aeuientngeii 
moielser  PersoDen  in  der  Kflne '  snd  ohne  nftberes  Eingeheii  ge- 
tproebeo.  H. 


Lehrbücher. 

Trigonometrie.  Lelirbtieli  md  Anfgebeoiianliuig  flbr  SelndeiL 
Von  Wilhelm  Wieter,  ProfeMor  fflr  Matliematik  and  Pbjaik 
am  k.  Alten  Gjmnaainm  in  Begensburg.  Zweite  Anflage.  MOncben 
1895.  Theodor  Ackermann.  78  8. 

btereomptrie.  Lehrbuch  und  Au!;,'ahrnsaninüuDg  für  Schulen. 
Von  Wilhelm  Winter,  Professor  für  Mathematik  und  Physik 
am  k.  Alten  Grmnasium  iu  Uegeusburg.  Zweite  Auttage.  MUochen 
1695.   Theodor  Ackermauu.   115  S. 

Beide  Bücher  lindin  enter  Anflage  im  88.  litt  Bericht  Stite  16 
beaprochen,  nad  Aendemngen  in  sweiter  nicht  bemerkt  worden. 

H. 


£beae  Geometrie.  Von  G.  Mab  1er,  Professor  der  Mathematik 
am  Gymnaaiam  in  Ulm.  Stattgart  im  G.  J.  Gdaehcn.  160  8. 
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Der  Lehrgang  zeigt,  dass  auf  die  Anschauung  das  grösstc  Ge- 
wicht gelegt  wird.  Der  erste  Abschnitt  ist  betitelt:  Symmetrie  und 
Congrnenz.  Er  enthält  die  \  oi  fühmug  und  Benennung  der  Gebilde, 
welche  Gegenstand  der  Lihrc  siuJ,  ucbst  dcrcu  Elemcntarbcvvegun- 
gen,  Verschiebung  und  Drehung,  Die  Sätze  von  der  Flächcagleich- 
heit  werden  am  Ende  angeschlossen.  Die  logiscbea  Forderangeii 
werden  nicht  Temachlftasigt »  anfangs  die  Sfttsa  immer  «U  Besvkate 
einer  Herieltnig,  .spftter  aneh  erst  anfigestidlt»  daan  bewiesen.  Es 
folgen  ann  Proporttoaen  aad  AeinüiGfakoit.  Im  Beweise  ftr  den  Fnll 
der  laGommeasnrablUttt  feUt,  wie  gewöknUdi,  der  letite  SeUnsa. 
Aagescblossea  ist  die  Kreismessnng;  die  PMpertioaeB  am  Kreaae 
aber  bleibea  nabeacbtet  Der  letste  Absobaitt  bandelt  van  Wesen 
und  Bebsndlaag  der  geometriscbea  Aufgabe.  Uebangsanfgabea, 
wozu  aneh  sn  beweisende  Sätie  gebörea,  sind  jeder  Lebre  beig«filgt 

Hoppe. 

Lehrbüch  der  Geometrie  fUr  höhere  Schulen.  ¥on  Dr.  A.  G  1 1  le, 
Oberlehrer  an  der  Realschale  zu  Cottbus.  Erster  TeU:  ebene  Geo- 
metrie. —  Zweiter  Teil :  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Halle  a.  S. 
1895.  Bachbandlang  des  Waisenbaases.   13a  -j-  23  S. 

Die  Lebrweise  nnterscbeidet  sich  formell  dadurch  von  der  gc- 
wAbnlichea,  dass  jeder  Lehrsatx  dnrcb  eine  Frage  (Aufgabe)  und 
deren  Untersacbang  eingeleitet  wird.  Dies  Ver&hren  wird  hier,  wie 
aach  anderwärts  benristiscbe  Uetbode  genannt.  SoU  damit  gesagt 
sein,  dass  dabei  der  Sebttler  die  Sfttze  selbst  ftnde  oder  finden 
lernte,  so  ist  dss  eine  T&nscbong,  weiche  entbttUt  sn  werden  ver- 
dient Selbst  sn  entdeeltea  vermag  nur  der  Knniyge,  welcher  dnrdi 
einen  genttgendea  Fond  an  Wissen  and  Yertraatbeit  mit  de»  Lehr- 
inbalte  eines  Gebietes  das  Yertrsaen  za  eigenem  Verstände  gewonnen 
hat;  er  wird  dann  ohne  Anleitung,  weaa  des  Interesse  Torhanden 
ist«  ebenso  gut  entdeclcen  können  als  mit  fremder  Hülfe.  Bei  dem 
genaanten  Verfahren  wird  der  Schaler  auf  einem,  nicht  von  ihm, 
sondern  vom  iLondigen  Lehrer  gewählten  Wege  zu  einem  nur  dem  Lehrer 
bekannten  Ziele  geführt,  selbst  der  letzte  Schiass  wird  ihm  zndictirt. 
Alles  zweckgemässe  Denken  i^t  iiim  abgenommen.  Dies  ist  der 
Kachteil,  in  welchem  das  Verfahren  hinter  der  Fabrang  des  Bcweiaea 
nach  anfgestelltem  Lehrsatz  znrttckRtcbt,  wo  der  Sobiler  Mitwisaar 
des  Zieles  ist.  Ausserdem  scheint  es  die  Aufmerksamkeit  von  logt* 
scheu  Schwächen  abzulenken;  wcnii^stens  geht  das  Lehrbuch  Ober 
Maugel  der  Bündigkeit  btillschweigend  hinweg.  Abgesehen  von  der 
gt^prieseneu,  in  der  Tat  aber  nichts  ■weniger  als  einen  Voreng  bil- 
denden sog.  heuristischen  Methode,  zeichnet  sich  das  Lahrbncb  in 
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den  f^Folgerangen**  and  Uebangen,  welche  auf  jeden  Satz  folgen» 

durch  die  Sorgfalt  aus,  mit  welcher  alle  erdenklichen  zur  Orieu- 
tirung  dienenden  Ergänzungsfrageo  in  Bezog  auf  Figurbetrachtung 
und  Sätze  ausgesprocbf  ii  sind,  die  mau  zum  crroF^on  Toi!  gewölinlich 
als  «»Hb<5t verständlich  übergeht,  die  aber  ciiu'  jMia  Prüfung  des  Ver- 
staiulnisses  {ih<?oben ;  namentlicli  wird  immer  die  G&lti^eit  der  üm- 
keliiuug  der  Sätee  lor  Fra^je  gemacht. 

Die  Tngüüüiuetrie  und  Stereometrie  worden  nur  Äusserster 
Verkürzung  gegeben.  Die  Goniometrie  erklärt  bloss  Fanctionon, 
You  ihren  Relationen  sind  nur  2  guuaant,  die  Suninjt  der  \Viak<'l, 
ihre  Verdoppelung  und  ilaibii  ung  komnien  nicht  vor.  Die  Dreiecks- 
berecbuuug  wird  nicht  ausgeführt,  sondern  nur  die  priucipielleu  Falle 
als  Aufgaben  hingestellt  Der  Körperberechouug  geht  einiges  Aber 
die  Lage  der  Geraden  and  Ebenen  vorais,  aber  s.  B.  nichts  Aber 
dl»  Battiignng  teiikreelitir  Lage  eiaer  Gendeii  m  fiia«r  Ebene. 
Etwas  eingehender  sind  die  Inbaltsberecbnangen  der  etnftebsten 
Körper  behandelt  Uebangsinfgaben  nnfsnsteUen  hielt  der  Verfasser 
fftr  nnnOtig  nnd  empfiehlt  statt  ihrer  Hinzunahme  von  Beidt's  Samm- 
Inng.  Hoppe. 


Methodisches  Lehrbuch  der  Klementar-Mathematik.  Von  Dr. 
Gustav  Ilol/in  iiller,  Dircctor  der  Gewerbeschule  (RealscbnU'  mit 
Fachclasseu)  /u  Hägen  i.  W.,  Mitglied  der  Kais.  Li'op.  Carul.  Aka- 
demie der  Natiiiiorschcr.  Dritter  Teil,  LcLi  und  Uebungsstoffc  zur 
freien  Auswahl  für  die  Prima  realistischer  Vollaustalteu  und  höherer 
Fachschulen,  nebst  Vorbereitungen  auf  die  Hochschulen-Mathematik. 
Mit  160  Figuren  im  Texte.  Leipzig  1896.  B.  6.  Tenbnor.  2S4  S. 

Dieser  dritte  Teil  bebandelt  kein  ganzes  Lehigebiet,  sondern 
liefert  fflr  den  Unterriebt  in  Prima  besonders  interessante,  snmteil 
sogar  berahmte  Sitae  nnd  Anlgaben,  in  der  ersten  Abteilnng  Aber 
Eogelschnitle,  in  der  9ten  Aber  KArper,  in  der  8  ton  ttber  sphiiische 
Dreiecke,  In  der  dten  aber  algebia^be  Analfsia  mit  Anwendnigen 
aif  Geoimetrie  nnd  Mechanik.  H. 

K.  Koppe  's  Geometrie  snm  Geibranche  an  haberen  Unterriehts- 
aastalten  nen  bearbeitet  Ton  Prof.  Dr.  Jos.  Diekmann,  Direetor 
des  Frogymnasinms  mit  Realabteilung  in  Yierseo.  Siebtehnte  Anf- 
inge mit  165  Figuren  nnd  sahireichen  üebnngon  nnd  Anfgaben. 
1  Teil  der  Planimetrie,  Stereometrie  nnd  Trigonometrie.  Ausgabe 
fix  Gymnasien.  Essen  189&  G.  D.  Dldeker.  190  S. 
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Die  Pltninetrie  wird  ffüx  Gymnasieii  «ad  BealaDstaltMi  Baben 
gliich  behandelt»  erat  in  der  StenooMtrie  «nd  TrigODOineCrie  tritt  eiie 
Seheidnng  ein.  Der  Lebigaog  in  der  PleDlraelrie  iet  der  gefrlllui- 
lldie;  der  Lebntoff  ist  nirgende  wkttnt,  dagegen  ngnnnten  dar 
Ansebannng  und  Orientirang  weiter  aaigefabrt  Sehr  Teiadiiedea 
davon  iet  bei  der  Stereometrie  nnd  Trigonometrie  fedUtren.  Der 
KOiperberecbnnng  sind  allerdingi  önigo  t.Erkllmngen*'  über  die  Lage 
der  Geraden  nnd  Ebenen  Toranageeebickt,  welche  im  Ermaagetnag 
der  Tollitindigen  Lehre  wenigiteae  soviel  wirken,  dase  die  Bestlm- 
mnng  der  KOrper  nicht  geradein  mm  Uneinn  wird.  Die  Tiigcmt- 
metrie  beechrialit  lieh  aof  das  recbtwinldige  Dreieck.  Die  Wiaket- 
Innetionen  werden  alte  eiogeftthrt,  ein  ersichtlicher  Zweck  folgt 
nicht;  der  Schüler  moss  sie  als  Cnriosität  merken.  Der  II.  Teil, 
welcher  jedoch  nor  iBr  Realanstalten  beetinunt  ist,  soll  nun  von  beiden 
Mängeln  frei  sein,  er  soll  die  Lehren  von  der  Lage  der  Gerades 
nnd  Ebenen  nnd  die  fieiechnnng  des  beliebigen  Dreiecks  voiUtAndig 
geben.  Hoppe. 


Ldtüaden  der  ikrithmetik  nebst  Uebnngsbeiipielen  Sechste 

nnverinderte  Anflage.  ^ 

Leitfaden  der  elementaren  Mathematik  —  —  Erster  Teil 
Algebra.  Dritte  unveränderte  Auflage  — 

Leitfaden  der  elementaren  Mathematik     Von  Adolf  Sicken- 
berg er,  k.  Gymnasialprofessor  und  Ilector  der  Luitpold-Kreisreal- 
schule in  München.    Dritter  Teil.    Stereometrie  —  Trigonometrie. 
Zweite  Auflage.   München  1895.   Theodor  Ackermann.    196  4~ 
+  103  S. 

Die  beiden  ersten  Lehrbücher  sind  in  allen  frühern  Autlagen 
besprochen,  s.  litt.  Bcr.  46.  S.  14.  Das  letztp  in^^f  bemorken ,  (lass 
es  keine  Form  und  Methode  festhält,  soudern  jede  da  anwendet,  wo 
sie  gerade  nützlich  ist.  Der  Lehrgaui^  ist  im  weaentlichen  der  £?e- 
wühnliche,  nimmt  eher  mehr  als  wem^^er  in  sich  auf,  beobachtet 
aber  Überali  die  grösst  mögliche  Kur/e  <Jes  Ausdrucks,  in  einem 
Masse  dass  den  Schülern  kaum  geiiogea  würde,  ohne  Beibtitfe  des 
mündlichen  Schnlonterricbts  dem  Deductionsgange ,  dem  keiu  uoi- 
wendiges  Glied  fehlt,  zu  folgen.  Die  Formulirung  der  S4t»e 
Worten  wird  meistens  erst  nach  ihrer  Herleitung  aufgestellt  Auf 
jeden  Absdinitt  folgen  Uebungen.  H. 
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Scholpbysik  fttr  die  Gymoftsien  nach  Jahrgängen  geordnet.  Tob 
Prof.  Dr.  6.  Brandt.  Erster  Teil.   Mechanik  and  Wärmelehre, 

MagDDtismns,  Elektricität,  Akustik  and  Optik.  —  Zweiter  Teil. 
Wärnulehre,  Meteorologie  und  Gahanismns,  Mechanik  und  Akustik. 
Optik  und  astronomische  Geographie.  Anhang:  Geschichtlich rg, 
biographisches,  Erklärung  physikalischor  An^^drücke  nnd  8acli« 
register.  —  Berlia  ldd6.  Leonhard  Simion.  öü  4-  301  S. 

Per  erste  Teil  ist  fOr  die  Classen  Obertertia  bis  Unterseconda, 
der  zweite  für  die  obern  Classen  bestimmt.  Es  werden  also  einige 
in  niederen  Classen  behandelte  LebrgegenstiUide  in  höhern  Classen 
wieder  anfgenommen.  Muss  man  nnn  anch  für  diesen  Fall  zulassen, 
dasfl  Ropriffo  das  prstemal,  namentlich  in  quantitativer  Hinsicht, 
11  Ol  Ii  111  eilt  in  höchster  Entwickelung  gegeben  worden,  so  erwächst 
uns  doi  h  wahrlich  darans  nicht  die  PHicht,  olf^montare  Grundbegriffe 
in  iiücksicht  auf  den  niedern  Standpunkt  <\rr  Classe  getlißs<  nt!ich  in 
unklarer  Fassung  zu  erhalten.  Bas  geschiebt  aber  hier  m  Betrctf 
der  Beziehung,  der,  Kraft  zur  Bewegung.  Die  Stelle  lautet:  .,Die 
liiMUihe  der  Bewegungen  oder  Bewegungsändemugen  neuneu  wir 
Kraft. '  Das  Falsche  wird  neben  dem  liichtigcn  zur  Auswahl  ge- 
stellt, und  keine  Aensserung,  kein  Beispiel  gibt  Entscheidung.  Die 
vulgäre  Redeweise ,  welche  Anfang  und  Ende  der  Vorginge  cansal 
verbindet,  i.st  fur  Naturerkenntniss  uutauglich ;  daher  ist  es  für  den 
Unterricht  in  der  Physik  unerlässlich  den  exacten  Begriff  der  Ur- 
sache oder  Kraft  zu  geben  und  seine  allgemeinen  Consequenzen  ans 
Licht  zu  idehen.  Folgende  Sfttze  dOrfen  nicht  verschwiegen  werden. 
Die  Bewegung  wird  In  der  exacten  Lehre  als  Znstand  der  Körper 
betrachtet  £•  Ist  Aufgabe  der  Physik  die  Zostandiindemngen,  mit- 
hin anch  die  Beweguugsaoderungen  cansal,  mithin  durch  Krftfte  xn 
erklären.  Eine  gteichmAisig  dauernde  Bewegung ,  d.  i.  Beharmng, 
hat  keine  UrHushe  und  bedarf  kdner  Erklärung.  Die  Wirkung  einer 
Kraft  ist  mit  der  Kraft  gleichxeitig  und  tod  gleteher  Dauer;  ist  die 
Dauer  null,  10  ist  auch  die  Wirkung  null.  Dieser  Forderung  ent- 
spricht das  Lehrbuch  in  keiner  Weise.  Das  Genannte  bleibt  im  1. 
und  2.  Teüe  dunkel.  Was  für  Irrige  Torstellaagea  dadurch  erxeugt 
werden,  xeigt  besonden  die  Stelle  auf  sweiter  Seite,  wo  unter  den 
aUgeoMlneik  Eigeniehaftoik  der  KOrper  anch  die  Trigheit  oder  das 
„BeharmagffennOgan**  anfiieiihrt*  werden.  Es  nuss  schon  als  nn> 
logisch  auffallen,  daas  die  TrftgheH  ein  Vermögen  genannt  wird« 
Indetsen  hier  Hegt  die  Schuld  nicht  an  einem  unpassenden  Ausdruck, 
sondern  an  einem  sachlichen  Trrtum.  Alle  herangezogenen  Beispiele 
Ton  Erscheinungen  und  Versuchen  werden  wirklich  als  Nachweis 
eines  Vermögens  der  Körper,  also  einer  Fähigkeit  auf  ihre  eigne  Be- 
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wogQDg  einzuwirken  prcdentet.  Znm  Schlnss©  wird  noch  gesagt,  die 
Eigenschaft  der  Kür  per  sei  die,  dass  jeder  in  seinem  Zustande  ver- 
harren wolle.  Soll  dieses  Wollen  einen  Sinn  habon,  so  niüsst©  doch 
der  ILörpor  etwas  für  Erhaltung  seines  Zastandes  getan  haben,  er 
müsste  der  Aenderung  einen  Widerstand  entgegensetsen.  Uokandi^ 
B<igen  freilich  oft  AolasB  fiata  etam  loldieii  Widerstud  sn  eom- 
statiren.  Wean  aber  eia  Lehrer  der  Physik  dieiea  tänflchandm 
Scheia  ftr  Wahrheit  aasgibt,  so  kaan  man  nnrdea  Willen  eoaatatireii, 
dass  die  Classe  in  der  Unwissenheit  nad  Uaklarheit,  die  sie  einmal 
hat,  verharre.  Im  gansea  Buche  macht  sich  sonst  keiae  Aknliehe 
SanctioB  irregeleiteter  Laieabeobaehtang  bemerklieb,  im  Gegenteil 
findet  man  sehr  hftufig  vorkommende  Fehler  anderer  LehrbOcheor 
gerade  hier  vermieden,  freilich  nicht  dnrch  Avfldftrnog,  sondern 
Umgehaag  der  betreffenden  Poakte.  Dagegen,  dass  lAr  13egrOndaii|; 
der  Lehren  weniger  geschieht,  als  der  mathematische  Standpunkt 
der  Classe  snlassen  würde,  lässt  sich  nichts  sagen*,  wenn  in  dor  Tat, 
wie  der  Verfasser  darlegt,  die  Uaterricbtsseit  sehr  knapp  ist 

Hoppe. 

Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  fftr  höhere  Lehranstalten.  Von 
Prof  II.  K übt  1er.  Mit  vielen  in  den  Text  gednekten  Holzaebnit- 
ten.  1.  Heft  Congraeoz.  Ytorte  Auflage.  Balle  a,  8. 1895.  Loaia 
Kebert.   66  8. 

Dasselbe  Heft  dieses  Buches  ist  borcits  im  2.  ütterariscben  Be* 
riobt  Seite  14  in  2.  Auflage  beaprochea.  H. 

Job.  Chr.  Walberer's  AalaagsgrQnde  der  Mechanik  fester 
Körper  mit  vielen  tJebungsaafgaben  xnm  Scbnlgebraaohe  an  Gym- 
nasien and  verwandten  Lehranstalten  nea  bearbeitet  tob  Dr.  Geo  rg 
Beck aa gel,  Professor  am  R.  Gyranasinm  zn  Passaa,  correspondie* 
rendem  Ifit^ede  der  R.  B.  Akademie  der  Wisseaschaften.  Sechate 
Auflage.  HQochen  1889.  Theodor  Ackermann.  178  8. 

Du  2  Autlage  ist  im  228.  litt.  Berichte  S.  34  besprochen.  Di© 
dasellist  izoiiaunteu  Fehler  sind  in  spätem  Auflagen  berichtigt.  Die 
gegenwärtig»«  erscheint  mit  einem  \  (»rvvort  des  Bearbeiters,  worin 
er  namentlich  die  irrige  Meinung  widerlegt,  dais  Beweise  durch 
Versuche  ersetzt  werdeu  kuimicu,  und  den  Fleins  motivirt,  welclieo 
er  auf  die  theoretische  Begründung  verwandt  Welche  Vürbesse- 
rtmuen  er  in  dieser  Hinsicht  in  die  aeae  Bearbeitung  aufgenommen 
hat,  ist  im  einzelnen  uicbt  angegeben.  Hoppe, 
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landwirtscbaftltchen  Scbnieu  bcarb.  Hrsg,  dorch  A.  Pabst  HiMet- 

Mm.    A.  Lax    Geb.  1  Mk.  50  Pf. 

—  Grnudriss  der  Physik.  Aug.  A.  6.  AolL  bearb.  ?on  A. 
Pabst.   Ebd    3  Mk.  20  Pf. 

—  Naturlelirc  2.  Auri  .  ais  Leitfaden  u.  L'ebuugsbuch  für  ddO 
Physikauterrioht  ucu  bearb.  v.  A.  Pabst.    Ebd.    Kart.  iH)  Pf. 

Tuma,  Jos.,  Mesisuogen  m.  Wechsel iruuieu  v.  bober  Freqoeai. 
Wien,  F.  TMiip>ky    50  Pf 

TuiitUrz.  0.,  aber  die  Verdampfuugsvsarmu  vuu  Lososgen. 
Wien,  Gerold's  Sohn.   20  Pf. 

W  1  e  a  i  ui  a.  :i  u ,  Gust,  die  Lehre  vou  der  Elektricität.  2.  Aufl. 
3.  Bd.   Braunschweig,  Vieweg  &  Sobn.   28  Mk. 

IVnlf,  Thdr.,  Uber  die  BeBtlmmiing  der  Frequena  foa  WeiA- 
MlstrOmen.  Wien«  Gerold*i  8oho.  90  Pf. 

Tenriiehte  SekitftiB« 

Berichte  der  sächsischen  GesoUschaft  der  Wissenschaften, 
liathenv  1  hysik  (  la.Hse    1895.  IL  n.  IIL  Leipzig,  S.  Himel.Ä  1  Mk. 
Oßtwald,    W.,  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr. 
Leipzig,  W.  Engelraann.    Kart.    63.  Zur  Entdocknng  de« 
'  "*  aguetisraus.    Al»ljaudluugcn  v.  Uaus  Chru,  Oersted  und 

I  ■  'oh.  Seebeck.  (1820—1821.)  Hrsg.  von  A.  J.  v.  Oet- 
'1  Mk.  40  Pf.  —  64.  Ueber  die  Tielfach  periodiscben  Fnnc- 
•  «irder  TariAbein,  aof  die  tich  die  Theorie  der  Abel'scheii 
r-  :i  ^  -identen  stftUt  Von  Pnrf.  C.  C.  J.  JacobS.  (Grelle's  Jov^ 
nt}  :  ii.iiie  «.  angewandte  MatliMntIk  Bd.  13,  1881.)  Eng.  t.  H. 
Weber.  Ans  dem  Lat  Iben.  ? .  A.  Witting.  70  Pf.  —  65.  Abhaad- 
Inngen  flb.  die  Fnnetionen  tweier  Yariabler  n.  4  Perioden,  welche 
die  iBTOnea  sind  der  altra-eliiptisdien  Integrale  1.  Klane.  Yen 
Prof.  Geo.  Roienhala.  (1861).  Hrsg.  H.  Weber.  Aas  den 
Fraai.  ftben.  v.  A.  Wittiag.  1  Mk.  60  Pf. 

SiUnagebericbte,  Wiener.  MatL-natarw.  dasae.  Wlea,  F. 
Tempehjr.  Abtb.  Ua.  104.  Bd.  1.  v.  2.  Eft.  3  Mk.  80  Pf.  - 
Abth  IIb.   104.  Bd.   3.  u.  4.  Hit  2  Mk.  10  Pt 

Wolf,  R.,  Tascbeabaeb  für  MathenaCik.  6.  Anfl.  8.  n.  4. 
Lfg.  Zürich,  F.  Scholthpss.   ä  1  Mk.  20  Pf. 

Zeitschrift  für  Mathematik  a.  Pbjsik.  Snppl.  z.  40.  Jahrg. 
Der  Snpplcmemte  XIL  (Abhandlungen  lar  Geschichte  der  Mathe- 
matik. 7.  Hit)  Mprig,  a  G.  leabaer.  7  Mk.  60  PI. 
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YerUg  von  Friedr.  Vleweg  6:  8ohu  iu  Brauuschweig. 
(Zu  beziehen  Jurcb  Jed«  BachliAodlaiig  ) 

Soeben  ertebiea: 

Lehrbuch  der  Algebra. 

Von  leiirich  Weber, 

Profettor  4«r  MatbtoMtik  n  der  Uoivertitlt  OltctiiigtB. 
In  iwei  Bftnden.  Bnter  Baad.  Mit  28  eingedraekten  Abbildungen. 


Verlag  vou  Friedr.  Yieweg  6i  Hohn  iu  Brauiibcbw^ig. 
(Za  besiehen  dnrch  jede  BocbhAndiang.) 

Soeben  encbien: 

Die  Fortsehritte  der  Physik  im  Jahre 1889. 

Dargettellt  von  der  Physikalischen  Gesellichaft  zn  Berlin« 
Fiknfniidvleniiirwf or  Jnlirgang. 
Erste  Abtheliimirf  enüiailend:    l'h)^ik  der  Materie.    Redigirt  vou 
Biehnrd  B«mft«in.  gr.  8.  geL  Preii  22,&0  Mark. 


Baumgärtner's  Buchbandlmig,  Leipzig. 

Durch  jede  Bachhnndlaog  xu  bezichen: 

Die  Geometrie  der  Lage. 

Vorträge 

von 

Frafessor  Dr.  TL  Reve, 

onl.  Professor  an  der  Universit&t  Simsitburg. 
Abth.  II  (3.  Aufl.).    Mit  26  Textfigoren.    Broch.  9  3/.,  in  Halbfranz 

gebunden  11  M. 
Abtb  III  (neo).  Broch.  6  Af ,  in  Unibfrans  gebunden  8  J£ 
Bereits  truher  erschien : 
Abth.  i  (3.  Aufl.;.   Mit  d'J  Textfigoren.  Broch.  7  1/.,  iu  Halbirauz 

'gebunden  9  Af. 
Aus  einer  Besprechung  von  Guido  Uauck: 

„Un»crcm  V-*rfji!58cr  ^bührt  das  Verdienst,  das  System  jenes  grosven 
Geometers  (öuuUi;  von  seinen  Ivinacitigkeiten  befreit  und  dadurch  nicht  nur 
sebnackball,  londem  vor  Allein  fflr  di«  WeiterlttrdeniBK  d«r  Wineuchaft 
nutxhar  prmachi  zu  haben.  Diese  hiil  iIlmhi  auc  h  in  den  Irtiten  Dcccnnicn  rinettber- 
aus  fruchtbare  Weiterentwickcluog  er/abrcn,  au  welcher  der  Veifaster  durcb  lein« 
bnbnbreebettden  Arbeiten  tu  hervorragender  Weil«  bctbetligt  war.  £•  sei  dabei 
nAKuDtUeh  auf' den  Ausbau  der  Liniengeometrie  hingewiesen  ....  Da«  auch 
bereu«  ins  FranzOsi^f  b»-   tir  i    Iffi!ipriiB<  he  übersetzte  Werk  stellt  in  dieser 

seiner  neDea  Auflage  das  volistüadigste  LeJirbuch  der  neueren  Geo« 
nMtrie  dar.* 
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Neuer  Verlag  der  .los.  KOsePscben  Bui  Lhaudlung  in  Keinf»teii. 
Zu  Ii -/iclioii  durch  nlJc  Buclilinndluugen  de«  In-  und  Auslandes. 

Die  Grundlehren  der  ebenen  Trigonometrie. 

Eiu  Leitfaden  für  den  Uuterricht 

mit 

Uebuiigsaulgaben/ 

roxi 

Jo».  Tien^aner, 

Prof.  Hin  k.  Gyjuuafcium  m  Wn^r^niv^. 

Mit  zahlreiclicii  Figurou  im  Texte.    8'1    52  S. 

P;.,.;._;  liforh.  i^i  GaTv/lriiiv, and  1.10. 
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XX«  Ueber  den  Flachen-  und  ßauminbnlt  d«r  durch  Bewogung  Ton 
CurTcn  und  Flachen  crzcugXeiv  Vl&chen-  «nd  H^mgr^sscxu 
(FortMtuiifg:)  Von  Chr.  Hclili  .  T  .* :  T  .  .  .  KP 

XXI.  MutheiiiatMch-OcieliiclittichM  ««•  dem  Codex  latiniu  Momco^ii 

Ko.  14908.  Von  M.  Com«  •  ....  Sil 

ZXII.' ^woi  «Igebreifche  Anfg«b«ii  nh  LUnaigm    Von  Amt  hör 

ond  C  Dn-vida   4«: 

XXIII.  IfjMellcD. 

I.  £inige  quuioiitaSve  fragen  Aber  sirClf  Kugela,  die 
Eng«!  btrahren.  Von  B.  Hoppe  .  

S.  Ein  Beitrag  sur  Löinag  dea  Froblems  der  DreiteUaikg 
dee  Winkeil.   Von  Lothar     KOpp an  44« 


Ilret1lmil4.  r«4neM  bei  ?.  W.  Kanik«. 
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